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Poglavje 1Na�
elo relativnostix1 Hitrost �sirjenja interak
ijeNaravne pojave moramo opisati v opazovalnem sistemu. Opazovalni sistem je sestavljen izkoordinatnega sistema, s katerim dolo�
imo polo�zaj del
a v prostoru, ter iz ur, ki so postavljenev tem sistemu in omogo�
ajo, da dolo�
imo �
as.Obstajajo tak�sni opazovalni sistemu, v katerih se prosto gibajo�
e se telo (to je tak�sno telo,na katerega ne delujejo zunanje sile) giblje s konstantno hitrostjo. Tak�sne opazovalne sistemeimenujemo iner
ialni opazovalni sistemi.�Ce se dva opazovalna sistema enakomerno gibljeta eden glede na drugega, in �
e je edenod sistemov iner
ialen, potem je iner
ialen tudi drugi (tudi v tem sistemu bo vsako prostogibanje premo�
rtno in nepospe�seno). Na ta na�
in lahko dobimo poljubno veliko iner
ialnihsistemov, ki se vsi gibljejo enakomerno eden glede na drugega.Empiri�
no vemo, da velja tako imenovano na�
elo relativnosti. Po tem na�
elu so vsi naravnizakoni enaki v vseh iner
ialnih opazovalnih sistemih. Z drugimi besedami, ena�
be, s katerimizapi�semo te naravne zakone, so invariantne pri transforma
ijah koordinat in �
asa iz enegainer
ialnega sistema v drugega. To pomeni, da se vsaka ena�
ba, ki opisuje zakon narave,zapi�se v isti obliki v koordinatah in �
asu razli�
nih iner
ialnih opazovalnih sistemovInterak
ije med del
i snovi v obi�
ajni mehaniki zapi�semo s poten
ialno energijo interak
ije,ki je funk
ija koordinat interagirajo�
ih del
ev. Hitro uvidimo, da pri tak�snem opisu interak
ijpredpostavimo, da se interak
ije �sirijo hipoma.Poizkusi pa so pokazali, da hipne interak
ije v naravi ne obstajajo. Zato je mehanika, kitemelji na podmeni hipne �siritve interak
ije, do neke mere nenatan�
na. Dejansko bo spre-memba v enem izmed interagirajo�
ih teles u�
inkovala na druga telesa �sele potem, ko mineneki interval �
asa. �Sele po tem intervalu bodo pro
esi, ki so privedli k za�
etni spremembi,delovali na drugo telo. �Ce razdaljo med telesoma delimo s tem �
asovnim intervalom, dobimohitrost �sirjenja interak
ije.Strogo vzeto bi morali to hitrost imenovati najve�
ja hitrost �sirjenja interak
ije. Hitrostdolo�
a namre�
 interval �
asa, po katerim za�
ne sprememba v enem telesu delovati na drugega.Jasno je, da obstoj zgornje meje hitrosti �sirjenja interak
ije pomeni tudi, da je gibanje teles zve�
jo hitrostjo v naravi nemogo�
e. �Ce bi namre�
 tak�sno gibanje lahko obstajalo, bi z njegovopomo�
jo lahko dosegli, da bi telesa med seboj delovala z interak
ijo, katere hitrost bi bilave�
ja od najve�
je mo�zne hitrosti �sirjenja interak
ij.Interak
ije, ki se �sirijo od enega del
a do drugega, pogosto imenujemo \signali". Prvi dele
6



1 HITROST �SIRJENJA INTERAKCIJE 7po�slje signal in tako \obvesti" drugi dele
 o spremembah, ki jih je do�zivel. Hitrost �sirjenjainterak
ije je zato tudi hitrost signala.Iz na�
ela relativnosti sledi pomembno dejstvo, da je hitrost �sirjenja interak
ij enaka vvseh iner
ialnih opazovalnih sistemih. Zato je hitrost �sirjenja interak
ij splo�sna konstanta.Ta konstantna hitrost je tudi hitrost svetlobe v praznem prostoru (kar bomo pokazali kasneje).Svetlobno hitrost obi�
ajno ozna�
imo s �
rko 
, zna�sa pa
 = 2; 998 � 1010 
m=se
: (1.1)Ker je ta hitrost visoka, je klasi�
na mehanika v praksi videti zadosti natan�
na v ve�
iniprimerov. Hitrosti, s katerimi imamo obi�
ajno opravka, so tako majhne v primerjavi s svet-lobno hitrostjo, da privzetek, da je svetlobna hitrost neskon�
na, natan�
nosti izra�
unov neprizadene ob�
utno.Na�
elo relativnosti in kon�
nost hitrosti �sirjenja interak
ij skupaj tvorita Einsteinovo na�
elorelativnosti (formuliral ga je Einstein leta 1905). Razlikuje se od Galilejevega na�
ela rela-tivnosti, ki temelji na neskon�
ni hitrosti �sirjenja interak
ij.Mehanika, ki temelji na Einsteinovem na�
elu relativnosti (v nadaljevanju bomo pisali pre-prosto kar na�
elo relativnosti), se imenuje relativisti�
na mehanika. V mejnem primeru, ko sohitrosti teles majhne v primerjavi s svetlobno, lahko u�
inke kon�
nosti hitrosti �sirjenja inter-ak
ij na gibanje teles zanemarimo. Tedaj relativisti�
na mehanika postane obi�
ajna mehanika,ki temelji na podmeni hipnega �sirjenja interak
ije; ta mehanika se imenuje Newtonova aliklasi�
na mehanika. Prehod iz relativisti�
ne v klasi�
no mehaniko lahko formalno dose�zemo zlimito 
!1 v ena�
bah relativisti�
ne mehanike.�Ze v klasi�
ni mehaniki je razdalja relativna, kar pomeni, da so prostorske razdalje medrazli�
nimi dogodki odvisne od opazovalnega sistema, v katerem jih opisujemo. Izjava, dase dva dogodka, ki nista so�
asna, pripetita v eni in isti to�
ki v prostoru, ali v splo�snem nadolo�
eni razdalji eden od drugega, dobi pomen �sele tedaj, ko povemo, v katerem opazovalnemsistemu dogodke opisujemo.�Cas pa je absoluten v klasi�
ni mehaniki; z drugimi besedami, privzamemo lahko, da solastnosti �
asa neodvisne od opazovalnega sistema; obstaja en sam �
as za vse opazovalne sis-teme. To pomeni, da �
e pride do dveh pojavov so�
asno z vidika nekega opazoval
a, sta pojavaso�
asna tudi za vse druge opazoval
e. V splo�snem je interval �
asa med dvema dogodkomaenak v vseh opazovalnih sistemih.Hitro lahko poka�zemo, da je absolutnost �
asa v popolnem nasprotju z Einsteinovimna�
elom relativnosti. Zadostuje, da se spomnimo, da v klasi�
ni mehaniki (ki temelji nakon
eptu absolutnega �
asa) obstaja splo�sni zakon o se�stevanju hitrosti, po katerem je hitrostsestavljenega gibanja enako (vektorski) vsoti hitrosti, ki to gibanje tvorijo. Ta vsesplo�snizakon mora veljati tudi za �sirjenje interak
ij. Od tod bi sledilo, da je hitrost �sirjenja razli�
nav razli�
nih opazovalnih sistemih, v nasprotju z na�
elom relativnosti. Kar se tega vpra�sanjati�
e, poizkusi odlo�
no podpirajo na�
elo relativnosti. Meritve, ki jih je prvi opravil Mi
helson(1881), so pokazali, da hitrost svetlobe ni niti malo odvisna od smeri �sirjenja; v skladu sklasi�
no mehaniko bi pri�
akovali, da bo hitrost svetlobe manj�sa v smeri gibanja Zemlje kot vnasprotni smeri.Iz na�
ela relativnosti sledi, da �
as ni absoluten. �Cas poteka razli�
no v razli�
nih opazovalnihsistemih. Izjava, da je med dvema danima dogodkoma potekel dolo�
en �
asovni interval, dobipomen �sele tedaj, ko povemo, na kateri opazovalni sistem se izjava nana�sa. Dogodki, ki so venem opazovalnem sistemu so�
asni, v drugih opazovalnih niso nujno so�
asni. Polje, v. 1



8 NA�CELO RELATIVNOSTI 2To nam do postalo bolj jasno ob naslednjem primeru.Oglejmo si dva iner
ialna opazovalna sistema K inK 0 s koordinatnimi osmi XY Z oziromaX 0Y 0Z 0, pri �
emer se sistem K 0 giblje glede na K vzdol�z osi X(X 0) (slika 1).
X’
X

Z Z’

Y Y’

A CB

Slika 1:Iz to�
ke A na osi X 0 po�sljemo signal v dve nasprotni si smeri. Ker je hitrost �sirjenjasignala v sistemu K 0 (kot tudi v vseh drugih iner
ialnih sistemih) v obeh smereh enaka 
, bosignal dosegel to�
ki B in C, ki sta enako oddaljeni od A, so�
asno (v sistemu K 0).Hitro uvidimo, da ista dogodka (prihod signala v to�
ki B in C) nikakor ne moreta bitiso�
asna za opazoval
a v sistemu K. Hitrost signala glede na sistem K ima namre�
 po na�
elurelativnosti enako hitrost 
 in ker se to�
ka B giblje (glede na sistem K) proti izvoru signala,to�
ka C pa stran od njega, bo v opazovalnem sistemu K signal dosegel to�
ko B prej kot to�
koC. Zato vodi Einsteinovo na�
elo relativnosti k zelo drasti�
nim in temeljnim spremembamosnovnih pojmov �zike. Pojma prostora in �
asa, kot ju poznamo iz na�sih vsakodnevnihizku�senj, sta le pribli�zka, ki sta povezana z dejstvom, da imamo v vsakodnevnem �zivljenjuopravka le s hitrostmi, ki so majhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo.x2 RazmikV nadaljevanju bomo pogosto uporabljali pojem dogodka. Dogodek opi�semo s krajem, kjerse je pripetil, in s �
asom, ko je do njega pri�slo. Zato dogodek, do katerega je pri�slo v nekemdel
u snovi, opi�semo s tremi koordinatami del
a in s �
asom dogodka.Za la�zjo predstavo pogosto uporabljamo nami�sljeni �stiridimenzionalen prostor (imenovantudi prostor-�
as ali �
etverni prostor), katerega osi ozna�
imo s tremi prostorskimi koordi-natami in s �
asom. V tem prostoru dogodke prika�zemo s to�
kami, ki se imenujejosvetovneto�
ke. V �
etvernem prostoru vsakemu del
u ustreza �
rta, imenovana svetovni
a. To�
ke natej �
rti dolo�
ajo koordinate del
a za vsak trenutek. Hitro ugotovimo, da del
u, ki se gibljeenakomerno premo�
rtno, ustreza ravna svetovni
a, premi
a.Sedaj bomo zapisali na�
elo invariantnosti hitrosti svetlobe v matemati�
ni obliki. V tanamen si zamislimo dva opazovalna sistema K in K 0, ki se gibljeta eden glede na drugega skonstantno hitrostjo. Izberemo si tak�sne koordinatne osi, da osi X in X 0 sovpadata, medtemko sta osi Y in Z vzporedni z Y 0 in Z 0; v sistemih K oziroma K 0 ozna�
imo �
as z t oziroma zt0.Polje, v. 1



2 RAZMIK 9Ob �
asu t1 (v sistemu K) po�sljemo iz to�
ke s koordinatami x1, y1, z1 signal, ki potuje ssvetlobno hitrostjo (to je prvi dogodek). �Sirjenje tega signala opazujemo v sistemu K. Drugidogodek naj bo sprejem signala v to�
ki x2, y2, z2 ob �
asu t2. Signal potuje s hitrostjo 
;med dogodkoma je prepotoval razdaljo 
(t2 � t1). Ta razdalja pa je enaka [(x2 � x1)2 + (y2�y1)2 + (z2 � z1)2℄1=2. Zato lahko zapi�semo naslednjo zvezo med koordinatami dveh dogodkovv sistemu K: (x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2 � 
2(t2 � t1)2 = 0: (2.1)Oba dogodka, torej �sirjenje signala, lahko opazujemo tudi iz sistema K 0:Naj bodo koordinate prvega dogodka v sistemu K 0 enake x01; y01; z01; t01, koordinate drugegapa x02; y02; z02; t02. Ker je hitrost svetlobe enaka v sistemih K in K 0, velja podoben izraz, kot je(2.1): (x02 � x01)2 + (y02 � y01)2 + (z02 � z01)2 � 
2(t02 � t01)2 = 0: (2.2)�Ce so x1y1z1t1 in x2y2z2t2 koordinate poljubnih dveh dogodkov, potem koli�
inos12 = [
2(t2 � t1)2 � (x2 � x1)2 � (y2 � y1)2 � (z2 � z1)2℄1=2 (2.3)imenujemo razmik (angl. interval) med tema dogodkoma.Iz na�
ela invariantnosti hitrosti svetlobe sledi, da �
e je razmik med dvema dogodkomaenak ni�
 v enem koordinatnem sistemu, je enak ni�
 tudi v vseh ostalih.�Ce sta dva dogodka neskon�
no bli�znja, potem je razmik ds med njima enakds2 = 
2 dt2 � dx2 � dy2 � dz2: (2.4)Oblika izrazov (2.3) in (2.4) nam omogo�
a, da razmik formalno razumemo kot razdaljodveh to�
k v nami�sljenem �stiridimenzionalnem prostoru (katerega osi ozna�
imo z x, y, z in zzmno�zkom 
t). Obstaja pa osnovna razlika med pravilom za ra�
unanje razmika in ustreznimpravilom v obi�
ajni geometriji: ko ra�
unamo kvadrat razmika se�stejemo kvadrate razlik ko-ordinat vzdol�z razli�
nih osi z razli�
nimi predznaki in ne z enim samim. �Kot smo pravkar pokazali, �
e je ds = 0 v enem iner
ialnem sistemu, je ds0 = 0 v vsehostalih. Po drugi strani sta ds in ds0 in�nitezimalni koli�
ini istega reda. Iz teh dveh pogojevsledi, da morata biti ds2 in ds02 sorazmerna:ds2 = ads02;kjer je koe�
ient a lahko odvisen le od absolutne vrednosti relativne hitrosti obeh opazovalnihsistemov. Ne more biti odvisen od koordinat niti �
asa, si
er razli�
ne to�
ke v prostoru inrazli�
ni trenutki �
asa ne bi bili enakovredni, kar bi bilo v nasprotju s homogenostjo prostorain �
asa. Prav tako ne more biti odvisen od smeri relativne hitrosti, ker bi to bilo v nasprotjuz izotropnostjo prostora.Imejmo tri opazovalne sisteme K, K1 in K2, in naj bosta V1 in V2 hitrosti sistemov K1 inK2 glede na sistem K. Tedaj veljads2 = a(V1) ds21; ds2 = a(V2) ds22: (2.5)Podobno lahko zapi�semo ds21 = a(V12) ds22; (2.6)��Stiridimenzionalno geometrijo, ki jo opisuje kvadrati�
na forma (2.4), je v teorijo relativnosti vpeljal H.Minkowski. To geometrijo imenujemo psevdo-ekvlidska, da jo lo�
imo od obi�
ajne evklidske. Polje, v. 1



10 NA�CELO RELATIVNOSTI 2kjer je V12 absolutna vrednost hitrosti sistema K2 glede na sistem K1. S primerjavo teh zvezugotovimo, da mora veljati a(V2)a(V1) = a(V12): (2.7)Vendar pa je V12 odvisen ne le od absolutnih vrednosti vektorjev V1 in V2, temve�
 tudi odkota med njima. Ta kot se ne pojavlja na levi strani ena�
be (2.7). O�
itno ta ena�
ba lahkovelja le, �
e je funk
ija a(V ) kar konstanta, ki mora zaradi te iste ena�
be biti enaka ena.Zato je ds2 = ds02; (2.8)iz enakosti in�nitezimalnih razmikov pa sledi �se enakost kon�
nih razmikov: s = s0.To je zelo pomemben rezultat: razmik med dvema dogodkoma je enak v vseh iner
ialnihopazovalnih sistemih, zato je invarianten proti transforma
ijam iz enega iner
ialnega sistema vdrugega. Ta invariantnost je matemati�
na posledi
a dejstva, da je hitrost svetlobe konstantna.Naj bodo ponovno x1y1z1t1 in x2y2z2t2 koordinate dveh dogodkov v nekem opazovalnemsistemu K. Zanima nas, �
e obstaja tak�sen koordinatni sistem K 0, v katerem se ta dogodkapripetita v isti to�
ki v prostoru.Vpeljemo zapist2 � t1 = t21; (x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2 = l212:Razmik med dogodkoma v sistemu K jes212 = 
2t212 � l212;v sistemu K 0 pa s0122 = 
2t0122 � l0122;zaradi invariantnosti razmikov pa od tod sledi
2t212 � l212 = 
2t0122 � l0122:Zahtevo, da do dogodkov pride v isti to�
ki v sistemu K 0, zapi�semo kot l012 = 0. Tedaj jes212 = 
2t212 � l212 = 
2t0122 > 0:Zaklju�
imo, da opazovalni sistem z iskano lastnostjo obstaja, �
e je s212 > 0, torej �
e je razmikmed dogodkoma realno �stevilo. Realne razmike imenujemo �
asovni razmiki.�Ce je razmik med dogodkoma �
asoven, torej obstaja opazovalni sistem, v katerem pridedo obeh dogodkov na istem mestu. �Cas, ki v tem sistemu mine med dogodkoma, jet012 = 1
q
2t212 � l212 = s12
 : (2.9)�Ce do obeh dogodkov pride v istem telesu, tedaj je interval med njima vedno �
asoven, kerse telo v tem �
asu ne more premakniti za razdaljo, ve�
jo od 
t12, ker hitrost telesa ne morebiti ve�
ja od svetlobne. Zato je vedno l12 < 
t12:Polje, v. 1



2 RAZMIK 11Sedaj bi radi vedeli, �
e obstaja opazovalni sistem, v katerem se dva dogodka pripetitaso�
asno. Kot prej velja za sistema K in K 0 zveza 
2t212 � l212 = 
2t0122 � l0122. �Zelimo si, da biveljalo t012 = 0, zato je s212 = �l0122 < 0:Iskan opazovalni sistem obstaja le, �
e je razmik med dogodkoma imaginarno �stevilo. Imag-inarne razmike imenujemo prostorski razmiki.�Ce je razmik med dvema dogodkoma prostorski, torej obstaja opazovalni sistem v kateremdo obeh dogodkov pride so�
asno. Razdalja med to�
kama, kjer se dogodka pripetita, jel012 =ql212 � 
2t212 = is12: (2.10)Delitev razmikov na �
asovne in prostorske je zaradi invariantnosti razmikov absoluten po-jem. To pomeni, da je �
asovni oziroma prostorski zna�
aj razmika neodvisen od opazovalnegasistema.
Absolutna
prihodnost

Absolutna
preteklost

t
a c

d b

Absolutno Absolutno
loceno loceno

Slika 2:Naj bo nek dogodek O izhodi�s�
e �
asovne in prostorskih koordinat. Z drugimi besedami,v �
etvernem koordinatnem sistemu, katerega osi so ozna�
ene z x; y; z; t, je svetovna to�
kadogodka O koordinatno izhodi�s�
e. Oglejmo si v kak�sni povezavi so drugi dogodki s to�
ko O.Za la�zjo predstavo si bomo mislili, da imamo opravka z eno samo prostorsko dimenzijo in s�
asom; z njima ozna�
imo osi na sliki 2. Enakomerno premo�
rtno gibanje del
a, ki gre skozito�
ko x = 0 ob �
asu t = 0, prika�zemo s premi
o, ki gre skozi O, in ki je nagnjena glede naos t pod kotom, katerega tangenta je hitrost del
a. Ker je najve�
ja mo�zna hitrost 
, obstajanajve�
ji kot med to premi
o in osjo t. Na sliki 2 sta prikazani dve �
rti, ki predstavljata�sirjenje signala (s svetlobno hitrostjo) v nasprotnih smereh in ki potekata skozi dogodek O(torej skozi to�
ko x = 0 ob �
asu t = 0). Vse �
rte, ki predstavljajo gibanje del
a, lahko le�zijole na obmo�
jih aO
 in dOb. Na �
rtah ab in 
d velja x = �
t. Oglejmo si najprej dogodke,katerih svetovne to�
ke le�zijo na obmo�
ju aO
. Hitro se lahko prepri�
amo, da za vse to�
kena tem obmo�
ju velja 
2t2 � x2 > 0. Z drugimi besedami, razmik med poljubnim dogodkomna tem obmo�
ju in dogodkom O je �
asoven. Na tem obmo�
ju je t > 0, zato se dogodki natem obmo�
ju pripetijo \po" dogodku O. Do dogodkov, ki ju lo�
uje �
asovni razmik, ne morepriti so�
asno v nobenem opazovalnem sistemu. Zato je nemogo�
e najti opazovalni sistem, vPolje, v. 1



12 NA�CELO RELATIVNOSTI 3katerem bi do dogodkov na obmo�
ju aO
 pri�slo pred dogodkom O, torej ob �
asu t < 0. Zatoso vsi dogodki na obmo�
ju aO
 prihodnji dogodki glede na O v vseh opazovalnih sistemih.Zato lahko to obmo�
je imenujemo absolutna prihodnost za dogodek O.Podobno le�zijo vsi dogodki na obmo�
ju bOd v absolutni preteklosti glede na O; vsi dogodkina tem obmo�
ju se pripetijo pred dogodkom O v vseh opazovalnih sistemih.Sedaj pa si oglejmo obmo�
ji dOa in 
Ob. Razmik med poljubnim dogodkom na temobmo�
ju in dogodkom O je prostorski. Ti dogodki se zgodijo v drugih prostorskih to�
kah vvseh opazovalnih sistemih. Zato lahko ta obmo�
ja imenujemo absolutno oddaljena glede naO. Pojmi \so�
asen", \predhoden" in \poznej�si" pa so na tem obmo�
ju relativni. Za vsakdogodek na tem obmo�
ju obstajajo opazovalni sistemi, v katerem se ta zgodi pred dogodkomO, sistemi v katerih se zgodi po O, in kon�
no en opazovalni sistem, v katerem se zgodi so�
asnoz O.Spomnimo naj na to, da �se upo�stevamo vse tri prostorske koordinate namesto ene same,dobimo namesto dveh sekajo�
ih se �
rt na sliki 2 \sto�ze
" x2+ y2+ z2� 
2t2 = 0 v �
etvernemkoordinatnem sistemu x; y; z; t, pri �
emer je os sto�z
a os t. (Ta sto�ze
 imenujemo svetlobnisto�ze
.) Obmo�
ja absolutne prihodnosti in absolutne preteklosti predstavljata obe notranjiobmo�
ji tega sto�z
a.Dogodka sta lahko vzro�
no povezane le, �
e je razmik med njima �
asoven; to je neposrednaposledi
a dejstva, da se interak
ije ne morejo �siriti s hitrostjo, ve�
jo od svetlobne. Kot smopravkar videli, imata pojma \predhoden" in \poznej�si" absoluten pomen natanko za �
asovnorazmaknjene dogodke, kar je potreben pogoj za to, da imata pojma \vzrok" in \posledi
a"sploh pomen.x3 Lastni �
asMislimo si, da v nekem iner
ialnem opazovalnem sistemu opazujemo ure, ki se glede na naspoljubno gibljejo. Ob vsakem trenutku lahko to gibanje smatramo kot enakomerno. Zatolahko ob vsakem trenutku vpeljemo koordinatni sistem, ki je togo vezan na gibajo�
e se ure,ki skupaj z urami tvori iner
ialni opazovalni sistem.V �
asu in�nitezimalnega �
asovnega intervala dt (kot ga z ure preberemo v na�semmirujo�
em opazovalnem sistemu), se gibajo�
e ure premaknejo za razdaljopdx2 + dy2 + dz2.Zanima nas, kak�sen �
asovni interval dt0 bodo ob tem prikazale gibljive ure. V koordinatnemsistemu, ki je vezan na gibljive ure, te mirujejo, torej dx0 = 0; dy0 = 0; dz0 = 0. Zaradiinvariantnosti razmikov jeds2 = 
2 dt2 � dx2 � dy2 � dz2 = 
2 dt02;od koder sledi dt0 = dtr1� dx2 + dy2 + dz2
2 dt2 : (3.1)Izraz integriramo in dobimo �
asovni interval, ki ga ka�zejo gibljive ure po tem, ko prete�
e �
ast2 � t1 glede na mirujo�
e ure: t02 � t01 = Z t2t1 dtr1� v2
2 : (3.2)�Cas, ki ga lahko razberemo z ure, ki se giblje skupaj z nekim telesom, se imenuje lastni �
astelesa. Ena�
bi (3.1) in (3.2) izra�zata lastni �
as s �
asom v opazovalnem sistemu, iz kateregagibanje opazujemo.Polje, v. 1



4 LORENTZEVA TRANSFORMACIJA 13Iz (3.1) in (3.2) je razvidno, da je lastni �
as gibajo�
ega se telesa vedno manj�si od ustreznega�
asovnega intervala v sistemu, ki miruje. Druga�
e povedano, gibajo�
e ure te�
ejo po�
asnejekot tiste, ki mirujejo.Naj se neke ure gibljejo enakomerno premo�
rtno glede na iner
ialni sistem K. Opazovalnisistem K 0, ki je vezan na te ure, je tudi iner
ialen. Z vidika opazoval
a v sistemu K, ure vsistemu K 0 zaostajajo. Velja pa tudi obratno, z vidika sistema K 0 zaostajajo ure v sistemuK. Vseeno to ni protislovno, v kar se prepri�
amo tako. �Ce �zelimo ugotoviti, da ure v sistemuK 0 zaostajajo za tistimi v sistemu K, moramo storiti slede�
e. Naj ob nekem trenutku ura vK 0 sovpada z uro v K, in naj bosta ob tem trenutku prikazana �
asa enaka. Hitrosti gibanjakazal
ev na urah v K in K 0 primerjamo tako, da primerjamo �
as, izpisan na eni in isti gibljiviuri v K 0, z urami v K. Vendar sedaj primerjamo to uro z razli�
nimi urami v K { s tistimi,mimo katerih gre ura v K 0 ob danem trenutku. Tako ugotovimo, da ura v K 0 zaostaja zaurami v K, s katerimi jo primerjamo. Vidimo, da za primerjavo poteka �
asa ur v dvehrazli�
nih opazovalnih sistemih potrebujemo ve�
 ur v enem sistemu in eno samo uro v drugem,zato ta poizkus ni simetri�
en glede na oba sistema. Ura, ki zaostaja, je vedno tista ura, ki joprimerjamo z razli�
nimi urami v drugem sistemu.�Ce imamo dve uri in ena izmed njiju prepotuje sklenjeno pot in se vrne v za�
etno to�
ko,polo�zaj druge pa se med tem ne spremeni, potem bo seveda gibajo�
a se ura zaostajala za tisto,ki miruje. Obrnjen sklep, v katerem bi gibljivo uro smatrali kot nepremi�
no (in obratno),ni mogo�
, saj se ura, ki potuje po sklenjeni poti, ne giblje enakomerno premo�
rtno, zatokoordinatni sistem, ki je vezan nanjo, ne more biti iner
ialen.Ker so zakoni naravi enaki le v iner
ialnih opazovalnih sistemih, imajo opazovalni sistemi,ki so vezani na nepremi�
ne ure (iner
ialni) ali na gibljive ure (neiner
ialni), razli�
ne lastnosti,zato trditev, da mora zaostajati ura, ki miruje, ni pravilna.�Casovni interval, ki ga ka�ze ura, je enak integralu1
 Z ba ds;ki ga moramo izra�
unati vzdol�z svetovni
e ure. �Ce ura miruje, je svetovni
a ravna �
rtavzporedna z osjo t; �
e ura prepotuje zaklju�
eno pot in se vrne v za�
etno to�
ko, potem bosvetovni
a krivulja, ki gre skozi dve to�
ki na ravni svetovni
i ure, ki miruje, ti to�
ki paustrezata za�
etku in kon
u gibanja. Po drugi strani pa smo ugotovili, da ura, ki miruje,vedno prika�ze ve�
ji �
asovni interval kot ura, ki se giblje. Od tod sledi, da integralZ ba ds;izra�
unan med podanim parom svetovnih to�
k a in b, dose�ze svojo najve�
jo vrednost, �
e gaizra�
unamo vzdol�z ravne svetovni
e, ki povezuje ti to�
ki. �x4 Lorentzeva transforma
ijaPoiskali bi radi ena�
be za transforma
ijo iz enega iner
ialnega opazovalnega sistema v drugega,torej ena�
be se katerimi lahko iz koordinat x; y; z; t nekega dogodka v sistemu K, izra�
unamo�Pri tem je seveda predpostavljeno, da sta to�
ki a in b ter krivulja med njima tak�sni, da so vsi diferen
ialids vzdol�z teh krivulj �
asovni.Ta lastnost integrala je povezana s psevdo-evklidskim zna�
ajem �stiridimenzionalne geometrije. V evklidskemprostoru bi integral seveda dosegel najmanj�so vrednost vzdol�z ravne �
rte. Polje, v. 1



14 NA�CELO RELATIVNOSTI 4koordinate x0; y0; z0; t0 istega dogodka v drugem iner
ialnem sistemu K 0.V klasi�
ni mehaniki je re�sitev preprosta. Zaradi absolutnega zna�
aja �
asa tam velja t = t0;�
e so poleg tega koordinatne osi izbrane, kot je to v navadi (osi X;X 0 sovpadata, osi Y;Zso vzporedne, gibanje pa je vzdol�z X;X 0), potem sta koordinati y; z seveda kar enaki y0; z0,koordinati x in x0 pa se razlikujeta za razdaljo, ki jo je prepotoval en sistem glede na drugega.�Ce si za izhodi�s�
e za merjenje �
asa izberemo trenutek, ko opazovalna sistema sovpadata, in�
e je hitrost sistema K 0 glede na K enaka V , je ta razdalja enaka V t. Zato jex = x0 + V t; y = y0; z = z0; t = t0: (4.1)Ta ena�
ba se imenuje Galilejeva transforma
ija. Hitro lahko preverimo, da ta transforma
ijane zadovolji zahtev teorije relativnosti, kar smo tudi pri�
akovali; pri tej transforma
iji serazmik med dogodki ne ohranja.Relativisti�
no transforma
ijo bomo dobili ravno iz zahteve, da je razmik med dogodkomainvarianten.Kot smo videli v 2, lahko razmik med dogodkoma smatramo kot razdaljo med ustreznimparom svetovnih to�
k v �
etvernem koordinatnem sistemu. Zato lahko re�
emo, da iskanatransforma
ija ohranja razdalje v �
etvernem x; y; z; 
t prostoru. Tak�sne transforma
ije paso le vzporedni premiki in zasuki koordinatnega sistema. Vzporedni premiki niso zanimivi,ker vodijo le k premiku izhodi�s�
a prostorskih koordinat in k spremembi izhodi�s�
a za merjenje�
asa. Zato moramo iskano transforma
ijo zapisati kot zasuk �
etvernega koordinatnega sistemax; y; z; 
t.Vsak zasuk v �stiridimenzionalnem prostoru lahko razstavimo na zasuke v ravninah xy, zy,xz, tx, ty, tz (ravno tako, kot lahko vsak zasuk v obi�
ajnem prostoru raz
epimo na tri zasukev ravninah xy, zy in xz). V prvih treh zasukih se transformirajo le prostorske koordinate; toso obi�
ajni prostorski zasuki.Oglejmo si zasuk v ravnini tx; pri tem se koordinati y in z ne spremenita. Ta transfor-ma
ija mora zato ohraniti razliko (
t)2 � x2 nespremenjeno, saj je to kvadrat \oddaljenosti"to�
ke (
t; x) od izhodi�s�
a. Povezavo med starimi in novimi koordinatami lahko povsem splo�snozapi�semo z ena�
bamax = x0 
osh + 
t0 sinh ; 
t = x0 sinh + 
t0 
osh ; (4.2)kjer je  \kot zasuka"; preprosto lahko preizkusimo, da je res 
2t2� x2 = 
2t02� x02. Ena�
ba(4.2) se od obi�
ajnih ena�
b za transforma
ijo koordinatnih osi ob zasuku razlikuje v tem, da tunastopajo hiperboli�
ne namesto trigonometri�
nih funk
ij. To je razlika med psevdo-evklidskoin evklidsko geometrijo.Poi�s�
imo ena�
bo za transforma
ijo iz iner
ialnega sistema K v sistem K 0, ki se glede naK giblje s hitrostjo V v smeri osi x. Pri tem se o�
itno spremenita le koordinata x in �
as t,zato mora transforma
ija imeti obliko (4.2). Sedaj moramo le �se dolo�
iti kot  , ki sme bitiodvisen le od medsebojne hitrosti V . �Oglejmo si, kako se v sistemu K giblje izhodi�s�
e sistema K 0. Pri tem je x0 = 0 in ena�
bi(4.2) se zapi�seta x = 
t0 sinh ; 
t = 
t0 
osh ;po deljenju prve ena�
be z drugo pa dobimox=
t = tanh :�Da se bomo izognili dvoumnosti, bomo konstantno medsebojno hitrost dveh iner
ialnih sistemov vednoozna�
evali z V , z v pa hitrost gibajo�
ih se del
ev, ki ne bo nujno konstantna.Polje, v. 1



4 LORENTZEVA TRANSFORMACIJA 15Koli�
ina x=t je ravno hitrost V sistema K 0 glede na sistem K. Zato jetanh = V
 :Od tod sledi sinh = V
q1� V 2
2 ; 
osh = 1q1� V 2
2 :To vstavimo v (4.2) in dobimox = x0 + V t0q1� V 2
2 ; y = y0; z = z0; t = t0 + V
2x0q1� V 2
2 : (4.3)To je iskana ena�
ba transforma
ije. Imenuje se Lorentzeva transforma
ija in igra klju�
novlogo v nadaljevanju.Inverzne ena�
be, ki izra�zajo x0; y0; z0; t0 z x; y; z; t dobimo, �
e V preprosto nadomestimo z�V (ker se sistem K giblje s hitrostjo �V glede na sistem K 0). Iste ena�
be lahko dobimotudi neposredno, �
e re�simo ena�
be (4.3) za x0; y0; z0; y0.Iz (4.3) hitro razberemo, da ob prehodu v limito 
 ! 1 in h klasi�
ni mehaniki, ena�
baza Lorentzevo transforma
ijo postane ena�
ba za Galilejevo transforma
ijo.�Ce je v (4.3) V > 
, postaneta koordinati x in t imaginarni; to je posledi
a tega, daje gibanje s hitrostjo, ve�
jo od svetlobne, nemogo�
e. Poleg tega ne moremo uporabljatiopazovalnega sistema, ki se giblje s svetlobno hitrostjo { v tem primeru, bi imenoval
i v (4.3)postali enaki ni�
.Za hitrosti V , ki so majhne v primerjavi s svetlobno, lahko namesto (4.3) uporabimopribli�zne ena�
be x = x0 + V t0; y = y0; z = z0; t = t0 + V
2x0: (4.4)Naj v sistemu K miruje pali
a, vzporedna z osjo X. Naj bo njena dol�zina, merjena vsistemu K, �x = x2 � x1 (x2 in x1 sta koordinati kraji�s�
 pali
e v sistemu K). Dolo�
imodol�zino pali
e v sistemu K 0. V ta namen moramo najti koordinati obeh kraji�s�
 pali
e (x02 inx01) v sistemu K 0 ob istem �
asu t0. Iz (4.3) dobimox1 = x01 + V t0q1� V 2
2 ; x2 = x02 + V t0q1� V 2
2 :Dol�zina pali
e v sistemu K 0 je �x0 = x02 � x01; x1 od�stejemo od x2 in dobimo�x = �x0q1� V 2
2 :Lastna dol�zina (angl. proper length) pali
e je njena dol�zina v opazovalnem sistemu, vkaterem pali
e miruje. Ozna�
imo jo z l0 = �x, njeno dol�zino v katerem koli drugem sistemuK 0 pa z l. Velja l = l0r1� V 2
2 : (4.5)Polje, v. 1



16 NA�CELO RELATIVNOSTI 5Zato ima pali
a najve�
jo dol�zino v opazovalnem sistemu, v katerem miruje. Njena dol�zinav sistemu, v katerem se giblje s hitrostjo V , se zmanj�sa za faktor p1� V 2=
2. Ta posledi
ateorije relativnosti se imenuje Lorentzevo skr�
enje dol�zin (angl. Lorentz 
ontra
tion).Pre�
na razse�znost pali
e se zaradi gibanja ne spremeni, zato se tudi prostornina telesa Vzmanj�sa za enak faktor: V = V0r1� V 2
2 ; (4.6)kjer je V0 lastna prostornina (angl. proper volume) telesa.S pomo�
jo Lorentzeve transforma
ije lahko ponovno izpeljemo rezultate, ki jih o lastnem�
asu poznamo �ze iz 3. Naj ura miruje v sistemu K 0. Oglejmo si dva dogodka, ki se pripetitav isti to�
ki prostora x0; y0; z0 v sistemu K 0. �Cas med tema dogodkoma v sistemu K 0 je �t0 =t02 � t01. Poi�s�
imo sedaj �
as �t, ki med tema dogodkoma mine v sistemu K. Iz (4.3) dobimot1 = t01 + V
2x01q1� V 2
2 ; t2 = t02 + V
2x02q1� V 2
2 ;�
e od�stejemo en �
as od drugega pa dobimot2 � t1 = �t = �t0q1� V 2
2 ;kar je povsem v skladu z (3.1).Lorentzeva transforma
ija se lo�
i od Galilejeve �se v eni lastnosti. Galilejeva transforma-
ija ima lastnost komutativnosti (zamenljivosti), kar pomeni, da rezultat dveh zaporednihGalilejevih transforma
ij (z razli�
nima hitrostima V1 in V2) ni odvisen od vrstnega redatransformiranj. Rezultat dveh Lorentzevih transforma
ij pa je v splo�snem odvisen od vrst-nega reda. To je razvidno �ze povsem matemati�
no iz formalnega opisa teh transforma
ijkot zasukov v �
etvernem koordinatnem sistemu: vemo, da je rezultat dveh zasukov (okolirazli�
nih osi) odvisen od vrstnega reda. Edina izjema je primer transforma
ij z vzporednimavektorjema V1 in V2 (ki ustrezata dvema zasukoma v �
etvernem koordinatnem sistemu okoliene same osi).x5 Transforma
ija hitrostiV prej�snjem razdelku smo izpeljali ena�
be, ki nam iz poznanih koordinat dogodka v enemopazovalnem sistemu omogo�
ajo izra�
unati koordinate istega dogodka v drugem opazovalnemsistemu. Sedaj bomo poiskali zvezo med hitrostjo snovnega del
a v enem opazovalnem sistemuz njegovo hitrostjo v drugem opazovalnem sistemu.Naj se ponovno sistem K 0 giblje glede na sistem K vzdol�z osi x s hitrostjo V . Naj bovx = dx=dt komponenta hitrosti del
a v sistemu K in v0x = dx0=dt0 komponenta hitrostiistega del
a v sistemu K 0. Iz (4.3) dobimodx = dx0 + V dt0q1� V 2
2 ; dy = dy0; dz = dz0; dt = dt0 + V
2 dx0q1� V 2
2 :Polje, v. 1



5 TRANSFORMACIJA HITROSTI 17Prve tri ena�
be delimo s �
etrto in dobimo zvezo med hitrostimav = drdt ; v0 = dr0dt0 ;ki se glasi vx = v0x + V1 + v0x V
2 ; vy = v0yq1� V 2
21 + v0x V
2 ; vz = v0zq1� V 2
21 + v0x V
2 : (5.1)Te ena�
be dolo�
ajo transforma
ijo hitrosti, torej pravilo, s katerim se�stevamo hitrosti v teorijirelativnosti. V mejnem primeru 
!1 se te ena�
be pretvorijo v zveze vx = v0x+ V , vy = v0y,vz = v0z iz klasi�
ne mehanike.V posebnem primeru, ko se dele
 giblje vzporedno z osjo X, velja vx = v; vy = vz = 0.Tedaj je v0y = v0z℄ = 0, v0x = v0, tako da jev = v0 + V1 + v0 V
2 : (5.2)Hitro se prepri�
amo, da je vsota dveh hitrosti, ki sta obe manj�si od svetlobne, ponovnomanj�sa od svetlobne hitrosti.�Ce je hitrost V veliko manj�sa od svetlobne hitrosti (hitrost v je poljubna), pribli�zno veljavx = v0x + V  1� v02x
2 ! ; vy = v0y � v0xv0y V
2 ; vz = v0z � v0xv0z V
2 :Te tri ena�
be lahko zapi�semo kot eno samo vektorsko:v = v0 +V � 1
2 (V � v0)v0: (5.3)Naj poudarimo, da v relativisti�
nem zakonu za se�stevanje hitrosti (5.1) obe hitrosti v0in V, ki ju sestavljamo, v ena�
bah nastopata nesimetri�
no (razen �
e sta obe v smeri osi x).To je povezano s tem, da Lorentzeve transforma
ije ne komutirajo, o �
emer smo govorili vprej�snjem razdelku.Izberimo si koordinatne osi tako, da hitrost del
a ob danem trenutku le�zi v ravnini XY .Tedaj ima hitrost del
a v sistemu K komponente vx = v 
os �, vy = v sin �, v sistemu K 0pa v0x = v0 
os �0, v0y = v0 sin � (v; v0 sta absolutni hitrosti, �; �0 pa kota glede na osi X;X 0 vsistemih K in K 0). S pomo�
jo ena�
be (5.1) dobimotan � = v0q1� V 2
2 sin �0v0 
os �0 + V : (5.4)Ta ena�
ba opisuje spremembo smeri hitrosti ob transforma
iji iz enega opazovalnega sis-tema v drugega.Oglejmo si zelo va�zen posebni primer te ena�
be, namre�
 odklon svetlobe ob transforma
ijiv nov opazovalni sistem { to je pojav, ki se imenuje (zvezdna) abera
ija (angl. aberration oflight). V tem primeru je v = v0 = 
, in prej�snja ena�
ba postanetan � = q1� V 2
2V
 + 
os �0 sin �0: (5.5)Polje, v. 1



18 NA�CELO RELATIVNOSTI 6Z uporabo transforma
ijskih ena�
b (5.1) lahko dobimo tudi sin � in 
os �:sin � = q1� V 2
21 + V
 
os �0 sin �0; 
os � = 
os �0 + V
1 + V
 
os �0 : (5.6)V primeru V � 
 dobimo od tod pribli�zek, ki je pravilen do �
lenov reda V=
:sin � � sin �0 = �V
 sin �0 
os �0:Vpeljemo kot �� = �0 � � (kot abera
ije). V istem redu pribli�zka dobimo�� = V
 sin �0; (5.7)kar je dobro poznana osnovna ena�
ba za zvezdno abera
ijo.x6 Vektorji �
etver
iKoordinate dogodka (
t; x; y; z) lahko obravnavamo kot komponente �stiridimenzionalnega kra-jevnega vektorja (ali kraj�se, �
etvernega krajevnega vektorja) v �
etvernem prostoru. Kompo-nente bomo ozna�
ili z xi, kjer ima indeks i vrednosti 0; 1; 2; 3:x0 = 
t; x1 = x; x2 = y; x3 = z:Kvadrat \dol�zine" �
etvernega krajevnega vektorja je(x0)2 � (x1)2 � (x2)2 � (x3)2:Ne spremeni se pri rota
ijah v �
etvernem koordinatnem sistemu, torej je invarianten tudi protiLorentzevim transforma
ijam.Skupino �stirih koli�
in A0; A1; A2; A3, ki se transformirajo kot komponente �
etvernegakrajevnega vektorja pri transforma
ijah �
etvernega koordinatnega sistema, imenujemo�stiridimenzionalni vektor ali �
etvere
 (angl. four-ve
tor) Ai. Pri Lorentzevi transforma
ijise pretvori kot A0 = A00 + V
 A01q1� V 2
2 ; A1 = A01 + V
 A00q1� V 2
2 ; A2 = A02; A3 = A03: (6.1)Kvadrat velikosti poljubnega �
etver
a je dolo�
en po analogiji s kvadratom �
etvernega kra-jevnega vektorja: (A0)2 � (A1)2 � (A2)2 � (A3)2:Zaradi la�zjega zapisa vpeljemo dve \vrsti" komponent �
etver
ev, ki jih ozna�
imo z Ai in Ai,torej z zgornjim in spodnjim indeksom. Povezana sta z zvezamiA0 = A0; A1 = �A1; A2 = �A2; A3 = �A3: (6.2)Koli�
ine Ai so kontravariantne, Ai pa kovariantne komponente �
etver
a. Kvadrat �
etver
alahko torej zapi�semo kot 3Xi=0 AiAi = A0A0 +A1A1 +A2A2 +A3A3:Polje, v. 1



6 VEKTORJI �CETVERCI 19Tak�sne vsote obi�
ajno napi�semo kar kot AiAi, torej brez znaka za se�stevanje. Pri temvelja dogovor, da moramo se�steti po parih enakih indeksov, zato tudi znak za se�stevanje nive�
 potreben. Eden izmed indeksov v paru mora biti zgornji, drugi pa spodnji. Ta dogovor ose�stevanju po \tihih" (angl. dummy) indeksih je zelo primeren in mo�
no olaj�sa pisanje ena�
b.Za �stiridimenzionalne indekse, ki te�
ejo po vrednostih 0; 1; 2; 3, bomo uporabljali latinske�
rke i; k; l; : : :.Po analogiji s kvadratom �
etver
a lahko tvorimo tudi skalarni produkt dveh razli�
nih�
etver
ev: AiBi = A0B0 +A1B1 +A2B2 +A3B3:O�
itno lahko to zapi�semo kot AiBi ali pa kot AiBi { rezultat je isti. Tudi v splo�snem lahkozamenjamo zgornji in spodnji indeks poljubnega para tihih indeksov. �Produkt AiBi je �
etverni skalar (angl. four-s
alar) { invarianten je proti rota
ijam�stiridimenzionalnega koordinatnega sistema. To lahko preprosto preverimo z neposrednimra�
unom y vendar je to o�
itno �ze vnaprej (zaradi analogije z AiAi), ker se vsi �
etver
i trans-formirajo po enakem pravilu.Komponenta A0 se imenuje �
asovna komponenta, A1; A2; A3 pa so prostorske komponente�
etver
a (po analogiji z �
etvernim krajevnim vektorjem). Kvadrat �
etver
a je lahko pozitiven,negativen ali enak ni�
; tak�sne vektorje imenujemo �
asovni, prostorski oziroma ni�
elni (angl.null) vektorji (ponovno zaradi analogije z izrazi za razmike). zPri povsem prostorskih zasukih (pri katerih transforma
ija ne prizadene �
asovne osi), triprostorske komponente �
etver
a Ai tvorijo tridimenzionalni vektor A. �Casovna komponenta�
etver
a je tridimenzionalni skalar (glede na prostorske zasuke). Komponente �
etver
a bomopogosto zapisali v obliki Ai = (A0;A):Kovariantne komponente istega �
etver
a so Ai = (A0;�A), kvadrat �
etver
a pa je AiAi =(A0)2 �A2. Za �
etverni krajevni vektor tako veljaxi = (
t; r); xi = (
t;�r); xixi = 
2t2 � r2:Pri tridimenzionalnih vektorjih (s koordinatami x; y; z) ne rabimo razlikovati med kontra- inkovariantnimi komponentami. Ko lahko to upo�stevamo, ne da bi to vodilo k nejasnosti, bomonjihove komponent zapisali kot A� (� = x; y; z) z gr�skimi �
rkami v indeksu. Upo�stevali bomotudi dogovor, da se�stejemo po x; y; z, �
e nastopajo indeksi v parih (na primer A �B = A�B�).�Stiridimenzionalni tenzor (tenzor �
etvere
, �
etverni tenzor, angl. four-tensor) drugegareda je skupina �sestnajstih koli�
in Aik, ki so ob koordinatnih transforma
ijah pretvorijo kotzmno�zek komponent dveh �
etver
ev. Podobno de�niramo tudi tenzorje �
etver
e vi�sjega reda.Komponente tenzorja drugega reda lahko zapi�semo v treh oblikah: kovariantni Aik, kon-travariantni Aik ali me�sani Aik. V zadnjem primeru moramo lo�
iti med Aik in Aik, torej�V literaturi pogosta najdemo �
etver
e, zapisane brez indeksov, tako da njihove kvadrate in skalarne pro-dukte zapi�sejo kot A2, B2. V tej knjigi tak�snega zapisa ne bomo uporabljali.yUpo�stevati moramo, da se zakon za transforma
ijo �
etver
a, zapisanega s kovariantnimi komponentami, vznakih razlikuje od istega zakona na kontravariantne komponente. Namesto (6.1) imamoA0 = A00 � V
 A01q1� V 2
2 ; A1 = A01 � V
 A00q1� V 2
2 ; A2 = A02; A3 = A03:zNi�
elne vektorje imenujemo tudi izotropni vektorji. Polje, v. 1



20 NA�CELO RELATIVNOSTI 6moramo biti pazljivi na to, kateri izmed obeh indeksov je zgornji. Povezava med razli�
nimivrstami komponent je dolo�
ena s splo�snim pravilom: dvigovanje in spu�s�
anje prostorskegaindeksa (1; 2; 3) spremeni predznak komponente, dvigovanje in spu�s�
anje �
asovnega indeksa(0) pa ne. Tako je na primerA00 = A00; A01 = �A01; A11 = A11; : : : ;A00 = A00; A01 = A01; A01 = �A01; A11 = �A11; : : : :Pri �
isto prostorskih transforma
ijah tvori devet koli�
in A11; A12; : : : tridimenzionalni ten-zor. Tri komponente A01; A02; A03 tvorijo tridimenzionalni vektor, medtem ko je komponentaA00 tridimenzionalni skalar.Tenzor Aik imenujemo simetri�
ni tenzor, �
e je Aik = Aki, in antisimetri�
ni alipo�sevnosimetri�
ni tenzor, �
e je Aik = �Aki. Pri antisimetri�
nem tenzorju so vse diago-nalne komponente (torej komponente A00; A11; : : :) enake ni�
, saj mora na primer veljatiA00 = �A00. Pri simetri�
nem tenzorju Aik sta me�sani komponenti Aik in Aki o�
itno enaki,zato lahko v tak�snih primerih pi�semo kar Aik, z enim indeksom nad drugim.V vsaki tenzorski ena�
bi morata obe strani imeti iste in isto postavljene (zgoraj ali spodaj)proste indekse (za razliko od tihih indeksov). Proste indekse v tenzorski ena�
bi lahko dvigamoin spu�s�
amo, vendar moramo to storiti so�
asno na obeh straneh ena�
be. \Prepovedano" jeena�
iti kovariantne in kontravariantne komponente razli�
nih tenzorjev; tak�sna ena�
ba, tudi �
ebi slu�
ajno veljala v danem opazovalnem sistemu, ne bi veljala ob prehodu v drug opazovalnisistem.Iz tenzorskih komponent Aik lahko tvorimo skalar z vsotoAii = A00 +A11 +A22 +A33(tu seveda velja Aii = Aii). Ta vsota se imenuje sled (angl. tra
e) tenzorja, opera
ija s katerojo dobimo pa je skr�
enje (angl. 
ontra
tion).Skalarni produkt dveh vektorjev, ki smo ga opisali zgoraj, dobimo s skr�
enjem: iz tenzorjaAiBk dobimo skalar AiBi. V splo�snem skr�
itev poljubnega para indeksov zni�za red tenzorjaza 2. Tenzor Aikli je na primer tenzor drugega reda, AikBk je �
etvere
, Aikik pa je skalar,et
.Enotski �
etverni tenzor Æik je po de�ni
iji tisti tenzor, za katerega veljaÆki Ai = Ak (6.3)za vsak �
etvere
 Ai. Komponente tega tenzorja soÆki = (1; �
e i = k0: �
e i 6= k (6.4)�Ce dvignemo en indeks ali spustimo drugega v tenzorju Æki , dobimo kontra- ali kovari-antni tenzor gik oziroma gik, ki se imenuje metri�
ni tenzor. Tenzorja gik in gik imata istekomponente, ki jih lahko zapi�semo v matri�
ni obliki(gik) = (gik) = 0BB� 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCA (6.5)Polje, v. 1



6 VEKTORJI �CETVERCI 21(indeks i ozna�
uje vrsti
e, k pa stolp
e, in si
er po vrsti 0; 1; 2; 3). O�
itno jegikAk = Ai; gikAk = Ai: (6.6)Skalarni produkt dveh �
etver
ev lahko torej zapi�semo v oblikiAiAi = gikAiAk = gikAiAk: (6.7)Tenzorji Æik, gik, gik so posebni, ker so njihove komponente enake v vseh opazovalnihsistemih. Tudi popolnoma antisimetri�
ni enotski tenzor �
etrtega reda eiklm ima to lastnost.To je tenzor, katerega komponente sprevr�zejo predznak pri zamenjavi para indeksov, od ni�
razli�
ne komponente pa so enake �1. Iz lastnosti antisimetri�
nosti sledi, da so vse komponentez dvema enakima indeksoma enake ni�
, zato so edine od ni�
 razli�
ne komponente tiste, prikaterih so vsi �stirje indeksi razli�
ni. Dolo�
imoe0123 = +1 (6.8)(zato je e0123 = �1). Tedaj so vse od ni�
 razli�
ne komponente eiklm enake +1 ali �1, odvisnood tega, ali lahko �stevila i; k; l;m uredimo po vrsti 0; 1; 2; 3 s sodim ali lihim �stevilom zamenjav(transpozi
ij). �Stevilo tak�snih komponent je 4! = 24. Zato jeeiklmeiklm = 24: (6.9)Pri zasukih koordinatnega sistema se koli�
ine eiklm obna�sajo kot tenzor; �
e pa spremenimopredznak ene ali treh koordinat se komponente eiklm ne spremenijo, saj smo zahtevali, daso enake v vseh opazovalnih sistemih, medtem ko bi nekatere izmed komponent pravegatenzorja morale spremeniti predznak. Zato strogo vzeto eiklm ni tenzor, temve�
 psevdotenzor.Psevdotenzorji poljubnega reda, na primer psevdoskalarji, se obna�sajo kot tenzorji pri vsehtransforma
ijah koordinat, razen pri tistih, ki jih ne moremo zapisati kot zaporedje zasukov,torej pri zr
aljenjih (to so spremembe znaka koordinat, ki jih ne moremo opisati kot zasuke).Zmno�zki eiklmeprst tvorijo tenzor osmega reda, ki je pravi tenzor; po skr�
itvi enega alive�
 parov indeksov dobimo tenzorje ranga 6, 4 in 2. Vsi ti tenzorji se zapi�sejo enako v vsehopazovalnih sistemih. Zato lahko njihove komponente zapi�semo s kombina
ijami zmno�zkovkomponent enotskega tenzorja Æik, ki je edini pravi tenzor, katerega komponente so enake vvseh opazovalnih sistemih. Te kombina
ije lahko hitro dobimo, �
e upo�stevamo simetrije, kijih morajo imeti kombina
ije pri permuta
iji indeksov. ��Za poznej�so uporabo navedimo naslednje ena�
be:eiklmeprst = � �������� Æip Æir Æis ÆitÆkp Ækr Æks ÆktÆlp Ælr Æls ÆltÆmp Æmr Æms Æmt �������� ; eiklmeprsm = � ������ Æip Æir ÆisÆkp Ækr ÆksÆlp Ælr Æls ������ ;eiklmeprlm = �2(ÆipÆkr � ÆirÆkp); eiklmepklm = �6Æip:Koe�
iente v teh izrazih lahko preverimo z vrednostjo skr�
itve po vseh indeksih, ki mora biti enaka (6.9).Iz teh pravil sledita ena�
bi eprstAipAkrAlsAmt = �Aeiklm;eiklmeprstAipAkrAlsAmt = 24A;kjer je A determinanta, ki jo tvorijo koli�
ine Aik. Polje, v. 1



22 NA�CELO RELATIVNOSTI 6�Ce je Aik antisimetri�
ni tenzor, sta tenzor Aik in psevdotenzor A�ik = 12eiklmAlm medseboj dualna. Podobno je eiklmAm antisimetri�
ni psevdotenzor tretjega reda, ki je dualen�
etver
u Ai. Zmno�zek AikA�ik dualnih tenzorjev je psevdoskalar.Omenimo �se nekaj podobnih lastnosti tridimenzionalnih vektorjev in tenzorjev. Popol-noma antisimetri�
ni enotski psevdotenzor tretjega reda je skupina koli�
in e��
 , ki spremenijopredznak pri zamenjavi dveh indeksov. Edine od ni�
 razli�
ne komponente e��
 so tiste s tremirazli�
nimi indeksi. Dolo�
imo exyz = 1; ostale komponente so 1 ali �1, odvisno od tega, alilahko zaporedje �; �; 
 uredimo kot x; y; z s sodim ali lihim �stevilom zamenjav. �Zmno�zki e��
e��� tvorijo pravi tridimenzionalni tenzor �sestega reda in jih zato lahkoizrazimo s produkti komponent tridimenzionalnega enotskega tenzorja Æ�� . yPri zr
aljenju koordinatnega sistema, torej pri spremembi predznaka pri vseh koordinatah,komponente obi�
ajnega vektorja prav tako spremenijo predznak. Tak�sni vektorji so polarnivektorji. Komponente vektorja, ki ga lahko zapi�semo kot vektorski produkt dveh polarnihvektorjev, pri zr
aljenju (inverziji) ne spremenijo predznaka. To so aksialni vektorji. Skalarniprodukt polarnega in aksialnega vektorja ni pravi skalar, temve�
 psevdoskalar, ki pri inverzijispremeni predznak. Aksialen vektor je psevdovektor, ki je dualen nekemu antisimetri�
nemutenzorju. �Ce je C = A�B, potem veljaC� = 12e��
C�
 ; kjer je C�
 = A�B
 �A
B�:Sedaj si oglejmo �
etverne tenzorje. Prostorske komponente (i; k = 1; 2; 3) antisimetri�
negatenzorja Aik sestavljajo (glede na povsem prostorske transforma
ije) tridimenzionalni anti-simetri�
ni tenzor; iz zgoraj povedanega sledi, da jih lahko izrazimo s komponentami tridi-menzionalnega aksialnega vektorja. Glede na te iste transforma
ije tvorijo komponenteA01; A02; A03 tridimenzionalni polarni vektor. Zato lahko komponente antisimetri�
nega�
etvernega tenzorja zapi�semo kot matriko(Aik) = �������� 0 px py pz�px 0 �az ay�py az 0 �ax�pz �ay ax 0 �������� ; (6.10)kjer sta glede na prostorske transforma
ije p in a polarni in aksialni vektor. Pri na�stevanjukomponent antisimetri�
nega �
etvernega tenzorja bomo komponente zapisali v oblikiAik = (p;a);� Da se komponente �
etvernega tenzorja eiklm ne spremenijo pri zasukih �stiridimenzionalnega koordinatnegasistema, in da se komponente tridimenzionalnega tenzorja e��
 ne spremenijo pri zasukih prostorskih osi, jeposledi
a splo�snega pravila: poljubni popolnoma antisimetri�
ni tenzor reda, ki je enak �stevilu dimenzij prostora,v katerem je de�niran, je invarianten proti zasukom koordinatnega sistema v tem prostoru.yNavedimo uporabne ena�
be: e��
e��� = ������ Æ�� Æ�� Æ��Æ�� Æ�� Æ��Æ
� Æ
� Æ
� ������ :Po skr�
itvi tega tenzorja po enem, dveh in treh parih indeksov dobimo �see��
e��
 = Æ��Æ�� � Æ��Æ��;e��
e��
 = 2Æ��;e��
e��
 = 6:Polje, v. 1



6 VEKTORJI �CETVERCI 23kovariantne komponente istega tenzorja pa soAik = (�p;a):Na kon
u si oglejmo �se opera
ije odvajanja in integriranja v �stiridimenzionalni tenzorskianalizi.�Cetverni gradient skalarja � je �
etvere
���xi = �1
 ���t ;��� :Zapomniti si moramo, da so ti odvodi kovariantne komponente �
etver
a. Diferen
ial skalarjad� = ���xi dxije tudi skalar; iz tega zapisa (ki je skalarni produkt dveh �
etver
ev) je na�sa trditev o�
itna.V splo�snem moramo opera
ijo odvajanja po koordinatah xi, �=�xi, smatrati kot kovari-antne komponente operatorskega �
etver
a. Tako je na primer divergen
a �
etver
a �Ai=�xi,pri kateri odvajamo kontravariantne komponente Ai, skalarna koli�
ina. �V tridimenzionalnem prostoru lahko integriramo po prostornini, ploskvah in krivuljah. V�stiridimenzionalnem prostoru imamo �stiri vrste integralov:(1) Integral po krivulji v �
etvernem prostoru. Diferen
ialna koli�
ina je diferen
ial dol�zine,�
etvere
 dxi.(2) Integral po (dvodimenzionalni) ploskvi v �
etvernem prostoru. V tridimenzionalnihprostorih so projek
ije plo�s�
ine paralelograma, ki ga razpenjata vektorja dr in dr0, na koor-dinatne ploskve x�x� enake dx� dx0�� dx� dx0�. Podobno je v �
etvernem prostoru diferen
ialplo�s�
ine podan z antisimetri�
nim tenzorjem drugega reda df ik = dxi dx0k� dxk dx0i, kateregakomponente so projek
ije diferen
ialne plo�s�
ine na koordinatne ploskve. V tridimenzionalnemprostoru lahko namesto tenzorja df�� uporabimo dualni vektor df�: df� = 12e��
 df�
 . Zgeometrijskega vidika je to vektor, ki je pravokoten na diferen
ialno ploskev in po velikostienak plo�s�
ini diferen
ialne ploskve. V �
etvernem prostoru ne moremo sestaviti tak�snega vek-torja, lahko pa vpeljemo tenzor df�ik, ki je dualen tenzorju df ik,df�ik = 12eiklm dflm: (6.11)� �Ce odvajamo po \kovariantnih koordinatah" xi, potem so odvodi���xi = �1
 ���t ;����kontravariantne komponente �
etver
a. To obliko bomo uporabljali le v posebnih primerih, na primer pri zapisukvadrata �
etvernega gradienta (��=�xi)(��=�xi).V literaturi pogosto najdemo par
ialne odvode po koordinatah zapisane z oznakami�i = ��xi ; �i = ��xi :Pri tak�snem zapisu operatorjev za odvajanje je kovariantni ali kontravariantni zna�
aj koli�
in, ki jih dobimo,ekspli
iten. Obstaja �se en okraj�san zapis odvodov, kjer zapi�semo indeks, pred katerim stoji veji
a:�;i = ���xi ; �;i = ���xi :Tudi pri tem zapisu je zna�
aj dobljenih koli�
in ekspli
iten. Polje, v. 1



24 NA�CELO RELATIVNOSTI 6Z geometrijskega vidika ta tenzor opisuje diferen
ialno ploskev, ki je po velikosti enaka in \pra-vokotna" na diferen
ialno ploskev df ik; vsi diferen
ialni odseki krivulj, ki le�zijo v tej ploskvi
i,so pravokotni na vse diferen
ialne odseke krivulj, ki le�zijo v df ik. O�
itno je df ik df�ik = 0.(3) Integral po hiperploskvi, torej po tridimenzionalni mnogoterosti. V tridimenzional-nem prostoru je prostornina paralelepipeda, ki ga razpenjajo trije vektorji, enaka determinantitretjega reda, ki jo sestavimo iz komponent vektorjev. Po analogiji dobimo projek
ije prostor-nine paralelepipeda (torej \plo�s�
ine" hiperploskve), ki jo razpenjajo trije �
etver
i dxi, dx0i,dx00i; podajajo jih determinantedSikl = ������ dxi dx0i dx00idxk dx0k dx00kdxl dx0l dx00l ������ ;ki tvorijo tenzor tretjega reda, ki je antisimetri�
en v vseh svojih indeksih. Kot diferen
ial priintegriranju po hiperploskvah je bolj primerno uporabiti �
etvere
 dSi, ki je dualen tenzorjudSikl: dSi = �16eiklm dSklm; dSklm = enklm dSn: (6.12)Velja na primer dS0 = dS123; dS1 = dS023; : : :Geometrijsko je dSi �
etvere
, ki je po velikosti enak \povr�sini" hiperploskvi
e in pravokotennanjo (torej je pravokoten na vse krivulje znotraj hiperploskvi
e). Poseben primer je dS0 =dxdy dz, torej diferen
ialna tridimenzionalna prostornina dV , ki je projek
ija diferen
ialnehiperploskve na hiper-ravnino x0 = konst.(4) Integral po �stiridimenzionalni prostornini; diferen
ialna koli�
ina je skalard
 = dx0 dx1 dx2 dx3 = 
dtdV: (6.13)To je skalar, saj je o�
itno, da se prostornina obmo�
ja �
etvernega prostora pri zasukih koordi-natnega sistema ne spremeni. �Z izreki, ki so podobni Gaussovemu in Stokesovemu v tridimenzionalni vektorski analizi,lahko pretvarjamo �stiridimenzionalne integrale.Integral po sklenjeni hiperploskvi lahko pretvorimo v integral po �
etverni prostornini, kijo hiperploskev omejuje, z zamenjavo integra
ije po dSi z operatorjemdSi ! d
 ��xi : (6.14)Integral vektorja Ai lahko zapi�semo kotI Ai dSi = Z �Ai�xi d
: (6.15)�Pri transforma
iji nabora integra
ijskih spremenljivk x0; x1; x2; x3 v nove spremenljivke x00; x01; x02; x03, seintegra
ijski diferen
ial spremeni v J d
0, kjer je d
0 = dx00 dx01 dx02 dx03, J pa je Ja
obijeva determinantatransforma
ije: J = �(x00; x01; x02; x03)�(x0; x1; x2; x3)Pri linearnih transforma
ijah oblike x0i = akixk, je Ja
obijeva determinanta enaka determinanti jakij, ki imavrednost 1 pri zasukih koordinatnega sistema; zato je d
 invarianten.Polje, v. 1



6 VEKTORJI �CETVERCI 25Ta ena�
ba je posplo�sitev Gaussovega izreka.Integral po dvodimenzionalni ploskvi lahko pretvorimo v integral po hiperploskvi, ki joploskev \razpenja", �
e nadomestimo integra
ijo po df�ik z operatorjemdf�ik ! dSi ��xk � dSk ��xi : (6.16)Integral antisimetri�
nega tenzorja Aik je na primer12 Z Aik df�ik = 12 Z �dSi�Aik�xk � dSk �Aik�xi � = Z dSi�Aik�xk : (6.17)Integral po �stiridimenzionalni sklenjeni krivulji lahko pretvorimo v integral po ploskvi, kijo krivulja omejuje. V ta namen uporabimo zamenjavodxi ! dfki ��xk : (6.18)Integral �
etver
a je na primerI Ai dxi = Z dfki �A�xk = 12 Z df ik��Ak�xi � �Ai�xk� ; (6.19)kar je posplo�sitev Stokesovega izreka. NALOGENALOGA 1. Ugotovi, kako se pretvorijo komponente simetri�
nega tenzorja �
etver
a Aik obLorentzevi transforma
iji (6.1).Re�sitev: Komponente tenzorja obravnavamo kot zmno�zke komponent dveh �
etver
ev in dobimoA00 = 11� V 2
2 �A000 + 2V
 A001 + V 2
2 A011� ; A11 = 11� V 2
2 �A011 + 2V
 A001 + V 2
2 A000� ;A22 = A022; A23 = A023; A12 = 1q1� V 2
2 �A012 + V
 A002� ;A01 = 11� V 2
2 �A001�1 + V 2
2 �+ V
 A000 + V
 A011� ;A02 = 1q1� V 2
2 �A002 + V
 A012� ;in analogne ena�
be za A33, A13 in A03.NALOGA 2. Enako za antisimetri�
ni tenzor Aik.Re�sitev: Ker se koordinati x2 in x3 ne spremenita, se tenzorska komponenta A23 tudi ne spremeni,komponente A12; A13 in A02; A03 pa se transformirata kot x1 in x0:A23 = A023; A12 = A012 + V
 A002q1� V 2
2 ; A02 = A002 + V
 A012q1� V 2
2 Polje, v. 1



26 NA�CELO RELATIVNOSTI 7in podobno �se za A13 in A03.�Ce nas zanimajo le vrte�zi dvodimenzionalnega koordinatnega sistema v ravnini x0x1, tvorijo kom-ponente A01 = �A10, A00 = A11 = 0 antisimetri�
ni tenzor drugega reda, ta red pa je enak dimenzion-alnosti prostora. Zato (glej opombo na strani �) se te komponente ob transforma
iji ne spremenijo invelja A01 = A001:x7 �Stiridimenzionalna hitrostIz obi�
ajnega tridimenzionalnega vektorja hitrosti lahko sestavimo �
etvere
. Ta �
etvernahitrost (angl. four-velo
ity) del
a je �
etvere
ui = dxids : (7.1)Njegove komponente bomo dobili s pomo�
jo (3.1)ds = 
dtr1� v2
2 ;kjer je v obi�
ajna tridimenzionalna hitrost del
a. Zato jeu1 = dx1ds = dx
dtq1� v2
2 = vx
q1� v2
2 ;ipd. Od tod dobimo ui = 0� 1q1� v2
2 ; v
q1� v2
2 1A : (7.2)Pozor: �
etverna hitrost je brezdimenzijska koli�
ina!Komponente �
etverne hitrosti med seboj niso neodvisne. Iz dxi dxi = ds2 slediuiui = 1: (7.3)Z geometrijskega vidika je ui enotski �
etvere
, ki je tangenten na svetovni
o del
a.Zaradi podobnosti z de�ni
ijo �
etverne hitrosti, lahko drugi odvodwi = d2xids2 = duidsimenujemo �
etverni pospe�sek. Odvod ena�
be (7.3) jeuiwi = 0; (7.4)kar pomeni, da sta �
etverna hitrost in pospe�sek med seboj \pravokotna".NALOGAPolje, v. 1



7 �STIRIDIMENZIONALNA HITROST 27NALOGA Opi�si relativisti�
no enakomerno pospe�seno gibanje, torej premo�
rtno gibanje, zakaterega je pospe�sek w v lastnem opazovalne sistemu (ob vsakem trenutku) konstanten.Re�sitev: V opazovalnem sistemu, v katerem je hitrost del
a enaka ni�
, v = 0, so komponente�
etver
a pospe�ska enake wi = (0; w=
2; 0; 0) (kjer je w obi�
ajni tridimenzionalni pospe�sek, ki ka�ze vsmeri osi x). Relativisti�
no invariantni zapis pogoja enakomernega pospe�ska mora zahtevati, da je�
etverni skalar, ki ustreza w2 v lastnem opazovalnem sistemu, konstanten:wiwi = konst � �w2
4 :V \nepremi�
nem" opazovalnem sistemu, v katerem opazujemo gibanje, izpi�semo izraz za wiwi indobimo ena�
bo ddt vq1� v2
2 = w; ali vq1� v2
2 = wt+ konst:Postavimo v = 0 ob t = 0 in sledi konst = 0, zato jev = wtq1 + w2t2
2 :Ponovno integriramo in postavimo x = 0 ob t = 0, pa dobimox = 
2w  r1 + w2t2
2 � 1! :Za wt � 
 postaneta ti ena�
bi enaki klasi�
nima izrazoma v = wt in x = wt2=2. Ko pa gre wt ! 1,hitrost te�zi proti konstantni vrednosti 
.Lastni �
as enakomerno pospe�senega del
a je podan z integralomZ t0 r1� v2
2 dt = 
w sinh�1�wt
 � :Ko gre t!1, lastni �
as nara�s�
a mnogo po�
asneje kot t v skladu z zakonom 
=w ln(2wt=
).

Polje, v. 1



Poglavje 2Relativisti�
na mehanikax8 Na�
elo najmanj�se ak
ijePri obravnavi gibanja del
ev snovi se bomo oprli na na�
elo najmanj�se ak
ije. Kot �ze vemo, jena�
elo najmanj�se ak
ije trditev, da za vsak mehanski sistem obstaja nek integral S, imenovanak
ija, ki ima najmanj�so vrednost takrat, ko ga izra�
unamo za dejansko gibanje, torej tedaj,ko je njegova varia
ija ÆS enaka ni�
. �Integral ak
ije za prosti dele
 snovi (to je dele
, na katerega ne delujejo zunanje sile) bomodobili upo�stevajo�
 dejstvo, da ta integral ne sme biti odvisen od izbire opazovalnega sistema,torej mora biti invarianten proti Lorentzevim transforma
ijam. Zato mora biti odvisen odskalarja. Poleg tega je jasno, da mora biti integrand diferen
ialna koli�
ina prvega reda. Edinitovrstni skalar, ki ga lahko zapi�semo za prosti dele
, je razmik ds, ali � ds, kjer je � nekakonstanta. Za dele
 mora ak
ija torej imeti oblikoS = �� Z ba ds;kjer je R ba integral po svetovni
i del
a med dvema dogodkoma: ob prvem dogodku je dele
 vza�
etnem polo�zaju ob �
asu t1, od drugem pa v kon�
nem polo�zaju ob �
asu t2. Integriramo torejmed dvema svetovnima to�
kama del
a. Konstanta � opredeljuje dele
, mora pa biti pozitivnaza vse razli�
ne del
e. Kot smo videli v 3, ima R ba ds najve�
jo vrednost vzdol�z ravne svetovni
e;�
e integriramo po ukrivljeni svetovni
i ima lahko integral poljubno majhno vrednost. Zatointegral R ba ds s pozitivnim predznakom ne more imeti minimuma; integral s predznakom paminimum seveda ima, in si
er vzdol�z ravne svetovni
e.Integral ak
ije lahko zapi�semo kot integral po �
asuS = Z t2t1 Ldt:Koe�
ient L pred dt je Lagrangeva funk
ija mehanskega sistema. S pomo�
jo (3.1) dobimoS = �Z t2t1 �
r1� v2
2 dt;�Stroga razli�
i
a na�
ela najmanj�se ak
ije pravi, da mora biti integral S minimalen le za neskon�
no kratkeodseke integra
ijske poti. Za kon�
no dolge odseke lahko trdimo le to, da mora biti S ekstremen, vendar nenujno minimalen. (Glej Mehanika, x2.) 28



9 ENERGIJA IN GIBALNA KOLI�CINA 29kjer je v hitrost del
a snovi. Od tod dobimo Lagrangevo funk
ijo del
a:L = ��
p1� v2=
2:Koli�
ina �, kot re�
eno, opredeljuje dele
. V klasi�
ni mehaniki dele
 opredelimo z njegovomaso m. Poi�s�
imo torej zvezo med � in m. V limiti 
 ! 1 mora na�s izraz za L iti protiklasi�
nemu izrazu L = 12mv2. Funk
ijo L razvijemo po poten
ah v=
. �Ce zanemarimo �
lenevi�sjega reda, velja L = ��
r1� v2
2 � ��
+ �v22
 :Konstantni �
leni v Lagrangevi funk
iji nimajo vpliva na gibalno ena�
bo in jih lahko iz-pustimo. Izpustimo torej �
 v izrazu za L, s primerjavo s klasi�
no vrednostjo L = mv2=2 padobimo � = m
.Ak
ija za prost dele
 snovi je torejS = �m
Z ba ds; (8.1)Lagrangeva funk
ija pa je L = �m
2r1� v2
2 : (8.2)x9 Energija in gibalna koli�
inaGibalna koli�
ina del
a je vektor p = �L=�v (�L=�v je simboli�
ni zapis vektorja, kateregakomponente so odvodi L po ustreznih komponentah vektorja v). Z (8.2) dobimop = mvq1� v2
2 : (9.1)Za majhne hitrosti v � 
, ali v limiti 
!1, postane ta izraz enak klasi�
nemu p = mv. Priv = 
 je gibalna koli�
ina neskon�
na.Odvod gibalne koli�
ine po �
asu je sila, ki deluje na dele
. Mislimo si, da se spreminja lesmer hitrosti del
a, torej da je sila pravokotna na hitrost. Tedaj jedpdt = mq1� v2
2 dvdt : (9.2)�Ce pa se spreminja le velikost hitrosti, torej �
e je sila vzporedna s hitrostjo, potem veljadpdt = m�1� v2
2 �3=2 dvdt : (9.3)Ugotovimo, da je razmerje med silo in pospe�skom razli�
no v obeh primerih.Energija E del
a je de�nirana z � E = p � v� L:�Glej Mehanika, x6. Polje, v. 1



30 RELATIVISTI�CNA MEHANIKA 9Vstavimo izraza (8.2) in (9.1) za L in p in dobimoE = m
2q1� v2
2 : (9.4)Ta zelo pomembna ena�
ba med drugim poka�ze tudi to, da v relativisti�
ni mehaniki energijaprostega del
a ne postane enaka ni�
 pri v = 0, temve�
 ima kon�
no vrednostE = m
2: (9.5)To koli�
ino imenujemo mirovna energija (angl. rest energy) del
a.Pri majhnih hitrostih (v=
� 1) dobimo z razvojem (9.4) po poten
ah v=
E � m
2 + mv22 ;ki se od klasi�
nega izraza za kineti�
no energijo del
a razlikuje za mirovno energijo.Poudariti moramo, da �
eprav govorimo o \del
ih", nikjer nismo predpostavili, da greza \elementarne del
e". Zato dobljene ena�
be veljajo tudi za telesa, sestavljena iz velikega�stevila del
ev, pri katerih m predstavlja 
elotno maso telesa, v pa hitrost gibanja telesa kot
elote. Ena�
ba (9.5) tako velja za poljubno telo, ki kot 
elota miruje. Poudariti moramo, daje v relativisti�
ni mehaniki energija prostega telesa (torej tudi energija poljubnega izoliranegasistema) povsem dolo�
ena koli�
ina, ki je vedno pozitivna in ki je neposredno povezana zmaso telesa. Spomnimo se, da je v klasi�
ni mehaniki energija telesa dolo�
ena le do poljubnekonstante, ki je lahko pozitivna ali negativna.Energija mirujo�
ega telesa poleg mirovnih energij sestavnih del
ev vklju�
uje tudi kineti�
noenergijo del
ev ter energijo njihovih medsebojnih interak
ij. Zato m
2 ni enakoPma
2 (kjerso ma mase del
ev), inm ni enakoPma. V relativisti�
ni mehaniki zakon o ohranitvi mase nevelja: masa sestavljenega telesa ni enaka vsoti mas njegovih sestavnih delov. Velja le zakon oohranitvi energije, ki vklju�
uje tudi mirovne energije del
ev.Kvadriramo (9.1) in (9.4) in s primerjavo rezultatov dobimo naslednjo zvezo med energijoin gibalno koli�
ino del
a: E2
2 = p2 +m2
2: (9.6)Energija, izra�zena z gibalno koli�
ino, se imenuje Hamiltonova funk
ija H:H = 
pp2 +m2
2: (9.7)Pri nizkih hitrostih je p� m
 in pribli�zno veljaH � m
2 + p22m;to pa je, �
e odmislimo mirovno energijo, poznan klasi�
ni izraz za Hamiltonovo funk
ijo.Iz (9.1) in (9.4) dobimo naslednjo zvezo med energijo, gibalno koli�
ino in hitrostjo del
a:p = E v
2 : (9.8)Polje, v. 1



9 ENERGIJA IN GIBALNA KOLI�CINA 31Pri v = 
 postaneta gibalna koli�
ina in energija neskon�
ni. To pomeni, da se dele
 z odni�
 razli�
no maso m ne more gibati s svetlobno hitrostjo. Vseeno pa lahko v relativisti�
nimehaniki obstajajo del
i z maso ni�
, ki se gibljejo s hitrostjo svetlobe. � Za tak�sne del
e veljap = E
 ; (9.9)kar sledi iz (9.8). Ista ena�
ba pribli�zno velja tudi za del
e z od ni�
 razli�
no maso v ultrarel-ativisti�
nem pribli�zku, ko je energija del
a E velika v primerjavi z njegovo mirovno energijom
2.Zapi�simo sedaj vse izpeljane ena�
be v invariantni �stiridimenzionalni obliki. Po na�
elunajmanj�se ak
ije je ÆS = �m
Æ Z ba ds = 0:Varia
ijo ÆS izra�
unamo tako, da upo�stevamo ds =pdxi dxi, in dobimoÆS = �m
Z ba dxiÆ dxids = �m
Z ba ui dÆxi:Integriramo po delih in slediÆS = �m
uiÆxi���ba +m
Z ba Æxi duids ds: (9.10)Gibalne ena�
be dobimo, kot �ze vemo, s primerjavo razli�
nih poti med dvema istima robn-ima to�
kama, zato na mejah velja (Æxi)a = (Æxi)b = 0. Dejansko pot potem dobimo iz pogojaÆS = 0. Iz (9.10) tako dobimo ena�
be dui=ds = 0; tako v �stiridimenzionalni obliki zapi�semo,da ima dele
 konstantno hitrost.Varia
ijo ak
ije kot funk
ije koordinat izra�
unamo tako, da pritrdimo to�
ko a, tako daje (Æxi)a = 0. Druga to�
ka je spremenljiva, dopustne pa so samo dejanske poti del
a, torejtiste, ki so re�sitve gibalne ena�
be. V tem primeru je integral v ena�
bi (9.10) za ÆS enak ni�
.Namesto (Æxi)b pi�semo kar Æxi in tako dobimoÆS = �m
uiÆxi: (9.11)�Cetvere
 pi = � �S�xi (9.12)se imenuje �
etvere
 gibalne koli�
ine (angl. momentum four-ve
tor). Iz mehanike nam jeznano, da so odvodi �S=�x, �S=�y in �S=�z tri komponente vektorja gibalne koli�
ine p,medtem ko je odvod ��S=�t energija del
a E . Zato so kovariantne komponente �
etver
agibalne koli�
ine pi = (E=
;�p), kontravariantne komponente pa so ypi = (E=
;p): (9.13)�Na primer kvanti svetlobe in nevtrini.yObstaja uporaben mnemoni�
en pripomo�
ek, s katerim si la�ze zapomnimo de�ni
ije �zikalnih �
etver
ev:kontravariantne komponente so tiste, ki so povezane z ustreznimi tridimenzionalnimi vektorji (r za xi in p zapi) s \pravilnim" pozitivnim predznakom. Polje, v. 1



32 RELATIVISTI�CNA MEHANIKA 9Iz (9.11) je razvidno, da so komponente �
etver
a gibalne koli�
ine prostega del
api = m
ui: (9.14)�Ce vstavimo komponente �
etver
a hitrosti iz (7.2), vidimo, da res dobimo izraza (9.1) in (9.4)za p in E .V relativisti�
ni mehaniki sta gibalna koli�
ina in energija komponenti enega samega�
etver
a. Od tod takoj dobimo ena�
be za transforma
ijo gibalne koli�
ine in energije ob pre-hodu iz enega iner
ialnega sistema v drugega. V splo�sno pravilo za pretvorbo �
etver
ev (6.1)vstavimo (9.13) in dobimopx = p0x + V
2E 0q1� V 2
2 ; py = p0y; pz = p0z; E = E 0 + V p0xq1� V 2
2 ; (9.15)kjer so px; py; pz komponente tridimenzionalnega vektorja p.Iz de�ni
ije �
etver
a gibalne koli�
ine (9.14) in identitete uiui = 1 dobimo kvadrat �
etver
aza prosti dele
: pipi = m2
2: (9.16)�Ce v to ena�
bo vstavimo (9.13), ponovno dobimo (9.6).Po analogiji z obi�
ajno vpeljavo sile je �
etvere
 sile de�niran kot odvodgi = dpids = m
 duids : (9.17)Komponente �
etver
a zadostijo identiteti giui = 0. Komponente �
etver
a sile lahko zapi�semotudi z obi�
ajnim tridimenzionalnim vektorjem sile f = dp=dt:gi = 0� f � v
2q1� v2
2 ; f
q1� v2
2 1A : (9.18)�Casovna komponenta je povezana z delom, ki ga sila opravi.Relativisti�
no Hamilton-Ja
obijevo ena�
bo dobimo, �
e nadomestimo pi z odvodi ��S=�xiv ena�
bi (9.16): �S�xi �S�xi � gik �S�xi �S�xk = m2
2; (9.19)vsoto pa lahko tudi razpi�semo in dobimo1
2 ��S�t �2 ���S�x�2 ���S�y�2 ���S�z �2 = m2
2: (9.20)Opi�simo �se prehod v mejni primer klasi�
ne mehanike v ena�
bi (9.19). Najprej se spomnimoprehoda v klasi�
no mehaniko pri ena�
bi (9.7): energija del
a v relativisti�
ni mehaniki vsebuje�
len m
2, ki ga v klasi�
ni mehaniki ni. To moramo upo�stevati tudi tu. Glede na to, daje ak
ija S povezana z energijo z E = �(�S=�t), moramo pri prehodu v klasi�
no mehanikozamenjati S z novo ak
ijo S0, de�nirano zS = S0 �m
2t:Polje, v. 1



10 TRANSFORMACIJE PORAZDELITEV 33To vstavimo v (9.20) in dobimo12m "��S0�x �2 +��S0�y �2 +��S0�z �2#� 12m
2 ��S0�t �2 + �S0�t = 0:v limiti 
!1 ta ena�
ba postane enaka klasi�
ni Hamilton-Ja
obijevi ena�
bi.x10 Transforma
ije porazdelitevV �stevilnih nalogah v �ziki imamo opravka s porazdelitvenimi funk
ijami po gibalnih koli�
inahdel
ev: f(p) dpx dpy dpz je �stevilo del
ev, ki imajo gibalno koli�
ino s komponentami v inter-valih dpx, dpy, dpz (na kratko lahko re�
emo tudi, da je to �stevilo del
ev v majhni prostorniniprostora gibalnih koli�
in, d3p � dpx dpy dpz). Zanima nas, kako se spremeni porazdelitvenafunk
ija, ko se preselimo iz enega opazovalnega sistema v drugega.Na poti do re�sitve si najprej oglejmo transforma
ijske lastnosti majhne prostorninedpx dpy dpz. �Ce vpeljemo �stiridimenzionalni koordinatni sistem, katerega osi ozna�
ujejo kom-ponente �
etver
a gibalne koli�
ine del
a, potem lahko dpx dpy dpz smatramo za ni�
elno kom-ponento diferen
ialne plo�s�
ine na hiperploskvi, de�nirani z ena�
bo pipi = m2
2. Diferen
ialnaplo�s�
ina na hiperploskvi je �
etvere
, ki je na hiperploskev pravokoten; v na�sem primeru smerpravokotni
e o�
itno sovpada s smerjo �
etver
a pi. Od tod sledi, da je kvo
ientdpx dpy dpzE (10.1)invariantna koli�
ina, saj gre za kvo
ient istih komponent dveh vzporednih �
etver
ev. ��Stevilo del
ev f dpx dpy dpz je o�
itno invarianta, saj ni odvisno od izbire opazovalnegasistema. Zapi�semo ga v obliki f(p)E dpx dpy dpzEin �
e upo�stevamo invariantnost kvo
ienta (10.1), ugotovimo, da je zmno�zek f(p)E invarianten.Zato je porazdelitvena funk
ija v sistemu K 0 povezana s tisto v sistemu K po ena�
bif 0(p0) = f(p)EE 0 ; (10.4)kjer moramo p in E izraziti z p0 in E 0 s pomo�
jo transforma
ije (9.15).Vrnimo se k invariantnemu izrazu (10.1). �Ce vpeljemo \krogelne koordinate" v prostorugibalnih koli�
in, potem lahko diferen
ialno prostornino dpx dpy dpz zapi�semo kot p2 dpdo,�Integriranje po (10.1) lahko zapi�semo v �stiridimenzionalni obliki s pomo�
jo funk
ije Æ (glej opombo na dnustrani y) kot integra
ijo po 2
 Æ(pipi �m2
2)d4p; d4p = dp0 dp1 dp2 dp3: (10.2)Pri tem smatramo �stiri komponente pi kot neodvisne spremenljivke, paziti pa moramo na to, da je p0 vednopozitivna koli�
ina. Dokaz ena�
be (10.2) je o�
iten iz naslednjega zapisa funk
ije delta, ki se ponavlja v njej:Æ(pipi �m2
2) = Æ�(p0)2 � E2
2 � = 
2E �Æ�p0 + E
 �+ Æ�p0 � E
�� ; (10.3)kjer je E = 
pp2 +m2
2. To ena�
bo pa dobimo iz formule (V), ki jo najdemo med opombami na strani y.Polje, v. 1



34 RELATIVISTI�CNA MEHANIKA 11kjer je do diferen
ialni prostorski kot okoli smeri vektorja p. Ker je pdp = E dE=
2 [to slediiz (9.6)℄, velja p2 dpdoE = pdE do
2 :Ugotovimo, da je tudi izraz pdE do (10.5)invarianten.Pojem porazdelitvenih funk
ij igra pomembno vlogo v kineti�
ni teoriji plinov: zmno�zekf(r;p) dpx dpy dpz dV je �stevilo del
ev v diferen
ialni prostornini dV , ki imajo gibalnokoli�
ino v intervalih dpx; dpy; dpz. Funk
ija f(r;p) se imenuje porazdelitvena funk
ija vfaznem prostoru (to je prostor koordinat in gibalne koli�
ine del
a), zmno�zek diferen
ialovd� = d3pdV pa je diferen
ialna prostornina v tem prostoru. Poiskali bomo transforma
ijskizakon za to funk
ijo.Poleg opazovalnih sistemov K in K 0 imejmo �se opazovalni sistem K0, v katerem del
i zizbrano gibalno koli�
ino mirujejo; lastno prostornino dV0 obmo�
ja, v katerem se del
i naha-jajo, je de�niran v tem sistemu. Hitrosti sistemov K inK 0 glede na sistem K0 sta po de�ni
ijienaki hitrostim v in v0, ki jih imajo del
i v sistemih K in K 0. Zato je po (4.6)dV = dV0r1� v2
2 ; dV 0 = dV0s1� v02
2 ;od koder sledi dVdV 0 = EE 0 :To pomno�zimo z ena�
bo d3p=d3p0 = E=E 0 in dobimod� = d� 0; (10.6)kar pomeni, da je diferen
ialna prostornina faznega prostora invariantna koli�
ina. Ker je tudi�stevilo del
ev f d� nujno invarianta, zaklju�
imo, da je tudi sama porazdelitvena funk
ija vfaznem prostoru invarianta: f 0(r0;p0) = f(r;p); (10.7)kjer sta r0;p0 povezana z r;p z obi�
ajno Lorentzevo transforma
ijo.x11 Razpad del
evObravnavajmo spontan razpad telesa z maso M v dva dela z masama m1 in m2. Zakon oohranitvi energije ob razpadu, uporabljen v opazovalnem sistemu, v katerem telo na za�
etkumiruje, je � M = E10 + E20; (11.1)�V xx11-13 postavimo 
 = 1. To pomeni, da smo si za enoto za merjenje �
asa izbrali hitrost svetlobe, inda sta dimenziji dol�zine in �
asa s tem postali enaki. Ta izbira je zelo primerna v relativisti�
ni mehaniki inpoenostavi pisanje ena�
b. Ker pa ta knjiga vsebuje tudi veliko nerelativisti�
ne teorije, tega sistema enot nebomo uporabljali, razen �
e bo to ekspli
itno povedano.Ena�
be, v katerih je 
 = 1, ni te�zko pretvoriti v ena�
be z obi�
ajnimi enotami: hitrost 
 vstavimo, tako dadobimo prave enote.Polje, v. 1



11 RAZPAD DELCEV 35kjer sta E10 in E20 energiji nastalih del
ev. Ker je E10 > m1 in E20 > m2, je lahko ena�
ba(11.1) izpolnjena le, �
e velja M > m1 + m2. To pomeni, da lahko telo spontano razpadele na dela, katerih vsota mas je manj�sa od mase telesa. �Ce pa velja M < m1 +m2 je telostabilno (glede na obravnavani razpad) in ne more samodejno razpasti. V tem primeru lahkodo razpada pride le, �
e telesu od zunaj dovedemo energijo, ve�
jo od njegove \vezavne energije"(m1 +m2 �M).Pri razpadih se ohranita tako energija kot gibalna koli�
ina. Ker je za�
etna gibalna koli�
inatelesa enaka ni�
, mora biti enaka ni�
 tudi vsota gibalnih koli�
in nastalih del
ev: p10+p20 = 0.Od tod sledi p210 = p220, ali E210 �m21 = E220 �m22: (11.2)Ena�
bi (11.1) in (11.2) enoli�
no dolo�
ata energiji nastalih del
ev:E10 = M2 +m21 �m222M ; E20 = M2 �m12 +m222M : (11.3)Tej nalogi je \obratna" naloga, v kateri ra�
unamo 
elotno energijoM dveh del
ev, ki tr�
ita,v opazovalnem sistemu, v katerem je njuna 
elotna gibalna koli�
ina enaka ni�
. (Tak�sen sistemimenujemo tudi \te�zi�s�
ni sistem", ali \sistem T".) Izra�
un te koli�
ine je kriterij, s katerimlahko dolo�
imo, do katerih neelasti�
nih pro
esov trka (pri katerih se spremeni notranje stanjetrkajo�
ih del
ev) lahko pride, in �
e lahko \nastanejo" novi del
i. Do tak�snih dogodkov lahkopride le, �
e je masa nastalih del
ev manj�sa od M .Naj se v za�
etnem (\laboratorijskem") opazovalnem sistemu dele
 z maso m1 in energijoE1 zaleti v dele
 z maso m2, ki miruje. Celotna energija obeh del
ev jeE = E1 + E2 = E1 +m2;njuna skupna gibalna koli�
ina pa je p = p1 + p2 = p1. Oba del
a skupaj obravnavajmo koten sam sestavljen sistem. Hitrost njunega gibanja kot 
elote je po (9.8) enakaV = pE = p1E1 +m1 : (11.4)Ta koli�
ina je hitrost sistema T glede na laboratorijski sistem (sistem L).MasoM lahko dolo�
imo tudi brez transforma
ije iz enega opazovalnega sistema v drugega.Namesto tega uporabimo ena�
bo (9.6), ki velja tako za sestavljene sisteme kot za posameznedel
e. Velja torej M2 = E2 � p2 = (E1 +m2)2 � (E21 �m21);od koder dobimo M2 = m21 +m22 + 2m2E1: (11.5)NALOGENALOGA 1. Dele
 s hitrostjo V v letu razpade na dva del
a. Dolo�
i zvezo med kotoma, podkaterima del
a odletita, in njunima energijama.Re�sitev: Naj bo E0 enega izmed nastalih del
ev v te�zi�s�
nem sistemu [torej E10 ali E20 v (11.3)℄,E pa energija istega del
a v laboratorijskem sistemu, � pa kot, pod katerim odleti dele
 v sistemu L(glede na smer vektorja V). Z ena�
bami za pretvorbo dobimoE0 = E � V p 
os �p1� V 2 ; Polje, v. 1



36 RELATIVISTI�CNA MEHANIKA 11tako da je 
os � = E � E0p1� V 2VpE2 �m2 : (1)Iz te ena�
be razberemo, da lahko energijo E izra�
unamo iz 
os � iz kvadratne ena�
beE2(1� V 2 
os �)� 2EE0p1� V 2 + E20 (1� V 2) + V 2m2 
os2 � = 0; (2)ki ima en pozitiven koren (�
e hitrost v0 nastalega del
a v te�zi�s�
nem sistemu zado�s�
a pogoju v0 > V )ali dva korena (�
e je v0 < V ).Izvor te nedolo�
enosti je razviden iz naslednje geometrijske konstruk
ije. Po (9.15) se komponentegibalne koli�
ine v sistemu L izra�zajo s koli�
inami v sistemu T po ena�
bahpz = p0 
os � + E0Vp1� V 2 ; py = p0 sin �:�Ce izlo�
imo �0, dobimo p2y + (pzp1� V 2 � E0V 2) = p20:Kot ena�
ba spremenljivk pz, py je to ena�
ba elipse s polosema p0=p1� V 2 in p0, katere sredi�s�
e (to�
ka
p

A O
Θ

(a) V < v0
p

A O

Θ max

(b) V > v0O na sliki 2.3(a)) je zamaknjena za razdaljo E0V=p1� V 2 iz to�
ke p = 0 (to�
ka A na sliki 2.3(a)). ��Ce je V > p0=E0 = v0, to�
ka A le�zi izven elipse (slika 2.3(b)), zato ima lahko pri danem kotu�0 vektor p (in zato tudi energija E) dve razli�
ni vrednosti. Iz konstruk
ije je tudi razvidno, da vtem primeru kot � ne sme biti ve�
ji od �max (kar ustreza tak�sni smeri vektorja p, da je ta tangentenna elipso). Vrednost kota �max najla�ze dolo�
imo analiti�
no iz pogoja, da je diskriminanta kvadratneena�
be (2) enaka ni�
: sin �max = p0p1� V 2mV :NALOGA 2. Dolo�
i porazdelitev po energijah nastalih del
ev v laboratorijskem sistemu.Re�sitev: V te�zi�s�
nem sistemu so nastali del
i porazdeljeni izotropno po vseh smereh. To pomeni,da je �stevilo del
ev, ki odletijo v diferen
ialni prostorski kot do0 = 2� sin �0 d�0, enakdN = 14� do0 = 12 j d 
os �0j: (1)Energija v laboratorijskem sistemu je podana s koli�
inami, ki se nana�sajo na te�zi�s�
ni sistem, zE = E0 + p0V 
os �0p1� V 2�V klasi�
ni limiti elipsa postane kro�zni
a (glej Mehanika, x 16).Polje, v. 1



11 RAZPAD DELCEV 37in zavzema vrednosti na intervalu od E0 � V p0p1� V 2 ; do E0 + V p0p1� V 2 :�Ce dj
os�0j izrazimo z dE , dobimo normalizirano porazdelitev po energijah (za vsakega izmed obehvrst nastalih del
ev): dN = 12V p0p1� V 2 dE : (2)NALOGA 3. Dolo�
i razpon vrednosti kota (v laboratorijskem sistemu) med smerema nastalihdel
ev v primeru razpada na dva identi�
na del
 (angl. separation angle).Re�sitev: V te�zi�s�
nem sistemu del
a odletita v nasprotnih smereh, zato je �10 = � � �20 � �0.Povezava med koti v te�zi�s�
nem in laboratorijskem sistemu je podana z (5.4):
ot �1 = v0 
os �0 + Vv0 sin �0p1� V 2 ; 
ot �2 = �v0 
os �0 + Vv0 sin �0p1� V 2 ;(ker je v tem primeru v10 = v20 = v0). Iskani kot je � = �1 + �2 in s preprostim ra�
unom dobimo
ot� = V 2 � v20 + V 2v20 sin2 �02V v0p1� V 2 sin �0 :�Ce poi�s�
emo ekstreme tega izraza, dobimo naslednje mo�zne razpone kot �:za V < v0 : 2 tan�1 �v0V p1� V 2� < � < �;za v0 < V < v0p1� v20 : 0 < � < sin�1s1� V 21� v0 < �2 ;za V > v0p1� v20 : 0 < � < 2 tan�1 �v0V p1� V 2� < �2 :NALOGA 4. Poi�s�
i kotno porazdelitev v laboratorijskem sistemu za razpad v del
e brez mase.Re�sitev: Po (5.6) je zveza med izhodnim kotom v te�zi�s�
nem in laboratorijskem sistemu za del
ebrez mase enaka 
os �0 = 
os � � V1� V 
os � :�Ce ta izraz vstavimo v ena�
bo (1) v drugi nalogi, dobimodN = (1� V 2) do4�(1� V 
os �)2 :NALOGA 5. Poi�s�
i porazdelitev po kotih lo�
itve v laboratorijskem sistemu za razpad v dva del
abrez mase.Re�sitev: Zveza med izhodnima kotoma �1, �2 v laboratorijskem sistemu in kotoma �10 � �0,�20 = � � � v te�zi�s�
nem sistemu je podana z (5.6), zato za kot lo�
itve velja
os� = 2V 2 � 1� V 2 
os2 �01� V 2 
os2 �0 ;obratno pa velja 
os �0 =r1� 1� V 2V 2 
ot2 �2 : Polje, v. 1



38 RELATIVISTI�CNA MEHANIKA 12Ta izraz vstavimo v ena�
bo (1) iz druge naloge in dobimodn = 1� V 216�V dosin3 �2qV 2 � 
os2 �2 :Kot � zavzame vrednosti od � do �min = 2 
os�1 V .NALOGA 6. Kolik�sna je najve�
ja energija, ki jo lahko odnese edem izmed nastalih del
ev, �
emirujo�
i dele
 z maso M razpade na tri del
e z masami m1, m2 in m3.Re�sitev: Dele
 m1 ima najve�
jo energijo, �
e ima sistem drugih dveh del
ev m2 in m3 najmanj�somo�zno maso; ta je enaka vsoti m2 +m3 (in ustreza primeru, ko se ta del
a gibljeta skupaj z enakohitrostjo). Tako smo poenostavili nalogo na razpad telesa na dva del
a in iz ena�
be (11.3) dobimoE1;max = M2 +m21 � (m2 +m3)22M :x12 Invariantni sipalni presekPojave sipanja opi�semo z njihovimi invariantnimi sipalnimi preseki, ki dolo�
ajo �stevilo trkovdolo�
ene vrste, do katerih pride v 
urkih trkajo�
ih se del
ev.Imejmo dva 
urka del
ev; z n1 in n2 bodo ozna�
ili gostoti del
ev (torej �stevilo del
ev naenoto prostornine), z v1 in v2 pa hitrosti del
ev. V opazovalnem sistemu, v katerem dele
2 miruje (torej v mirovnem sistemu del
a 2) imamo opravka s sipanjem 
urka del
ev 1 namirujo�
i tar�
i. Pri obi�
ajni vpeljavi sipalnega preseka � je �stevilo trkov, do katerih pride vprostornini dV in v �
asu dt enako d� = �vreln1n2 dV dt;kjer je vrel hitrost del
a 1 v mirovnem sistemu del
a 2 (kar je natanko de�ni
ija relativnehitrosti dveh del
ev v relativisti�
ni mehaniki).�Stevilo d� je �ze po svoji naravi invariantna koli�
ina. Zapisali bi ga radi v obliki, ki veljav poljubnem opazovalnem sistemu: d� = An1n2 dV dt; (12.1)kjer je A koli�
ina, ki bi jo radi dolo�
ili. Njeno vrednost v mirovnem sistemu enega izmeddel
ev �ze poznamo in zna�sa vrel�. Z � bomo vedno ozna�
evali sipalni presek v mirovnemsistemu enega izmed del
ev, ki je po de�ni
iji invariantna koli�
ina. Po de�ni
iji je invariantnatudi relativna hitrost vrel.V izrazu (12.1) je produkt dV dt invarianta. Zato mora biti invarianten tudi zmno�zekAn1n2.Zakon za pretvorbo gostote del
ev n sledi iz dejstva, da je �stevilo del
ev v izbrani majhniprostornini dV , torej ndV , invarianta. Zapi�semo ndV = n0 dV0 (indeks 0 se nana�sa namirovni sistem del
ev) in uporabimo ena�
bo (4.6) za transforma
ijo prostornine. Tako dobimon = n0p1� v2 (12.2)ali n = n0E=m, kjer je E energija, m pa masa del
ev.Polje, v. 1



13 INVARIANTNI SIPALNI PRESEK 39Ker je An1n2 invarianta, iz zgornjega sledi, da je invarianten tudi izraz AE1E2. Ta pogojlahko zapi�semo tudi v bolj uporabni obliki, kotA E1E2p1ipi2 = A E1E2E1E2 � p1 � p2 = invarianta; (12.3)kjer je imenovale
 invarianten, saj je enak zmno�zku �
etver
ev gibalne koli�
ine dveh del
ev.V mirovnem sistemu del
a 2 je E2 = m2 in p2 = 0, zato je invariantna koli�
ina (12.3)enaka kar A. V tem opazovalnem sistemu pa velja tudi A = �vrel. V poljubnem opazovalnemsistemu je zato A = �vrel p1ipi2E1E2 : (12.4)Ta izraz bi radi zapisali v lep�si obliki. Najprej vrel izrazimo z gibalnima koli�
inamain hitrostima del
ev v poljubnem opazovalnem sistemu. V ta namen upo�stevamo, da je vmirovnem sistemu del
a 2 p1ipi2 = m1q1� v2relm2:Od tod sledi vrel =s1� m21m22(p1ipi2)2 : (12.5)Koli�
ino p1ipi2 = E1E2 �p1 � p2 izrazimo s hitrostima v1 in v2 z uporabo ena�
b (9.1) in (9.4):p1ipi2 = m1m2 1� v1 � v2p(1� v21)(1� v22) ;in to vstavimo v (12.5). Po preprostih pretvorbah dobimo naslednji izraz z relativno hitrostvrel = p(v1 � v2)2 � (v1 � v2)21� v1 � v2 (12.6)(opazimo lahko, da je ta izraz simetri�
en na zamenjavo v1 in v2, torej da je velikost relativnehitrosti neodvisna od izbire del
a, glede na katerega jo ra�
unamo).NALOGANALOGA Kaj je \diferen
ial lo�
ne dol�zine" v relativisti�
nem \prostoru hitrosti"?Re�sitev: Iskani diferen
ial dlv je relativna hitrosti dveh to�
k s hitrostima v in v + dv. Iz (12.6)tako dobimo dl2v = (dv)2 � (v � dv)2(1� v2)2 = dv2(1� v2)2 + v21� v2 ( d�2 + sin2 � � d�2);kjer sta � in � polarni kot in azimut smeri hitrosti v. �Ce namesto v vpeljemo novo spremenljivko,de�nirano z ena�
bo v = tanh�, se diferen
ial lo�
ne dol�zine zapi�se:dl2v = d�2 + sinh2 �( d�2 + sin2 � � d�2):Z geometrijskega vidika je to diferen
ial lo�
ne dol�zine v tridimenzionalnem prostoru Loba�
evskega,torej v prostoru s konstantno negativno ukrivljenostjo (glej (111.12)). Polje, v. 1



40 RELATIVISTI�CNA MEHANIKA 13x13 Elasti�
ni trki del
evOglejmo si elasti�
ni trk del
ev z vidika relativisti�
ne mehanike. Gibalni koli�
ini in energijivpadnih del
ev (z masama m1 in m2) ozna�
imo z p1; E1 in p2; E2; s �
rti
ami ozna�
imo tekoli�
ine po trku. Zakon o ohranitvi gibalne koli�
ine in energije ob trku lahko zapi�semo kotena�
bo za ohranitev �
etver
a gibalne koli�
ine:pi1 + pi2 = p0i1 + p0i2: (13.1)S to ena�
bo lahko zapi�semo invariantne koli�
ine, ki bodo koristne v nadaljevanju. V ta namenzapi�semo (13.1) kot pi1 + pi2 � p0i1 = p0i2:in kvadriramo obe strani (to pomeni, da izra�
unamo skalarni produkt vsake strani same sseboj). Kvadrata �
etver
ev gibalne koli�
ine pi1 in p0i1 sta enaka m21, kvadrata od pi2 in p0i2 pasta enaka m22. Zato velja m21 + p1ipi2 � p1ip0i1 � p2ip0i1 = 0: (13.2)�Ce na podoben na�
in kvadriramo ena�
bo pi1 + pi2 � p0i2 = p0i1, dobimom22 + p1ipi2 � pi2p0i2 � p1ip0i2 = 0: (13.3)Oglejmo si trk v opazovalnem sistemu (sistemu L), v katerem eden izmed del
ev (m2)pred trkom miruje. Tedaj je p2 = 0; E2 =m2, skalarni produkti v (13.2) pa sop1ipi2 = E1m2;p2ip0i1 = m2E10;p1ip0i1 = E1E10 � p1 � p10 = E1E10 � p1p10 
os �1; (13.4)kjer je �1 kot, pod katerim se sipa vpadni dele
 m1. Te izraze vstavimo v (13.2) in dobimo
os �1 = E 01(E1 +m2)� E1m2 �m21p1p01 : (13.5)Podobno dobimo iz (13.3) 
os �2 = (E1 +m2)(E 02 �m2)p1p02 ; (13.6)kjer je �2 kot med gibalno koli�
ino, ki jo dobi drugi dele
, p02, in gibalno koli�
ino vpadnegadel
a, p1.Ena�
bi (13.5)-(13.6) povezujeta sipalna kota obeh del
ev v sistemu L s spremembaminjunih energij ob trku. �Ce ti ena�
bi obrnemo, lahko energiji E 01 in E 02 izrazimo s kotoma �1 in�2. Zato v (13.6) vstavimo p1 = pE21 �m21 in p02 = p(E 02)2 �m22 in obe strani kvadriramo.Po preprostem izra�
unu dobimoE 02 = m2 (E1 +m2)2 + (E21 �m21) 
os2 �2(E1 +m2)2 � (E21 �m21) 
os2 �2 : (13.7)�Ce obrnemo ena�
bo (13.5), v splo�snem dobimo zelo zapleteno ena�
bo za E 01, izra�zeno z �1.Polje, v. 1



13 ELASTI�CNI TRKI DELCEV 41�Ce jem1 > m2, torej �
e je vpadni dele
 te�zji od tar�
e, potem sipalni kot �1 ne more prese�
ineke maksimalne vrednosti. S preprostimi ra�
uni lahko ugotovimo, da je ta vrednost podanaz ena�
bo sin �1max = m2m1 ; (13.8)ki je enaka ustrezni klasi�
ni ena�
bi.Ena�
bi (13.5)-(13.6) se poenostavita, �
e ima vpadni dele
 maso ni�
: m1 = 0, od kodersledi p1 = E1, p01 = E 01. V tem primeru zapi�semo ena�
bo za energijo vpadnega del
a po trku,izra�zeno s kotom odklona del
a, kotE 01 = m21� 
os �1 + m2E1 : (13.9)Vrnimo se k splo�snemu primeru trka del
ev s poljubnima masama. Trk najla�ze obrav-navamo v te�zi�s�
nem sistemu T . Koli�
ine v tem sistemu ozna�
imo z dodatnim indeksom 0.Velja p10 = �p20 � p0. Ker se gibalna koli�
ina ohranja, se ob trku gibalni koli�
ini del
ev pre-prosto zasukata, ostaneta enaki po velikosti in ka�zeta v nasprotnih smereh. Zaradi ohranitveenergije se ne spremeni niti velikost vsake izmed gibalnih koli�
in.Naj bo � sipalni kot v te�zi�s�
nem sistemu { to je kot, za katerega se gibalni koli�
ini p10in p20 ob trku zasukata. Ta koli�
ina povsem dolo�
a pro
es sipanja v te�zi�s�
nem sistemu,posledi�
no pa tudi v vseh ostalih opazovalnih sistemih. Primerna je tudi pri opisu trka vlaboratorijskem sistemu, saj jo lahko uporabimo kot edini parameter, ki ostane nedolo�
en potem, ko upo�stevamo ohranitev gibalne koli�
ine in energije.Kon�
ni energiji obeh del
ev v laboratorijskem sistemu bomo zapisali s tem parametromVrnemo se k izrazu (13.2), le da tokrat zapi�semo produkt p1ip0i2 v sistemu T :p1ip0i2 = E10E 010 � p10 � p010 = E210 � p20 
os� = p20(1� 
os�) +m21(v sistemu T se energiji del
ev ob trku ne spremenita: E 010 = E10). Ostale produkte izra�
unamov sistemu L, torej uporabimo izraze (13.4). Tako dobimo E 01�E1 = �(p20=m2)(1�
os�). Sedajmoramo p20 zapisati s koli�
inami, ki se nana�sajo na sistem L. To dose�zemo, �
e izena�
imovrednost invariante p1ipi2 v sistemih L in T :E10E20 � p10 � p20 = E1m2;ali q(p20 +m21)(p20 +m22) = E1m2 � p20:Iz te ena�
be izrazimo p20: p20 = m22(E21 �m21)m21 +m22 + 2m2E1 : (13.10)Kon�
no dobimo E 01 = E1 � m2(E21 �m21)m21 +m22 + 2m2E1 (1� 
os�): (13.11)Energijo drugega del
a dobimo iz ohranitvenega zakona: E1 +m2 = E 01 + E 02. Od tod slediE 02 = m2 + m2(E21 �m21)m21 +m22 + 2m2E1 (1� 
os�): (13.12)Polje, v. 1



42 RELATIVISTI�CNA MEHANIKA 13Drugi �
len v teh dveh ena�
bah je energija, ki jo izgubi prvi dele
 in se prenese na drugega.Najve�
 energije se prenese, ko je � = �, in si
erE 02max �m2 = E1 � E 01min = 2m1(E21 �m21)m21 +m22 + 2m2E1 : (13.13)Razmerje med najmanj�so kineti�
no energijo vpadnega del
a po trku in njegovo za�
etnoenergijo je E 01min �m1E1 �m1 = (m1 �m2)2m21 +m22 + 2m2E1 : (13.14)V mejnem primeru majhnih hitrosti, ko je E � m+mv2=2, postane to razmerje konstantno:�m1 �m2m1 +m2�2 :V limiti visokih energij E1 gre izraz (13.14) proti ni�
; koli�
ina E 01min gre proti konstantnilimitni vrednosti, ki zna�sa E 01min = m21 +m222m2 :Predpostavimo, da je m2 � m1, torej da je masa vpadnega del
a majhna v primerjavi zmaso tar�
e. V klasi�
ni mehaniki lahko la�zji dele
 prenese le majhen del svoje energije (glejMehanika, x17). To pa ne velja ve�
 v relativisti�
ni mehaniki. Iz ena�
be (13.14) je razvidno,da je lahko za zadosti visoke energije E1 dele�z prenesene energije blizu 1. Za to ni zadosti,da je hitrost prvega del
a blizu 1, temve�
 mora veljati E1 � m2: la�zji dele
 mora torej imetienergijo, ki je istega velikostnega reda kot mirovna energija te�zkega del
a.Podobno velja za m2 � m1, ko se te�zek dele
 zaleti v lahkega. Tudi tu bi bila v klasi�
nimehaniki prenesena energija zanemarljivo majhna. Dele�z prenesene energije postane ob�
uten�sele pri energijah velikostnega reda E1 � m21=m2. Vidimo, da tu ne gre preprosto za hitrosti,ki so istega reda kot svetlobna hitrost, temve�
 mora biti energija velika v primerjavi z m1:opravka imamo z ultrarelativisti�
nim primerom.NALOGENALOGA 1. Trikotnik ABC na sliki 13 je sestavljen iz vektorja gibalne koli�
ine p vpadnega del
ain iz gibalnih koli�
in p01, p02 del
ev po trku. Poi�s�
i mno�zi
o to�
k C (geometrijsko najdi�s�
e ali lo
us),ki ustrezajo vsem mogo�
im vrednostim p01, p02.Re�sitev: Iskana krivulja je elipsa, katere polosi lahko dolo�
imo z uporabo rezultatov v prve nalogev x 11. V tisti nalogi je bila namre�
 opisana konstruk
ija vektorjev p v laboratorijskem sistemu, ki jihdobimo iz poljubno usmerjenih vektorjev p0 z enako dol�zino p0 v te�zi�s�
nem sistemu.Ker so absolutne vrednosti gibalnih koli�
in trkajo�
ih del
ev enake v te�zi�s�
nem sistemu in se obtrku ne spremenijo, imamo tu opravka s podobno konstruk
ijo za vektor p01, za katerega jep0 � p10 = p20 = m2Vp1� V 2v te�zi�s�
nem sistemu, v katerem je V hitrost del
a m2 v te�zi�s�
nem sistemu, po velikosti enak hitrostite�zi�s�
a, V = p1=(E1 +m2) [glej (11.4)℄. Tako ugotovimo, da sta mala in velika polos elipse enakip0 = m2p1pm21 +m22 + 2m2E1 ; p0p1� V 2 = m2p1(E1 +m2)m21 +m22 + 2m2E1Polje, v. 1



14 ELASTI�CNI TRKI DELCEV 43
A B

C

p1

p1’
p2

Θ1

Θ2(
) m1 > m2 A
B

C

p1

p1’
p2

Θ1 Θ2(d) m1 < m2[prvi izraz je seveda enak ena�
bi (13.10)℄.Pri �1 = 0 vektor p01 sovpada z p1, zato je razdalja AB enaka p1. S primerjavo p1 z dol�zino velikepolosi elipse zlahka ugotovimo, da to�
ka A le�zi izven elipse, �
e je m1 > m2 [slika 2.3(
)℄, ali v njeninotranjosti, �
e je m1 < m2 [slika 2.3(d)℄.NALOGA 2. Dolo�
i najmanj�si kot lo�
itve �min dveh del
ev po trku, �
e sta masi obeh del
ev enaki(m1 = m2 � m).Re�sitev: �Ce je m1 = m2, to�
ka A na ski
i le�zi na elipsi, najmanj�si kot lo�
itve pa ustreza slu�
aju,ko to�
ka C le�zi na kraji�s�
u male osi (slika 3). Iz ski
e je razvidno, da je tan(�min=2) enak razmerjudol�zi polosi. Dobimo tan �min2 =r 2mE1 +m;ali 
os�min = E1 �mE1 + 3m:
A B

C

Θ1 Θ2Slika 3:NALOGA 3. Za primer trka dveh del
ev z enako maso m izrazi E 01, E 02 in � s sipalnim kotom �1 vlaboratorijskem sistemu.Re�sitev: �Ce obrnemo ena�
bo (13.5), dobimoE 01 = m (E1 +m) + (E1 �m) 
os2 �1(E1 +m)� (E1 �m) 
os2 � ; E 02 = m+ (E12 �m2) sin2 �12m+ (E1 �m) sin2 �1 :To primerjamo z izrazom za E 01, zapisanim kot funk
ijo spremenljivke �:E 01 = E1 � E1 �m2 (1� 
os�);in dobimo sipalni kot v te�zi�s�
nem sistemu
os� = 2m� (E1 + 3m) sin2 �12m+ (E1 �m) sin2 �1 : Polje, v. 1



44 RELATIVISTI�CNA MEHANIKA 14x14 Vrtilna koli�
ina�Ze iz klasi�
ne mehanike vemo, da se v izoliranem sistemu poleg energije in gibalne koli�
ineohranja tudi vrtilna koli�
ina, torej vektorM =X r� p;kjer sta r in p krajevni vektor in gibalna koli�
ina del
a; se�stevamo po vseh del
ih, iz katerihje sestavljen sistem. Ohranitev vrtilne koli�
ine je posledi
a tega, da se zaradi izotropnostiprostora Lagrangeva funk
ija izoliranega sistema na spremeni, �
e sistem zasukamo kot 
eloto.�Ce podobno izpeljavo ponovimo v �stiridimenzionalni obliki, dobimo relativisti�
ni izrazza vrtilno koli�
ino. Z xi ozna�
imo koordinate enega izmed del
ev sistema. Opravimo�stiridimenzionalen zasuk v �
etvernem prostoru. Pri tem koordinate xi dobijo nove vrednostix0i. Veljati mora, da so razlike x0i � xi linearne funk
ijex0i � xi = xkÆ
ik (14.1)z in�nitezimalnimi koe�
ienti Æ
ik. Komponente tenzorja Æ
ik so med seboj povezane zzvezami, ki so posledi
a tega, da se ob zasuku krajevni vektor ne spremeni, zato mora veljatix0ix0i = xixi. Vstavimo x0i iz (14.1) in zanemarimo �
len, ki je kvadraten po Æ
ik, saj jevi�sjega reda. Dobimo xixkÆ
ik = 0:Ta ena�
ba mora veljati za poljuben xi. Ker je xixk simetri�
ni tenzor, mora biti Æ
ik anti-simetri�
ni tenzor (ker je zmno�zek simetri�
nega in antisimetri�
nega tenzorja o�
itno identi�
noenak ni�
). Zapi�semo lahko torej Æ
ki = �Æ
ik: (14.2)Ob in�nitezimalni spremembi koordinat za�
etne to�
ke a in kon�
ne to�
ke b na trajektorijise ak
ija spremeni za (glej (9.11)): ÆS = �X piÆxijba(se�stevamo po vseh telesih v sistemu). Pri zasukih, ki jih sedaj obravnavamo, je Æxi = Æ
ikxk,zato je ÆS = �Æ
ikX pixkjba:�Ce tenzor P pixk raz
epimo na simetri�
ni in antisimetri�
ni del, potem prvi prispevek(pomno�zen z antisimetri�
nem tenzorjem) h kon�
nemu rezultatu ne prispeva. Z anti-simetri�
nim delom pa lahko zapi�semo prej�snjo enakost v oblikiÆS = �Æ
ik 12X(pixk � pkxi)jba: (14.3)V izoliranem sistemu je ak
ija invarianta in se ob �
etvernem zasuku ne spremeni. Koe�-
ient koli�
ine 
ik v izrazu (14.3) mora zato biti enak ni�
:X(pkxk � pkxi)b =X(pixk � pkxi)a:Od tod sledi, da se v izoliranem sistemu tenzorM ik =X(xipk � xkpi) (14.4)Polje, v. 1



14 VRTILNA KOLI�CINA 45ohranja. Ta antisimetri�
ni tenzor se imenuje �
etverni tenzor vrtilne koli�
ine (angl. four-tensor of angular momentum). Prostorske komponente tega tenzorja so enake komponentamvektorja tridimenzionalne vrtilne koli�
ine M =P r� p:M23 =Mx; �M13 =My; M12 =Mz:Komponente M01;M02;M03 tvorijo vektor P(tp�Er=
2). Komponente tenzorja M ik lahkotorej zapi�semo kot M ik = �
X�tp� Er
2 � ;�M� : (14.5)(Primerjaj z (6.10).)Ker se v izoliranem sistemu M ik ohranja, med drugim veljaX�tp� Er
2 � = konst.Ker se ohranja tudi 
elotna energija E , lahko to ena�
bo zapi�semo v oblikiP ErP E � 
2PpP E t = konst:(Koli�
ine, ki se nana�sajo na razli�
ne del
e, so v ena�
bi upo�stevane ob istem �
asu t).Od tod sledi, da se krajevni vektor R = P ErP E (14.6)premika enakomerno s hitrostjo V = 
2PpP E ; (14.7)ki je natanko enaka hitrosti gibanja sistema kot 
elote. [Ta hitrost povezuje 
elotno energijoin 
elotno gibalno koli�
ino v skladu z ena�
bo (9.8).℄ Ena�
ba (14.6) je relativisti�
na de�ni
ijakoordinat te�zi�s�
a (angl. 
enter of inertia) sistema. �Ce so hitrosti vseh del
ev majhne vprimerjavi z 
, potem pribli�zno velja E � m
2 in iz (14.6) dobimo obi�
ajen klasi�
ni izrazR = PmrPm :� Komponente vektorja (14.6) niso prostorske komponente nobenega �
etver
a in se zato obtransforma
iji opazovalnega sistema na transformirajo kot koordinate to�
ke. Zato v razli�
nihopazovalnih sistemih le�zijo te�zi�s�
a sistema v razli�
nih to�
kah.NALOGA�Medtem ko klasi�
na ena�
ba za te�zi�s�
e velja tako za interagirajo�
e kot za neinteragirajo�
e del
e, ena�
ba(14.6) velja le, �
e interak
ije zanemarimo. V relativisti�
ni mehaniki moramo te�zi�s�
e sistema interagirajo�
ihdel
ev de�nirati tako, da ekspli
itno vklju�
imo gibalno koli�
ino in energijo polja, ki ga del
i proizvajajo.Polje, v. 1



46 RELATIVISTI�CNA MEHANIKA 14NALOGA Poi�s�
i povezavo med vrtilno koli�
inoM telesa (sistema del
ev) v opazovalnem sistemuK, v katerem se telo giblje s hitrostjo V, in njegovo vrtilno koli�
inoM(0) v opazovalnem sistemu K0,v katerem telo kot 
elota miruje; v obeh primerih naj bo gibalna koli�
ina de�nirana glede na isto to�
ko{ te�zi�s�
e telesa v sistemu K0. �ral
a naj spomnimo, da �
eprav je v sistemu K0 (kjer velja Pp = 0)vrtilna koli�
ina neodvisna od izbire to�
ke, glede na katero jo de�niramo, to ne velja za sistem K (kjerje Pp 6= 0), saj je v tem primeru vrtilna koli�
ina odvisna od te izbire (glej Mehanika, x 9).Re�sitev: Sistem K0 se giblje glede na sistem K s hitrostjo V; naj ta hitrost ka�ze vzdol�z osi X .Iskane komponente M ik se transformirajo po ena�
bah (glej drugo nalogo v x 6):M12 = M (0)12 + V
M (0)02q1� V 2
2 ; M13 = M (0)13 + V
M (0)03q1� V 2
2 ; M23 =M (0)23:Ker smo izhodi�s�
e postavili v te�zi�s�
u telesa (v sistemu K0), v tem sistemu velja P r = 0. Ker polegtega v tem sistemu velja �se Pp = 0, dobimo M (0)02 = M (0)03 = 0. Z uporabo povezave medkomponentami M ik in vektorjem M, za slednjega dobimoMx =M (0)x ; My = M (0)yq1� V 2
2 ; Mz = M (0)zq1� V 2
2 :

�BPolje, v. 1



Poglavje 3Naboji v elektromagnetnih poljihx15 Osnovni del
i v teoriji relativnostiInterak
ije med del
i lahko opi�semo s pomo�
jo polja sile. Namesto da bi rekli, da dele
 delujena drug dele
, raje re�
emo, da dele
 okoli sebe ustvari polje; dolo�
ena sila potem deluje navsak drug dele
, ki se v tem polju nahaja. V klasi�
ni mehaniki je polje le uporaben na�
in opisainterak
ije med del
i. V teoriji relativnosti pa ima zaradi kon�
ne hitrosti �sirjenja interak
ijta pojem veliko globlji pomen. Sile, ki delujejo na dele
 ob danem trenutku niso dolo�
ene spolo�zaji ostalih del
ev ob istem trenutku. Sprememba polo�zaja enega izmed del
ev bo imelavpliv na druge del
e �sele po nekem �
asovnem intervalu. To pomeni, da je polje del �zikalnerealnosti in ne le na�
in opisovanja. V relativisti�
ni mehaniki ne smemo govoriti o neposredniinterak
iji med del
i, ki so med seboj oddaljeni. Do interak
ij lahko ob nekem trenutkupride le med dvema \sosednjima" to�
kama v prostoru: interak
ije so dotikalne (kontaktne).Smiselno lahko govorimo le o interak
iji nekega del
a s poljem in o posledi�
ni interak
iji poljaz drugim del
em.Obravnavali bomo dve vrsti polj, gravita
ijska in elektromagnetna. Gravita
ijska polja sibomo ogledali v poglavjih od 10 do 14, ostala poglavja pa so posve�
ena elektromagnetnimpoljem.Preden si ogledamo interak
ije del
ev z elektromagnetnim poljem, bomo na kratko spre-govorili o pojmu \del
a" v relativisti�
ni mehaniki.V klasi�
ni mehaniki lahko vpeljemo pojem togega telesa, ki se pod nobenim pogojem nedeformira. V teoriji relativnosti bi lahko kot toga smatrali tista telesa, ki se ne spreminjajo vopazovalnem sistemu, v katerem mirujejo. Hitro pa se lahko prepri�
amo, da je zaradi zakonovrelativisti�
ne mehanike obstoj tak�snih teles v splo�snem nemogo�
.Predstavljajmo si na primer okrogel disk, ki se vrti okoli svoje osi, in predpostavimo, da jetog. Opazovalni sistem, v katerem disk miruje, vsekakor ni iner
ialen. Za vsak in�nitezimalensestavni del diska pa lahko vpeljemo iner
ialen sistem, v katerem ta del ob danem trenutkumiruje; za razli�
ne sestavne dele diska, ki imajo razli�
ne hitrosti, bodo tudi ti sistemi ra-zli�
ni. Oglejmo si in�nitezimalne odseke lo�
ne dol�zine, ki le�zijo v smeri izbranega krajevnegavektorja. Ker je disk tog, bo dol�zina vsakega izmed teh odsekov (v ustreznem iner
ialnemopazovalnem sistemu) enaka dol�zini, ki bi jo odsek imel v mirujo�
em disku. Isto dol�zinobi izmeril tudi opazovale
, ki miruje, in mimo katerega bi se izbran odsek gibal ob danemtrenutku, saj je vsak odsek pravokoten na svojo hitrost in zato ni podvr�zen Lorentzevemuskr�
enju. Zato je 
elotna dol�zina polmera diska, kot jo izmeri mirujo�
i opazovale
, enaka kot47



48 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 16bi bila pri mirujo�
em disku. Po drugi strani pa je dol�zina vsakega in�nitezimalno kratkegaodseka v smeri obsega diska podvr�zena Lorentzevi skr�
itvi, zato je dol�zina 
elotnega obsega(kot jo izmeri mirujo�
i opazovale
 in ki je enaka vsoti dol�zin vseh odsekov) manj�sa, ko jedol�zina obsega mirujo�
ega diska. Pridemo do zaklju�
ka, da se mora zaradi vrtenja diska spre-meniti razmerje med obsegom in polmerom (kot ga izmeri mirujo�
i opazovale
), in to ni ve�
enako 2�. Ta rezultat je nesmiseln, kar pomeni, da disk dejansko ne more biti tog in da jepri vrtenju pride do kompleksne deforma
ije, ki je odvisna od elasti�
nih lastnosti materiala,in katerega je disk narejen.Da toga telesa ne morejo obstajati, lahko poka�zemo tudi druga�
e. Predpostavimo, da togotelo spravimo v gibanje z delovanjem zunanje sile, ki prijemlje v eni sami to�
ki. �Ce bi telobilo togo, bi se vse to�
ke za�
ele gibati isto�
asno kot to�
ka, v kateri sila deluje; v nasprotnemprimeru bi se telo deformiralo. Zaradi teorije relativnosti pa to ni mogo�
e, ker se sila v nekito�
ki prenese na ostale s kon�
no hitrostjo, zato se ne morejo vse to�
ke za�
eti gibati ob istem�
asu.Od tod lahko potegnemo ve�
 sklepov o \osnovnih" del
ih, to so tak�sni del
i, katerih stanjelahko povsem opi�semo, �
e podamo njihove tri koordinate in tri komponente hitrosti njihovegagibanja kot 
elote. O�
itno je, da �
e bi osnovni dele
 imel kon�
no razse�znost v prostoru, nebi smel biti deformabilen, saj je pojem deformabilnosti povezan z mo�znostjo neodvisnegagibanja posameznih delov telesa. Vendar pa smo ugotovili, da je v teoriji relativnosti obstojtogih teles nemogo�
.Zaklju�
imo torej, da v klasi�
ni (nekvantni) relativisti�
ni mehaniki osnovnim del
em nemoremo pripisati kon�
ne razse�znosti. Z drugimi besedami, v okviru klasi�
ne teorije moramoosnovne del
e smatrati kot to�
kaste. �x16 �Cetverni poten
ial poljaZa dele
, ki se giblje v vnaprej podanem elektromagnetnem polju, je ak
ija sestavljena iz dvehprispevkov: iz ak
ije (8.1) za prosti dele
 in iz �
lena, ki opisuje interak
ijo del
a s poljem.Slednji �
len mora vsebovati koli�
ine, ki opisujejo dele
, in koli�
ine, ki opisujejo polje.Izka�ze se yaslednje trditve moramo smatrati v dolo�
eni meri kot posledi
e eksperimentalnihpodatkov. Oblike ak
ije za dele
 v elektromagnetnem polju ne moremo dolo�
iti na osnovisplo�snih razmislekov (kot je na primer zahteva o relativisti�
ni invariantnosti). Ti bi v ena�
bi(16.1) dopu�s�
ali �
lene oblike R Ads, kjer je A skalarna funk
ija.Da ne bo nesporazuma, naj ponovimo, da se tu ukvarjamo s klasi�
no (in ne kvantno)teorijo, zato se ne oziramo na pojave, ki so povezani z lastno vrtilno koli�
ino del
ev (spinom)., da so lastnosti del
a pri njegovih interak
ijah z elektromagnetnim poljem povsem dolo�
enez enim samim parametrom, nabojem del
a e. Naboj je lahko pozitiven, negativen ali pa enakni�
. Lastnosti polja so opisane s �
etver
em Ai, �
etvernim poten
ialom (angl. four-potential),katerega koordinate so funk
ije koordinat in �
asa. Te koli�
ine se v ak
iji pojavljajo v obliki�e
 Z ba Ai dxi;kjer moramo vrednosti funk
ije Ai vzeti v to�
kah na svetovni
i del
a. Faktor 1=
 smo vpeljalizaradi prikladnosti. Poudariti moramo, da vse dokler nimamo ena�
b, ki povezujejo naboj ali�Kvantna mehanika to mo�
no spremeni, vendar je tudi v tem primeru izjemno te�zko vpeljati karkoli drugegakot to�
kovne interak
ije.yNPolje, v. 1



16 �CETVERNI POTENCIAL POLJA 49poten
iale z �ze poznanimi koli�
inami, smemo enote za merjenje teh novih koli�
in poljubnoizbrati. �Ak
ija za naboj v elektromagnetnem polju je zatoS = Z ba ��m
ds� e
Ai dxi� : (16.1)Prostorske komponente �
etvernega poten
iala Ai tvorijo tridimenzionalni vektor A, kise imenuje vektorski poten
ial polja. �Casovna komponenta se imenuje skalarni poten
ial;ozna�
imo ga z A0 = �. Zato je Ai = (�;A): (16.2)Integral ak
ije lahko zapi�semo v oblikiS = Z ba ��m
ds+ e
A � dr� e�dt� :Vpeljemo dr=dt = v in pretvorimo integrand tako, da so vsi integrali izra�
unani po �
asu t:S = Z t2t1  �m
2r1� v2
2 + e
A � v � e�! dt: (16.3)Integrand je kar Lagrangeva funk
ija za dele
 v elektromagnetnem poljuL = �m
2r1� v2
2 + e
A � v � e�: (16.4)Ta funk
ija se lo�
i od Lagrangeve funk
ije za prosti dele
 (8.2) po tem, da vsebuje �
lena(e=
)A � v� e�, ki opisujeta interak
ijo naboja s poljem.Odvod �L=�v je kanoni�
ni moment (angl. generalized momentum) del
a; ozna�
imo ga zP. �Ce odvod izra�
unamo, dobimoP = mvq1� v2
2 + e
A = p+ e
A: (16.5)Tu smo z p ozna�
ili gibalno koli�
ino (angl. ordinary momentum) del
a.Iz Lagrangeve funk
ije lahko izra�
unamo Hamiltonovo funk
ijo del
a v polju s pomo�
josplo�sne ena�
be H = v � �L�v � L:Vstavimo (16.4) in dobimo H = m
2q1� v2
2 + e�: (16.6)Vendar pa moramo Hamiltonovo funk
ijo zapisati kot funk
ijo kanoni�
nega momenta del
a,in ne kot funk
ijo hitrosti.�O izbiri enot je govora v x27. Polje, v. 1



50 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 17Iz (16.5) in (16.6) je razvidno, da je zveza med H � e� in P � (e=
)A enaka, kot zvezamed H in p v odsotnosti polja, torej�H� e�
 �2 = m2
2 + �P� e
A�2 ; (16.7)ali H =rm2
4 + 
2 �P� e
A�2 + e�: (16.8)Pri nizkih hitrostih, torej v klasi�
ni mehaniki, Lagrangeva funk
ija (16.4) postaneL = mv22 + e
A � v� e�: (16.9)V tem pribli�zku je p = mv = P� e
A;in dobimo naslednji izraz za Hamiltonovo funk
ijoH = 12m �P� e
A�2 + e�: (16.10)Kon�
no zapi�simo �se Hamilton-Ja
obijevo ena�
bo za dele
 v elektromagnetnem polju.Dobimo jo, �
e v ena�
bi, ki dolo�
a Hamiltonovo funk
ijo, nadomestimo P z �S=�r in H z�(�S=�t). Tako iz (16.7) dobimo�rS � e
A�2 � 1
2 ��S�t + e��2 +m2
2 = 0: (16.11)x17 Gibalne ena�
be del
a v poljuNa naboj v polju deluje sila polja, so�
asno pa tudi dele
 deluje na polje in ga spreminja.Vendarle, �
e naboj e ni velik, lahko vpliv naboja na polje zanemarimo. V tem primeruobravnavamo gibanje del
a v vnaprej podanem polju in predpostavimo, da polje samo niodvisno od koordinat ali hitrosti naboja. Natan�
ne pogoje, ki jim mora naboj zadostiti, daga lahko smatramo kot zadosti majhnega, bomo opisali kasneje (glej x75). V nadaljevanjubomo privzeli, da so ti pogoji izpolnjeni.Poiskati moramo torej gibalne ena�
be naboja v podanem elektromagnetnem polju. Teena�
be dobimo z variiranjem ak
ije, zato so enake Lagrangevim ena�
bamddt ��L�v� = �L�r ; (17.1)kjer je L podan z ena�
bo (16.4).Odvod �L=�v je moment iz ena�
be (16.5). Desno stran ena�
be (17.1) zapi�semo kot�L�r = rL = e
r(A � v)� er�:Uporabimo ena�
bo iz vektorske analizer(a � b) = (a � r)b+ (b � r)a+ b� (r� a) + a� (r� b);Polje, v. 1



17 GIBALNE ENA�CBE DELCA V POLJU 51kjer sta a in b poljubna vektorja. To pravilo uporabimo za koli�
ino A � v in upo�stevamo, damoramo po r odvajati pri konstantni hitrosti. Tako dobimo�L�r = e
 (v � r)A+ e
v � (r�A)� er�: (17.2)Lagrangevo ena�
bo lahko torej zapi�semo v oblikiddt �p+ e
A� = e
 (v � r)A+ e
v� (r�A)� er�:Totalni diferen
ial ( dA=dt) dt je sestavljen iz dveh prispevkov: iz spremembe vektorskegapoten
iala po �
asu v �ksni to�
ki prostora, (�A=�t) dt, in iz spremembe zaradi premika iz eneto�
ke prostora v drugo, oddaljeno za dr. Ta prispevek je enak ( dr � r)A. Dobimo torejdAdt = �A�t + (v � r)A:To vstavimo v prej�snji izraz in kon�
no dobimodpdt = �e
 �A�t � er�+ e
v � (r�A): (17.3)To je gibalna ena�
ba del
a v elektromagnetnem polju. Na levi strani stoji odvod gibalnekoli�
ine del
a po �
asu. Zato je izraz na desni strani ena�
be (17.3) sila, ki deluje na naboj velektromagnetnem polju. Sila je sestavljena iz dveh prispevkov. Prvi (prvi in drugi �
len vena�
bi 17.3) ni odvisen od hitrosti del
a, drugi prispevek (tretji �
len) pa je odvisen od hitrosti,in si
er je sorazmeren s hitrostjo in ka�ze v pravokotni smeri nanjo.Sila prve vrste, prera�
unana na enoto naboja, se imenuje jakost elektri�
nega polja (angl.ele
tri
 �eld intensity); ozna�
imo jo z E. Po de�ni
iji je torejE = �1
 �A�t �r�: (17.4)Faktor, ki je pomno�zen z v=
 pri sili druge vrste, se imenuje jakost magnetnega polja(angl. magneti
 �eld intensity). Ozna�
imo jo z H. Po de�ni
iji je torejH = r�A: (17.5)�Ce je v elektromagnetnem poljuE 6= 0, vendarH = 0, potem imamo opravka z elektri�
nimpoljem; �
e je E = 0 in H 6= 0, pa je to magnetno polje. V splo�snem je elektromagnetno poljesuperpozi
ija elektri�
nega in magnetnega polja.Omenimo naj �se, da je E polarni vektor, H pa aksialni.Gibalno ena�
bo za naboj v elektromagnetnem polju lahko sedaj zapi�semo kotdpdt = eE+ e
v �H: (17.6)Izraz na desni se imenuje Lorentzeva sila. Prvi �
len (sila, s katero na naboj deluje elektri�
nopolje) ni odvisen od hitrosti naboja, in ka�ze v smeri polja E. Drugi �
len (sila, s katero nanaboj deluje magnetno polje) je sorazmeren s hitrostjo in ka�ze v smeri, ki je pravokotna nahitrost in na magnetno polje H. Polje, v. 1



52 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 18Pri hitrostih, ki so majhne v primerjavi s svetlobno, je gibalna koli�
ina p pribli�zno enakaklasi�
nemu izrazu mv, in gibalno ena�
bo (17.6) lahko zapi�semo v oblikim dvdt = eE+ e
v �H: (17.7)Sedaj bomo izpeljali ena�
bo za hitrost spreminjanja kineti�
ne energije del
a �, torej odvoddEkindt = ddt 0� m
2q1� v2
2 1A :Hitro se lahko prepri�
amo, da je dEkindt = v � dpdt :Vstavimo dp=dt iz (17.6) in upo�stevamo, da je v �H � v = 0, pa dobimodEkindt = eE � v: (17.8)Hitrost spreminjanja kineti�
ne energije je enaka delu, ki ga opravi polje nad del
em naenoto �
asa. Iz (17.8) je razvidno, da je to delo enako zmno�zku hitrosti in sile, s kateroelektri�
no polje deluje na dele
. Delo, ki ga polje opravi v �
asu dt, torej ob premiku nabojaza razdaljo dr, je o�
itno enako eE � dr.Poudariti moramo, da na naboje opravlja delo le elektri�
no polje; magnetno polje neopravi ni�
 dela nad nabojem, ki se v njem giblje. To je posledi
a dejstva, da je sila, s kateromagnetno polje deluje na dele
, vedno pravokotna na hitrost del
a.Ena�
be mehanike se invariantne proti spremembi smeri �
asa, torej na zamenjavo prihod-nosti in preteklosti. Druga�
e povedano, mehanika je enaka v obeh �
asovnih smereh: �
e je nekogibanje po zakonih mehanike mogo�
e, potem je mogo�
e tudi obrnjeno gibanje, pri kateremgre sistem skozi enaka stanja v obratnem vrstnem redu.Hitro lahko preverimo, da to velja tudi za elektromagnetno polje v teoriji relativnosti.V tem primeru pa moramo poleg zamenjave t ! �t spremeniti tudi predznak magnetnegapolja. Vidimo, da se gibalne ena�
be (17.6) ne spremenijo, �
e naredimo zamenjavot! �t; E! E; H! �H: (17.9)Iz (17.4) in (17.5) sledi, da se ob tem skalarni poten
ial ne spremeni, vektorski poten
ialpa spremeni predznak: �! �; A! �A: (17.10)�Ce je mo�zno neko gibanje v elektromagnetnem polju, potem je mo�zno tudi obrnejo gibanjev polju, pri katerem je obrnjena smer polja H.NALOGANALOGA Izrazi pospe�sek del
a z njegovo hitrostjo, ter z jakostma elektri�
nega in magnetnegapolja.Re�sitev: V gibalno ena�
bo (17.6) vstavimo p = vEkin=
2 in uporabimo izraz (17.8) za dEkin= dt.Dobimo _v = emr1� v2
2 �E+ 1
v �H� 1
2v(v �E)� :� S \kineti�
no" energijo dejansko mislimo energijo (9.4), ki vsebuje tudi mirovno energijo.Polje, v. 1



19 UMERITVENA INVARIANCA 53x18 Umeritvena invarian
aOglejmo si, do kak�sne mere sta poten
iala enoli�
no dolo�
ena. Najprej poudarimo to, da jepolje opredeljeno z njegovim u�
inkom na gibanje nabojev, ki se nahajajo v njem. V gibalniena�
bi (17.6) ne nastopata poten
iala, temve�
 jakosti polja E inH. Zato sta dve polji �zikalnoenaki, �
e sta opisani z enakima vektorjema E in H.�Ce sta poten
iala � in A vnaprej podana, poten sta polji E in H enoli�
no dolo�
enipreko zvez (17.4) in (17.5). Vseeno pa lahko enakemu polju ustrezajo razli�
ni poten
iali.To doka�zemo tako, da vsaki komponenti poten
iala dodamo koli�
ino ��f=�xk, kjer je fpoljubna funk
ija koordinat in �
asa. Poten
ial Ak torej postaneA0k = Ak � �f�xk : (18.1)Zaradi te spremembe se v integralu ak
ije (16.1) pojavi dodatni �
lene
 �f�xk dxk = d�e
f� ; (18.2)ki je totalni diferen
ial in zato ne vpliva na gibalno ena�
bo (glej Mehanika, x2).�Ce namesto �
etver
a poten
iala lo�
eno zapi�semo skalarni in vektorski poten
ial, namestoxi pa koordinate 
t; x; y; z, poten lahko �stiri ena�
be (18.1) zapi�semo v oblikiA0 = A+rf; �0 = �� 1
 �f�t : (18.3)Hitro se lahko prepri�
amo, da se elektri�
no in magnetno polje, dolo�
ena z ena�
bama (17.4) in(17.5), dejansko ne spremenita, �
e zamenjamo A in � z A0 in �0 iz (18.3). Zato transforma
ija(18.1) ne spremeni elektromagnetnega polja. Poten
iala nista enoli�
no dolo�
ena; vektorskije dolo�
en do gradienta poljubne funk
ije natan�
no, skalarni pa do �
asovnega odvoda istefunk
ije natan�
no.Vidimo, da lahko na primer pri�stejemo poljuben konstanten vektor k vektorskemu poten-
ialu in poljubno konstanto k skalarnemu poten
ialu. To je razvidno iz dejstva, da de�ni
ijipolj E in H vsebujeta le odvode poten
ialov A in �, zato dodatne konstante ne vplivajo najakosti polja.Fizikalni pomen imajo samo tiste koli�
ine, ki so invariantne proti transforma
iji poten-
ialov (18.3); zato morajo biti proti tej transforma
iji invariantne vse ena�
be. Ta invarian
ase imenuje umeritvena invarian
a (angl. gauge invarian
e, nem. ei
hinvarianz). �Ker poten
iali niso enoli�
ni, imamo na voljo svobodno izbiro, s katero lahko zahtevamo,da poten
iali zadostijo enemu dodatnemu pogoju. Poudariti moramo, da si lahko izberemoen dodatni pogoj, ker si lahko poljubno izberemo eno funk
ijo f v (18.3). Vedno si lahkopoten
iale izberemo tako, da je skalarni poten
ial � enak ni�
. �Ce vektorski poten
ial ni enakni�
, potem ga v splo�snem ne moremo postaviti na ni�
, saj pogojA = 0 predstavlja tri dodatnepogoje (za tri komponente vektorja A).x19 Nespremenljivo elektromagnetno poljeNespremenljivo elektromagnetno polje je tak�sno polje, ki se ne spreminja s �
asom. O�
itno silahko poten
iala nespremenljivega polja izberemo tako, da sta ta odvisna le od koordinate,� Poudariti moramo, da je invarian
a povezana s podmeno, da je naboja e v ena�
bi (18.2) konstanten. Zatosta umeritvena invarian
a ena�
b elektrodinamike in ohranitev naboja tesno povezani. Polje, v. 1



54 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 19ne pa od �
asa. Nespremenljivo magnetno polje je kot prej enako H = r�A. Nespremenljivoelektri�
no polje pa je enako E = �r�: (19.1)Nespremenljivo elektri�
no polje je torej dolo�
eno izklju�
no s skalarnim poten
ialom, nespre-menljivo magnetno polje pa izklju�
no z vektorskim poten
ialom.V prej�snjem razdelku smo pokazali, da poten
iala nista enoli�
no dolo�
ena. Vendar pa selahko hitro prepri�
amo, da �
e opi�semo elektromagnetno polje s poten
ialoma, ki nista �
asovnoodvisna, potem lahko k skalarnemu poten
ialu dodamo le poljubno konstanto (ki ni odvisnaod koordinat ali �
asa), ne da bi s tem spremenili polje. Obi�
ajno si � izberemo tako, da imadolo�
eno vrednost v neki to�
ki v prostoru; najbolj pogosto si ni�
lo poten
iala � izberemo vneskon�
nosti. Tedaj je predhodno omenjena poljubna konstanta dolo�
ena in skalarni poten
ialpolja je enoli�
no dolo�
en.Po drugi strani pa podobno kot prej vektorski poten
ial ni enoli�
no dolo�
en niti pri nespre-menljivem elektromagnetnem polju; pri�stejemo mu namre�
 lahko gradient poljubne funk
ijekoordinat.Izra�
unajmo energijo naboja v nespremenljivem elektromagnetnem polju. �Ce je poljenespremenljivo, potem tudi Lagrangeva funk
ija ni ekspli
itno odvisna od �
asa. Kot �ze vemo,se v tem primeru energija ohranja in je po vrednosti enaka Hamiltonovi funk
iji.Po (16.6) velja E = m
2q1� v2
2 + e�: (19.2)Zaradi prisotnosti polja se v izrazu za energijo pojavi dodatni �
len e�, ki predstavljapoten
ialno energijo naboja v polju. Poudariti moramo dejstvo, da je energija odvisna le odskalarnega poten
iala, ne pa od vektorskega. To pomeni, da magnetno polje ne vpliva naenergijo del
a. Energijo del
a lahko spremeni le elektri�
no polje. To je povezano s tem, dalahko na naboj opravi delo le elektri�
no polje, ne pa tudi magnetno.�Ce je jakost polja enaka v vseh to�
kah prostora, potem tak�sno polje imenujemoenakomerno (homogeno). Skalarni poten
ial homogenega elektri�
nega polja lahko zapi�semo zjakostjo polja v obliki � = �E � r: (19.3)Ker je E = konst, velja r(E � r) = (E � r)r = E.Vektorski poten
ial homogenega magnetnega polja lahko zapi�semo z jakostjo polja v oblikiA = 12H� r: (19.4)Ker je H = konst, lahko s pomo�
jo ena�
b, ki jih poznamo iz vektorske analize, poka�zemo, davelja r� (H� r) = Hr � r� (H � r)r = 2H(pri tem upo�stevamo, da je r � r = 3).Vektorski poten
ial homogenega polja lahko zapi�semo tudi kotAx = �Hy; Ay = Az = 0: (19.5)(os z je v smeri polja H). Preprosto lahko preverimo, da tudi pri tej izbiri poten
iala A veljaH = r � A. V skladu s transforma
ijskim pravilom (18.3), se poten
iala (19.4) in (19.5)Polje, v. 1



20 GIBANJE V NESPREMENLJIVEM HOMOGENEM ELEKTRI�CNEM POLJU 55med seboj razlikujeta za gradient neke funk
ije: ena�
bo (19.5) dobimo iz ena�
be (19.4), �
epri�stejemo rf , kjer je f = �xyH=2. NALOGANALOGA Zapi�si varia
ijsko na�
elo za tir del
a (Maupertuisovo na�
elo) v nespremenljivem elek-tromagnetnem polju v okviru relativisti�
ne mehanike.Re�sitev: Maupertuisovo na�
elo je trditev, da �
e se energija del
a ohranja (gibanje v nespre-menljivem polju), lahko tir dolo�
imo iz varia
ijske ena�
beÆ Z P � dr = 0;kjer je P posplo�sena gibalna koli�
ina del
a, izra�zena z energijo in diferen
iali koordinat, integrirati pamoramo po tiru del
a. �lej Mehanika,x 44. Vstavimo P = p+ (e=
)A in upo�stevamo, da smeri p indr sovpadata. Dobimo Æ Z �p dl + e
A � dr� = 0;kjer je dl = p dr2 diferen
ial lo�
ne dol�zine. Iz ena�
bep2 +m2
2 = �E � e�
 �2dolo�
imo p in kon�
no dobimoÆ Z 24s�E � e�
 �2 �m2
2 dl + e
A � dr35 = 0:
x20 Gibanje v nespremenljivem homogenem elektri�
nempoljuOglejmo si gibanje naboja e v nespremenljivem homogenem elektri�
nem polju E. Polje najka�ze v smeri osi X. Dele
 se o�
itno giblje v ravnini. Ta ravnina naj bo XY . Gibalne ena�
be(17.6) postanejo _px = eE; _py = 0(s piko ozna�
ujemo odvajanje po t), tako da jepx = eEt; py = p0: (20.1)Izhodi�s�
e za merjenje �
asa si izberemo v trenutku, ko je px = 0; p0 je gibalna koli�
ina del
av tistem trenutku.Kineti�
na energija del
a (energija brez poten
ialne energije del
a v polju) je Ekin =
pm2
2 + p2. Vstavimo (20.1) in dobimoEkin =pm2
4 + 
2p02 + (
eEt)2 =qE02 + (
eEt)2; (20.2)�G Polje, v. 1



56 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 21kjer je E0 energija ob �
asu t = 0.Po (9.8) je hitrost del
a enaka v = p
2=Ekin. Hitrost vx = _x je torejdxdt = px
2Ekin = 
2eEtqE02 + (
eEt)2 :Izraz integriramo in dobimo x = 1eEqE02 + (
eEt)2: (20.3)Integra
ijsko konstanto postavimo na ni�
. �Koordinato y dolo�
imo tako, da upo�stevamodydt = py
2Ekin = p0
2p(E0)2 + (
eEt)2 ;od koder dobimo y = p0
eE sinh�1�
eEtE0 � : (20.4)Ena�
bo trajektorije dobimo, �
e t izrazimo z y iz (20.4) in to vstavimo v (20.3). Tako dobimox = E0eE 
osh eEyp0
 : (20.5)V homogenem elektri�
nem polju se naboj torej giblje po veri�zni
i.�Ce je hitrost del
a v � 
, potem velja p0 = mv0, E0 =m
2, izraz (20.5) pa lahko razvijemopo poten
ah 1=
. �Ce obdr�zimo le �
lene najvi�sjega reda dobimox = eE2mv02 y2 + konst;in ugotovimo, da se dele
 giblje po paraboli, kar je dobro poznan rezultat iz klasi�
ne mehanike.x21 Gibanje v nespremenljivem homogenem magnetnempoljuObravnavajmo gibanje naboja e v homogenem magnetnem polju H. Polje naj ka�ze v smeriosi Z. Gibalno ena�
bo _p = e
v �Hzapi�semo v druga�
ni obliki, tako da vanjo vstavimo gibalno koli�
ino iz ena�
be (9.8)p = Ev
2 ;�Ta rezultat (za p0 = 0) je enak re�sitvi nalogi relativisti�
nega gibanja s konstantnim \lastnim pospe�skom"w0 = eE=m (glej nalogo v x7). Pri gibanju v elektri�
nem polju je konstantnost pospe�ska povezana s tem, daelektri�
no polje ne spremeni Lorentzevih transforma
ij, katerih hitrost V je v smeri polja (glej x24).Polje, v. 1



21 GIBANJE V NESPREMENLJIVEM HOMOGENEM MAGNETNEM POLJU 57kjer je E energija del
a, ki je v magnetnem polju konstantna. Ena�
ba gibanje je torejE
2 dvdt = e
v �H; (21.1)ali po komponentah: _vx = !vy; _vy = �!vx; _vz = 0; (21.2)kjer smo vpeljali okraj�savo ! = e
HE : (21.3)Drugo ena�
bo (21.2) pomno�zimo z i in in jo pri�stejemo k prvi:ddt(vx + ivy) = �i!(vx + ivy):Re�sitev je vx + ivy = ae�i!t; (21.4)kjer je a kompleksna konstanta. Zapi�semo jo lahko v obliki a = v0te�i�, kjer sta v0t in arealni koli�
ini. Sledi vx + ivy = v0te�i(!t+�);�
e lo�
imo realni in imaginarni del, pa dobimovx = v0t 
os(!t+ �); vy = v0t sin(!t+ �): (21.5)Konstanti v0t in � sta dolo�
eni z za�
etnimi pogoji; � je za�
etna faza, v0t pa je hitrost del
av XY ravnini, kar je razvidno iz (21.5), saj veljav0t =qv2x + v2y: (21.6)Ta hitrost se s �
asom ne spreminja.Iz (21.5) dobimo z integriranjemx = x0 + r sin(!t+ �); y = y0 + r 
os(!t+ �); (21.7)kjer je r = v0t! = v0tEe
H = 
pteH (21.8)(pt je projek
ija gibalne koli�
ine na ravnino XY ). Iz tretje ena�
be (21.2) dobimo vz = v0z,zato je z = z0 + v0zt: (21.9)Iz (21.7) in (21.9) je razvidno, da se naboj giblje v homogenem magnetnem polju povija�
ni
i, katere os ka�ze v smeri magnetnega polja, njen polmer r pa je podan z (21.8). Hitrostdel
a se s �
asom ne spreminja. V posebnem primeru, ko je v0z = 0, torej ko je komponentahitrosti naboja v smeri polja enaka ni�
, se dele
 giblje po krogu v ravnini, ki je pravokotnana polje.Iz ena�
b razberemo, da je koli�
ina ! kotna frekven
a vrtenja del
a v ravnini, pravokotnina polje. Polje, v. 1



58 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 21�Ce je hitrost del
a nizka, potem pribli�zno velja E = m
2. Frekven
a ! je tedaj enaka! = eHm
 : (21.10)Sedaj bomo privzeli, da je magnetno polje homogeno, vendar se po�
asi spreminja njegovajakost in smer. Oglejmo si, kako se v tem primeru spremeni gibanje del
a.Iz klasi�
ne mehanike vemo, da kadar se pogoji gibanja po�
asi spreminjajo, potem nekaterekoli�
ine, imenovane adiabatske invariante, ostanejo konstantne. Ker je gibanje v ravnini, kije pravokotna na magnetno polje, periodi�
no, je adiabatska invarianta integralI = 12� I Pt � dr; (21.11)ki ga izra�
unamo po 
elotni periodi gibanja, torej v tem primeru po obsegu kroga (Pt jeprojek
ija kanoni�
ne gibalne koli�
ine na ravnino, ki je pravokotna na H � ). Vstavimo Pt =pt + (e=
)A in dobimoI = 12� I Pt � dr = 12� I pt � dr+ e2�
 I A � dr:Gibalna koli�
ina je pt ima konstantno velikost in ka�ze v smeri dr; v drugem �
lenu upora-bimo Stokesov izrek in upo�stevamo, da je r�A = H. y Dobimo:I = rpt � e2
Hr2 = 
p2t2eH : (21.12)Od tod je razvidno, da se pri po�
asnem spreminjanju H tangentna gibalna koli�
ina pt sprem-inja sorazmerno z pH.Ta rezultat lahko uporabimo tudi v drugem primeru, ko se dele
 giblje po vija�
ni
i vmagnetnem polju, ki ni povsem homogeno (polje mora biti tak�sno, da se spremeni le malo narazdalji, primerljivi s polmerom in korakom vija�
ni
e). Tak�sno gibanje lahko smatramo kotgibanje po kro�zni orbiti, ki se s �
asom premika, glede na orbito pa se polje spreminja s �
asom,vendar je ves �
as homogeno. Re�
emo lahko, da se komponenta gibalne koli�
ine, ki je pre�
nana polje, spreminja kot pt = pCH, kjer je C konstanta, H pa neka funk
ija koordinat. Podrugi strani pa se energija del
a (in posledi�
no kvadrat gibalne koli�
ine p2) ne spreminja, takokot pri vsakem drugem gibanju v magnetnem polju. Zato se vzdol�zna komponenta gibalnekoli�
ine spreminja po ena�
bi p2l = p2 � p2t = p2 � CH(x; y; z): (21.13)Ker mora vedno veljati p2l � 0, dele
 ne more predreti v podro�
ja, kjer je polje zadostiveliko (CH > p2). Pri gibanju v smeri nara�s�
ajo�
e jakosti polja se polmer vija�
ne trajektorije�Glej Mehanika, x49. Tudi v splo�snem so integrali R pdq, izra�
unani po periodi izbrane koordinate q,adiabatske invariante. V na�sem primeru sta periodi obeh koordinat v ravnini, ki je pravokotna na H, enaki,zato smo integral I zapisali kot vsoto ustreznih dveh adiabatskih invariant. Vendarle pa vsaka izmed teh dvehinvariant sama po sebi nima posebnega pomena, saj je odvisna od izbire vektorskega poten
iala polja, ki pani enoli�
na. Neenoli�
nost adiabatskih invariant je posledi
a dejstva, da kadar je magnetno polje homogenopo 
elotnem prostoru, potem niti na�
eloma ne moremo dolo�
iti elektri�
nega polja, ki bi se pojavilo zaradisprememb v H, saj je to odvisno od spe
i��
nih pogojev v neskon�
nosti.yNaboj se pri dani smeri polja H vrti v obratni smeri urinega kazal
a, �
e gledamo v smeri H. Od todnegativni predznak v drugem �
lenu.Polje, v. 1



22 GIBANJE NABOJA V NESPREMENLJIVEM HOMOGENEM ELEKTRI�CNEM INMAGNETNEM POLJU 59zmanj�suje kot pt=H (in je torej sorazmeren z 1=pH), korak vija�
ni
e pa kot pl. Ko dose�zemomejno to�
ko, kjer je pl = 0, se dele
 odbije: �se vedno se bo vrtel v isti smeri, vendar se bogibal v nasprotni smeri gradienta polja.Zaradi nehomogenosti polja se lahko pojavi �se en pojav { po�
asno pre�
no premikanje(angl. drift) smernega sredi�s�
a (angl. guiding 
enter; tako imenujemo sredi�s�
e kro�zne orbite)vija�
ne trajektorije del
a; ta pojav si bomo ogledali v tretji nalogi naslednjega razdelka.NALOGANALOGA Izra�
unaj frekven
o nihanja nabitega prostorskega nihala, ki le�zi v nespremenljivemhomogenem magnetnem polju; lastna frekven
a nihanja nihala (v odsotnosti polja) je !0.Re�sitev: Ena�
be vsiljenega nihanja nihala v magnetnem polju (ki je usmerjeno v smeri osi Z) so:�x+ !02x = eHm
 _y; �y + !02y = �eHm
 _x; �z + !02z = 0:Drugo ena�
bo pomno�zimo z i in jo pri�stejemo k prvi. Dobimo�� + !02� = �eHm
 _�;kjer je � = x + iy. Od tod lahko razberemo, da je frekven
a nihanja nihala v ravnini, pravokotni napolje, enaka ! =s!02 + 14 �eHm
�2 � eH2m
:�Ce je polje H �sibko, se ta izraz poenostavi v! = !0 � eH=2m
:Nihanje v smeri polja je nespremenjeno.x22 Gibanje naboja v nespremenljivem homogenem elek-tri�
nem in magnetnem poljuKon�
no si oglejmo �se gibanje naboja v primeru, ko sta prisotna tako elektri�
no in magnetnopolje, ki sta nespremenljiva in homogena. Omejili se bomo na primer, ko je hitrost majhna(v � 
), tako da je gibalna koli�
ina podana s klasi�
nim izrazom p = mv; kot bomo videlikasneje, mora zaradi tega biti elektri�
no polje �sibko v primerjavi z magnetnim.Polje H naj ka�ze v smeri osi Z, ravnina, ki je napeta na vektorja H in E, pa naj boravnina Y Z. Gibalno ena�
bo m _v = eE+ e
v �Hlahko razpi�semo po komponentah kotm�x = e
 _yH; m�y = eEy � e
 _xH; m�z = eEz: (22.1)Iz tretje ena�
be je razvidno, da se v smeri osi Z naboj giblje enakomerno pospe�seno, saj veljaz = eEz2m t2 + v0zt: (22.2)Polje, v. 1



60 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 22Drugo ena�
bo (22.1) pomno�zimo z i in jo pri�stejemo k prvi. Dobimoddt( _x+ i _y) + i!( _x+ i _y) = i emEy(! = eH=m
). Integral te ena�
be, pri �
emer kot neznano funk
ijo smatramo _x + i _y, je enakvsoti integrala iste ena�
be brez desne strani in partikularne re�sitve ena�
be z nehomogenim�
lenom. Splo�sna re�sitev je ae�i!t, partikularna re�sitev pa je eEym! = 
Ey=H. Zato je_x+ i _y = ae�i!t + 
EyH :Konstanta a je v splo�snem kompleksna. Zapi�semo jo kot a = bei�, kjer sta b in � realni �stevili.Vidimo, da lahko s primerno izbiro izhodi�s�
a za merjenje �
asa dose�zemo, da je a realen, sajlahko fazo � tako izni�
imo Funk
ijo _x+ i _y razbijemo na realni in imaginarni del in dobimo_x = a 
os!t+ 
EyH ; _y = �a sin!t: (22.3)Ko je t = 0, ka�ze vektor hitrosti v smeri osi X.Komponenti hitrosti del
a sta periodi�
ni funk
iji �
asa. Njuni povpre�
ni vrednosti sta_x = 
EyH ; _y = 0: (22.4)Povpre�
no hitrost gibanja v prekri�zanih elektri�
nem in magnetnem polju pogosto imenujemodrift hitrost. Smer te hitrosti je pravokotna na obe polji in je neodvisna od naboja del
a.Zapi�semo jo lahko v vektorski obliki: v = 
E�HH2 : (22.5)Pri vseh ena�
bah v tem razdelku smo privzeli, da je hitrost del
a majhna v primerjavi ssvetlobno hitrostjo. �Ce naj bo ta pogoj izpolnjen, morata jakosti elektri�
nega in magnetnegapolja zadovoljiti naslednjo zahtevo: EyH � 1; (22.6)pri �
emer sta absolutni velikosti Ey in H lahko poljubni.�Ce ena�
bo (22.3) ponovno integriramo, in �
e si integra
ijske konstante izberemo tako, daob �
asu t = 0 dele
 le�zi na osi Z (x = y = 0), dobimox = a! sin!t+ 
EyH t; y = a! (
os!t� 1): (22.7)�Ce ti ena�
bi smatramo kot parametri�
ni ena�
bi krivulje, ugotovimo, da opisujeta krivuljoimenovano trohoida. Odvisno od tega, ali je a po absolutni vrednosti ve�
ji oziroma manj�siod koli�
ine 
Ey=H, ima projek
ija trajektorije na ravnino XY obliki, prikazani na sliki 3.4(a)oziroma na sliki 3.4(b).�Ce je a = �
Ey=H, potem lahko (22.7) zapi�semo v oblikix = 
Ey!H (!t� sin!t);y = 
Ey!H (1� 
os!t); (22.8)kar pomeni, da je projek
ija trajektorije na ravnino XY 
ikloida (slika 3.4(
)).Polje, v. 1



22 GIBANJE NABOJA V NESPREMENLJIVEM HOMOGENEM ELEKTRI�CNEM INMAGNETNEM POLJU 61
x

y

(a) Trohoida, a > 
Ey=H
x

y

(b) Trohoida, a < 
Ey=H x

y

(
) CikloidaNALOGENALOGA 1. Kako se giblje relativisti�
ni nabiti dele
 v vzporednem elektri�
nem in magnetnempolju?Re�sitev: Magnetno polje nima vpliva na gibanje vzdol�z skupne smeri polj E in H (os Z), zato jeto gibanje dolo�
eno samo z elektri�
nim poljem; po x 20 torej dobimoz = EkineE ; Ekin =qE20 + (
eEt)2:Gibanje v ravnini XY je opisano z ena�
bama_px = e
Hvy; _py = �e
Hvx;ali ddt(px + ipy) = �ieH
 (vx + ivy) = � ieH
Ekin (px + ipy):Od tod sledi px + ipy = pte�i�;kjer je pt konstantna vrednost projek
ije gibalne koli�
ine na ravnino XY , pomo�zna koli�
ina � pa jede�nirana z d� = eH
 dtEkin ;od koder dobimo 
t = E0eE sinh EH�: (1)Poleg tega velja �se px + ipy = pte�i� = Ekin
2 ( _x+ i _y) = eH
 d(x + iy)d� ;od koder sledi x = 
pteH sin�; y = 
pteH 
os�: (2)Ena�
bi (1) in (2), skupaj z ena�
bo z = E0eE 
osh EH�; (3)dolo�
ajo gibanje del
a v parametri�
ni obliki. Trajektorija je vija�
ni
a s polmerom 
pt=eH in monotononara�s�
ajo�
im korakom, vzdol�z katere se dele
 giblje s pojemajo�
o kotno hitrostjo _� = eH
=Ekin in shitrostjo v smeri osi Z, ki nara�s�
a proti vrednosti 
. Polje, v. 1



62 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 22NALOGA 2. Kako se giblje relativisti�
ni nabiti dele
 v prekri�zanih elektri�
nem in magnetnempolju? Obe polji sta po velikosti enaki. �bravnavo gibanja v med seboj pravokotnih elektri�
nem inmagnetnem polju E in H, ki po velikosti nista enaki, lahko z ustrezno transforma
ijo opazovalnegasistema poenostavimo na obravnavo gibanja v �
istem elektri�
nem ali v �
istem magnetnem polju.Re�sitev: Os Z si izberemo v smeri polja H, os Y v smeri polja E, nato pa upo�stevamo �se H = E.Gibalne ena�
be se tedaj zapi�sejodpxdt = e
Evy; dpydt = eE �1� vx
 � ; dpzdt = 0;iz ena�
be (17.8) pa sledi �se dEkind = eEvy:Iz teh ena�
b sledi pz = konst; Ekin � 
px = konst � �:�Ce upo�stevamo ena�
bo E2kin � 
2pxx = (Ekin + 
px)(Ekin � 
px) = 
2p2y + �2(kjer je �2 = m2
4 + 
2p2x = konst), dobimoEkin + 
px = 1� (
2p2y + �2);od tod pa �se Ekin = �2 + 
2p2y + �22� ;px = � �2
 + 
2p2y + �22�
 :Nato zapi�semo Ekin dpydt = eE�Ekin � Ekinvx
 � = eE(Ekin � 
px) = eE�;od koder sledi 2eEt = �1 + �2�2� py + 
23�2 p2y: (1)Tir del
a dobimo tako, da pretvorimo spremenljivke v ena�
bahdxdt = 
2pxEkin ; : : : ;v spremenljivko py z uporabo zveze dt = Ekin dpy=eE�. Z integriranjem nato dobimo kon�
ni rezultat:x = 
2eE ��1 + �2�2� py + 
36�2eE p3y; (2)y = 
22�eE p2y; z = pz
2eE�py:Ena�
bi (1) in (2) povsem dolo�
ata gibanje del
a v parametri�
ni obliki (parameter je py). Poudaritimoramo, da hitrost nara�s�
a najhitreje v smeri, ki je pravokotna na E in H (v smeri osi X).NALOGA 3. Izra�
unaj hitrost drsenja (angl. drift) vodilnega sredi�s�
a (angl. guiding 
enter) tiranerelativisti�
nega nabitega del
a v magnetnem polju, ki je skoraj homogeno (H. Alfven, 1940).�OPolje, v. 1



23 GIBANJE NABOJA V NESPREMENLJIVEM HOMOGENEM ELEKTRI�CNEM INMAGNETNEM POLJU 63Re�sitev: Najprej predpostavimo, da se dele
 giblje po kro�zni
i, torej da dele
 nima komponentevzdol�z smeri polja. Ena�
bo tira del
a zapi�semo v obliki r = R(t) + �(t), kjer je R(t) krajevni vektorvodilnega sredi�s�
a (ta funk
ija se po�
asi spreminja s �
asom), medtem ko je �(t) hitro nihajo�
a koli�
ina,ki opisuje kro�zno gibanje okoli sredi�s�
a. Izra�
unati moramo povpre�
je po periodi kro�znega gibanja silo(e=
)_r � H(r), ki deluje na dele
 (glej Mehanika, x 30). Funk
ijo H(r) v tem izrazu razvijemo popoten
ah �: H(r) =H(R) + (� � r)H(R):Pri ra�
unanju povpre�
ja �
len prvega reda po �(t) odpade, �
len drugega reda pa vodi k dodatni silif = e
 _� � (� � r)H:Za kro�zni tir velja _� = !� � n; � = v?! ;kjer je n enotski vektor v smeri polja H; frekven
a je enaka ! = eH=m
; v? je hitrost kro�zenja del
a.Povpre�
ne vrednosti zmno�zka komponent vektorja �, ki se suka v ravnini (pravokotni na n), so:���� = 12�2Æ��;kjer je Æ�� enotski tenzor v tej ravnini. Tako dobimof = �mv2?2H (n�r)�H:Ker nespremenljivo polje H(R) = 0 zadosti ena�
bama r �H = 0 in r�H = 0, dobimo(n�r)�H = �nr �H+ (n � r)H+ n� (r�H) = (n � r)H = H(n � r)n+ n(n � rH):Zanima nas sila, ki je pre�
na na smer n, ki povzro�
a premik tira; enaka jef = �mv2?2 (n � r)n = mv2?2� �;kjer je � krivinski polmer silni
e polja v dani to�
ki, � pa je enotski vektor, ki ka�ze iz krivi�s�
a protidani to�
ki.Primer, ko ima dele
 tudi vzdol�zno hitrost vk (v smeri n) se poenostavi na prej�snji primer, �
e sepreselimo v opazovalni sistem, ki se vrti okoli trenutnega krivi�s�
a silni
e (ki je tir vodilnega sredi�s�
a)s kotno hitrostjo vk=�. V tem opazovalnem sistemu dele
 nima vzdol�zne hitrosti, obstaja pa dodatnapre�
na sila, 
entrifugalna sila mv2k=�. Zato je 
elotna pre�
na sila enakaf? = �m� �v2k + v2?2 � :Ta sila je ekvivalentna u�
inku nespremenljivega polja z jakostjo f?=e. Po (22.4) tak�sno polje vodik drsenju vodilnega sredi�s�
a orbite s hitrostjovd = 1!� �v2k + v2?2 �� � n:Predznak hitrosti je odvisen od predznaka naboja. Polje, v. 1



64 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 23x23 Tenzor elektromagnetnega poljaV 17 smo izpeljali gibalno ena�
bo naboja v polju, pri �
emer smo si za za�
etno to�
ko izpeljaveizbrali Lagrangevo funk
ijo (16.4), ki je zapisana v tridimenzionalni obliki. Sedaj bomoizpeljali isto ena�
bo neposredno iz ak
ije (16.1), ki je zapisana v �stiridimenzionalni obliki.Po na�
elu najmanj�se ak
ije veljaÆS = Æ Z ba ��m
ds� e
Ai dxi� = 0: (23.1)�Ce upo�stevamo, da je ds =pdxi dxi, dobimo (zaradi kraj�sega zapisa bomo v nadaljevanjuizpu�s�
ali meji integra
ijskega obmo�
ja a in b)ÆS = �Z �m
 dxi dÆxids + e
Ai dÆxi + e
ÆAi dxi� = 0:Prva �
lena integriramo po delih. Poleg tega v prvem �
lenu upo�stevamo, da je dxi=ds = ui,kjer so ui komponente �
etver
a hitrosti. SlediZ �m
duiÆxi + e
Æxi dAi � e
 ÆAi dxi�� h�m
ui + e
Ai� Æxii = 0: (23.2)Drugi �
len v tej ena�
bi je enak ni�
, saj je varia
ija koordinat na robovih integra
ijskegaobmo�
ja enaka ni�
. Velja tudi:ÆAi = �Ai�xk Æxk; dAi = �Ai�xk dxk;in dobimo Z �m
duiÆxi + e
 �Ai�xk Æxi dxk � e
 �Ai�xk dxiÆxk� = 0:V prvem �
lenu nadomestimo dui z ( dui=ds) ds, v drugem in tretjem pa upo�stevamo, da jedxi = ui ds. Poleg tega v tretjem �
lenu zamenjamo indeksa i in k (kar ni�
 ne spremeni, sajse�stejemo po obeh indeksih). DobimoZ �m
 duids � e
 ��Ak�xi � �Ai�xk�uk� Æxi ds = 0:Ker je varia
ija Æxi poljubna, mora biti integrand identi�
no enak ni�
, torejm
 duids = e
 ��Ak�xi � �Ai�xk�uk:Vpeljemo zapis Fik = �Ak�xi � �Ai�xk : (23.3)Antisimetri�
ni tenzor Fik se imenuje tenzor elektromagnetnega polja. Gibalne ena�
bezapi�semo v obliki m
 duids = e
F ikuk: (23.4)To je gibalna ena�
ba naboja v �stiridimenzionalni obliki.Polje, v. 1



24 LORENTZEVA TRANSFORMACIJA POLJA 65Fizikalni pomen posameznih komponent tenzorja Fik lahko ugotovimo, �
e vstavimo Ai =(�;�A) v de�ni
ijo (23.3). Rezultat lahko zapi�semo v obliki matrike, v katerih z indeksomi = 01; 2; 3 o�stevil�
imo vrsti
e, z indeksom k pa stolp
e:Fik = 0BB� 0 Ex Ey Ez�Ex 0 �Hz Hy�Ey Hz 0 �Hx�Ez �Hy Hx 0 1CCA ; F ik = 0BB� 0 �Ex �Ey �EzEx 0 �Hz HyEy Hz 0 �HxEz �Hy Hx 0 1CCA : (23.5)To lahko zapi�semo tudi kraj�se (glej 6):Fik = (E;H); F ik = (�E;H):Komponente tenzorja elektromagnetnega polja so torej komponente vektorjev jakosti elek-tri�
nega in magnetnega polja.�Ce ponovno uporabimo tridimenzionalni zapis, se lahko prepri�
amo, da so tri prostorskekomponente (i = 1; 2; 3) ena�
be (23.4) povsem enake vektorski ena�
bi gibanja (17.6), �
asovnakomponenta (i = 0) pa ustreza ena�
bi z delo (17.8). Slednja ena�
ba sledi iz ena�
b gibanja;dejstvo, da so neodvisne le tri izmed �stirih ena�
b, lahko preverimo tudi tako, da obe strani v(23.4) pomno�zimo z ui. Leva stran ena�
be je enaka ni�
, ker sta �
etver
a ui in dui=ds medseboj pravokotna, desna stran pa je enaka ni�
, kjer je tenzor Fik antisimetri�
en.�Ce pri varia
iji ak
ije S upo�stevamo le dovoljene trajektorije, potem je prvi �
len v (23.2)identi�
no enak ni�
. Iz drugega �
lena, pri katerem zgornjo mejo smatramo kot prosti parameter,tedaj dobimo diferen
ial ak
ije kot funk
ije koordinat. Tako jeÆS = ��m
ui + e
Ai� Æxi: (23.6)Sledi � �S�xi = m
ui + e
Ai = pi + e
Ai: (23.7)�Cetvere
 ��S=�xi je �
etvere
 kanoni�
ne gibalne koli�
ine del
a Pi. �Ce vanj vstavimovrednosti komponent pi in Ai dobimoP i = �Ekin + e�
 ;p+ e
A� : (23.8)Kot smo pri�
akovali, prostorske komponente �
etver
a tvorijo tridimenzionalno kanoni�
nogibalno koli�
ino (16.5), �
asovna komponenta pa je E=
, kjer je E 
elotna energija nabojav polju.x24 Lorentzeva transforma
ija poljaV tem razdelku bomo poiskali transforma
ijska pravila za polje, torej ena�
be, s katerimi lahkodolo�
imo polje v enem iner
ialnem opazovalnem sistemu, �
e ga poznamo v nekem drugem.Transforma
ijske ena�
be za poten
iale dobimo neposredno iz splo�snih ena�
b za preslikavo�
etver
ev (6.1). �Ce upo�stevamo, da je Ai = (�;A), takoj dobimo� = �0 + V
 A0xq1� V 2
2 ; Ax = A0x + V
 �0q1� V 2
2 ; Ay = A0y; Az = A0z: (24.1)Polje, v. 1



66 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 25Transforma
ijska pravila za antisimetri�
ni tenzor drugega reda (kot F ik) smo na�sli v druginalogi v 6: komponenti F 23 in F 01 se ne spremenita, komponente F 02, F 03 oziroma F 12, F 13pa se preslikajo kot x0 oziroma kot x1. Komponente tenzorja F ik izrazimo s komponentamipolj E in H kot v (23.5), in dobimo naslednji ena�
bi za transforma
ijo elektri�
nega polja:Ex = E0x; Ey = E0y + V
 H 0zq1� V 2
2 ; Ez = E0z � V
 H 0yq1� V 2
2 ; (24.2)ter ena�
bi za transforma
ijo magnetnega polja:Hx = H 0x; Hy = H 0y � V
 E0zq1� V 2
2 ; Hz = H 0z + V
 E0yq1� V 2
2 : (24.3)Elektri�
no in magnetno polje sta, tako kot ve�
ina ostalih �zikalnih koli�
in, relativna. Topomeni, da so njune lastnosti razli�
ne v razli�
nih opazovalnih sistemih. Tako sta lahko naprimer elektri�
no ali magnetno polje enaki ni�
 v enem opazovalnem sistemu, hkrati pa prisotniv drugem opazovalnem sistemu.Ena�
bi (24.2) in (24.3) se ob�
utno poenostavita, ko je V � 
. Do �
lenov prvega reda poV=
 velja Ex = E0x; Ey = E0y + V
 H 0z; Ez = E0z � V
 H 0y;Hx = H 0x; Hy = H 0y � V
 E0z; Hz = H 0z + V
 E0y:Te ena�
bi lahko zapi�semo v vektorski obliki:E = E0 + 1
H0 �V; H = H0 � 1
E0 �V: (24.4)Ena�
be za inverzno transforma
ijo iz K 0 v K dobimo neposredno iz (24.2)-(24.4), �
espremenimo predznak koli�
ine V in �
e zamenjamo koli�
ine s �
rti
o in tiste brez nje.�Ce je magnetno polje H0 = 0 v sistemu K 0, potem lahko iz (24.2) in (24.3) ugotovimo, davelja naslednja zveza med elektri�
nim in magnetnim poljem v sistemu K:H = 1
V �E: (24.5)�Ce v sistemu K 0 velja E0 = 0, potem v sistemu K velja naslednja zveza:E = �1
V �H: (24.6)V obeh primerih sta torej v sistemu K elektri�
no in magnetno polje med seboj pravokotni.Ti ena�
bi imata pomen, tudi ko ju uporabimo v obrnjeni smeri: �
e sta polji E in H vnekem opazovalnem sistemu med seboj pravokotni (vendar razli�
ne jakosti), potem obstajaopazovalni sistem K 0, v katerem je polje povsem elektri�
no ali povsem magnetno. HitrostV tega sistema (glede na K) je pravokotna na E in na H in ima vrednost 
H=E v prvemprimeru (ko je H < E) in 
E=H v drugem primeru (ko je E < H).Polje, v. 1



25 INVARIANTNE KOLI�CINE POLJA 67x25 Invariantne koli�
ine poljaIz jakosti elektri�
nega in magnetnega polja lahko tvorimo invariantne koli�
ine, ki se ob pre-hodu iz enega opazovalnega sistema v drugega ne spremenijo.Invariante hitro najdemo, �
e si ogledamo �stiridimenzionalni zapis polja z antisimetri�
nimtenzorjem �
etver
em F ik. O�
itno lahko tvorimo naslednji invariantni koli�
ini iz komponenttega tenzorja: FikF ik = inv; (25.1)eiklmFikFlm = inv; (25.2)kjer je eiklm popolnoma antisimetri�
ni enotski tenzor �
etrtega reda (glej x6). Prva invariantaje skalar, druga pa psevdoskalar (zmno�zek tenzorja F ik s svojim dualnim tenzorjem). ��Ce F ik zapi�semo s komponentami vektorjev E in H z uporabo (23.5), lahko hitropoka�zemo, da se ti invarianti v tridimenzionalni obliki zapi�seta kotH2 �E2 = inv; (25.3)E �H = inv: (25.4)Psevdoskalarni zna�
aj druge invariante je tukaj lepo razviden, saj gre za skalarni produktpolarnega vektorja E in aksialnega vektorja H (medtem ko je kvadrat te koli�
ine, (E �H)2,pravi skalar).Iz invariantnosti zgornjih izrazov lahko izpeljemo naslednja izreka. �Ce sta elektri�
no inmagnetno polje med seboj pravokotni v nekem opazovalnem sistemu, torej �
e velja E �H =0, potem sta polji pravokotni tudi v vseh ostalih iner
ialnih opazovalnih sistemih. �Ce staabsolutni vrednosti polj E in H enaki v enem opazovalnem sistemu, potem sta enaki tudi vostalih.O�
itno veljajo tudi naslednje neena�
be. �Ce v nekem opazovalnem sistemu velja E > H(ali H > E), potem tudi v vsakem drugem sistemu velja E > H (ali H > E). �Ce se v nekemopazovalnem sistemu vektorja E in H kri�zata pod ostrim (ali topim) kotom, potem se tudi vvseh ostalih opazovalnih sistemih kri�zata pod ostrim (ali topim) kotom.S pomo�
jo Lorentzeve transforma
ije lahko vedno dose�zemo, da imata E in H poljubnivrednosti, ki sta podvr�zeni le pogojema, da imata E2 � H2 in E � H �ksni vrednosti. Kotposebni primer lahko omenimo mo�znost, da lahko vedno najdemo opazovalni sistem, v kateremsta elektri�
no in magnetno polje vzporedna v izbrani to�
ki. V tak�snem sistemu velja E �H =EH, in iz ena�
b E2 �H2 = E20 �H20 ; EH = E0 �H0lahko dobimo vrednostiE inH v tem sistemu (E0 inH0 sta jakosti elektri�
nega in magnetnegapolja v izhodi�s�
nem opazovalnem sistemu).Primer, pri katerem sta obe invarianti enaki ni�
, je izklju�
en. Tedaj sta E in H enaka inmed seboj pravokotna v vseh opazovalnih sistemih.�Psevdoskalar (25.2) lahko zapi�semo tudi kot �
etverno divergen
o:eiklmFikFlm = 4 ��xi �eiklmAk ��xiAm� ;kar lahko preprosto preverimo, �
e upo�stevamo, da je eiklm antisimetri�
ni tenzor. Polje, v. 1



68 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 25�Ce je E �H = 0, potem lahko vedno najdemo opazovalni sistem, v katerem je E = 0 aliH = 0 (odvisno od tega, ali je E2�H2 < 0 ali E2�H2 > 0), torej v katerem je polje povsemmagnetno ali povsem elektri�
no. Velja tudi obratno: �
e je v nekem opazovalnem sistemuE = 0 ali H = 0, potem sta polji med seboj pravokotni v vseh drugih opazovalnih sistemih,kar je v skladu z na�so ugotovitvijo s kon
a prej�snjega razdelka.Opisali bomo �se drug pristop k iskanju invariant antisimetri�
nega tenzorja �
etver
a. Spomo�
jo tega pristopa bomo med drugim videli, da sta (25.3) in (25.4) pravzaprav dve neod-visni invarianti, nakazali pa bomo tudi nekaj pou�
nih matemati�
nih lastnosti Lorentzevetransforma
ije tenzorjev �
etver
ev.Oglejmo si kompleksni vektor F = E+ iH: (25.5)Z uporabo ena�
b (24.2) in (24.3) se hitro prepri�
amo, da lahko Lorentzevo transforma
ijo (vsmeri osi x) tega vektorja zapi�semo v oblikiFx = F 0x; Fy = F 0y 
osh�� iF 0z sinh� = F 0y 
os i�� F 0z sin i�;Fz = F 0z 
os i�+ F 0y sin i�; tanh� = V=
: (25.6)Vidimo, da je zasuk v ravnini x; t �
etvernega prostora (natanko to Lorentzeva transforma-
ija tudi je) ekvivalenten zasuku vektorja F v ravnini y; z za imaginarni kot v ravnini y; z vtridimenzionalnem prostoru. Mno�zi
a vseh mo�znih zasukov v �
etvernem prostoru (vklju�
nos preprostimi zasuki okoli osi x, y in z) je ekvivalentna mno�zi
i vseh mo�znih zasukov za kom-pleksne kote v tridimenzionalnem prostoru (pri tem �sest kotov sukanja v �
etvernem prostoruustreza trem kompleksnim kotom sukanja v tridimenzionalnem sistemu).Edina invarianta vektorja ob zasuku je njegov kvadrat: F2 = E2�H2+2iE �H; zato starealni koli�
ini E2 �H2 in E �H edini neodvisni invarianti tenzorja Fik.�Ce je F 2 6= 0, potem lahko vektor F zapi�semo v obliki F = �n, kjer je n kompleksenenotski vektor (n2 = 1). S pomo�
jo ustreznega kompleksnega zasuka lahko dose�zemo, davektor n ka�ze v smeri ene izmed koordinatnih osi. O�
itno je tedaj n realen in dolo�
a smervektorjev E inH: F = (E+iH)n; z drugimi besedami, vektorja E inH postaneta vzporedna.NALOGANALOGA Kak�sno hitrost mora imeti opazovalni sistem, da bosta v njem elektri�
no in magnetnopolje vzporedni?Re�sitev: Obstaja neskon�
no �stevilo sistemov K 0, v katerih sta polji vzporedni. �Ce najdemo entak�sen sistem, potem bodo isto lastnost imeli tudi vsi drugi opazovalni sistemi, ki se glede na prvegagibljejo s hitrostjo, ki ima isto smer kot poji E in H. Zato zadostuje, da poi�s�
emo enega izmed tehsistemov, ki ima hitrost pravokotno na obe polji.Smer hitrost naj bo vzdol�z osi x. Upo�stevamo, da vsistemu K 0 velja E0x = H 0x, E0yH 0z � E0zH 0y = 0, in s pomo�
jo ena�
b (24.2) in (24.3) dobimo naslednjoena�
bo za hitrost V sistema k0 glede na za�
etni sistem:V
1 + V 2
2 = E�HE2 +H2(izbrati moramo tisti koren kvadratne ena�
be, za katerega velja V < 
).Polje, v. 1



Poglavje 4Ena�
be elektromagnetnega poljax26 Prvi par Maxwellovih ena�
bIz izrazov H = r�A; E = �1
 �A�t �r�lahko hitro dobimo ena�
bi, ki vsebujeta le E in H. V ta namen izra�
unajmo r�E:r�E = �1
 ��tr�A�r� (r�):Rotor gradienta je vedno enak ni�
, zato jer�E = �1
 �H�t : (26.1)Izra�
unajmo divergen
o obeh strani ena�
be r � A = H in upo�stevajmo, da je divergen
arotorja enaka ni�
. Dobimo r �H = 0: (26.2)Ena�
bi (26.1) in (26.2) se imenujeta prvi par Maxwellovih ena�
b. � Opozorimo naj, dati ena�
bi �se ne dolo�
ata povsem lastnosti polj. To je takoj razvidno �ze iz tega, da dolo�
ataspreminjanje magnetnega polja s �
asom (odvod �H=�t), ne dolo�
ata pa odvoda �E=�t.Ena�
bi (26.1) in (26.2) lahko zapi�semo v integralski obliki. Po Gaussovem izreku jeZ r �HdV = I H � df ;pri �
emer integral na desni izra�
unamo po 
elotni sklenjeni ploskvi, ki omejuje prostornino,po kateri integriramo na levi. Iz (26.2) potem slediI H � df = 0: (26.3)Integral vektorja po ploskvi se imenuje pretok vektorja (angl. 
ux of the ve
tor) skozipovr�sino. Pretok magnetnega polja skozi vsako sklenjeno ploskev je enak ni�
.�Maxwellove ena�
be (osnovne ena�
be elektrodinamike) je Maxwell izpeljal okoli v letih 1860.69



70 ENA�CBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 27Po Stokesovem izreku velja Z r�E � df = I E � dl:Tu moramo integral na desni izra�
unati po sklenjeni konturi, ki omejuje ploskev, po katerira�
unamo integral na levi strani. Iz (26.1) potem dobimoI E � dl = �1
 ��t Z H � df : (26.4)Integral vektorja po sklenjeni konturi se imenuje 
irkula
ija vektorja po konturi. Cirkula
ijaelektri�
nega polja se imenuje tudi elektrogibalna sila (angl. ele
tromotive for
e) po danikonturi. Elektrogibalna sila poljubne konture je torej enaka �
asovnemu odvodu magnetnegapretoka skozi ploskev, napeto na konturo, vzeto z negativnim predznakom.Maxwellovi ena�
bi (26.1) in (26.2) lahko zapi�semo s �stiridimenzionalnim zapisom. Z de�ni-
ijo tenzorja elektromagnetnega poljaFik = �Ak�xi � �Ai�xk ;lahko hitro preverimo, da velja �Fik�xl + �Fkl�xi + �Fli�xk = 0: (26.5)Izraz na levi strani je tenzor tretjega reda, ki je antisimetri�
en v vseh treh svojih indeksih.Edini komponente, ki niso identi�
no enake ni�
, so tiste, za katere velja i 6= k 6= l. Vsega skupajimamo torej �stiri ena�
be, za katere lahko preprosto poka�zemo [tako da vstavimo (23.5)℄, dasovpadajo z ena�
bama (26.1) in (26.2).Sestavimo lahko �
etvere
, ki je dualen antisimetri�
nemu tenzorju �
etver
u tretjega reda,tako da slednjega pomno�zimo s tenzorjem eiklm in skr�
imo po treh parih indeksov (glej x6).Zato lahko (26.5) zapi�semo v obliki eiklm�Flm�xk = 0; (26.6)od koder je takoj razvidno, da obstajajo le �stiri neodvisne ena�
be.x27 Ak
ija za elektromagnetno poljeAk
ija S 
elotnega sistema, ki ga tvorijo elektromagnetno polje in del
i, ki se v njem nahajajo,je sestavljena iz treh prispevkov: S = Sf + Sm + Smf ; (27.1)�Clen Sm je odvisen le od lastnosti del
ev, torej je to kar ak
ija za proste del
e. Za en samprosti dele
 je podan z (8.1). �Ce imamo opravka z ve�
 del
i, je njihova ak
ija vsota ak
ij zavsak posamezni dele
. Zato je Sm = �Xm
Z ds: (27.2)Polje, v. 1



27 AKCIJA ZA ELEKTROMAGNETNO POLJE 71Koli�
ina Smf je tisti prispevek, ki je odvisen od interak
ije med del
i in poljem. V x16smo ugotovili, da za sistem del
ev veljaSmf = �X e
 Z Ak dxk: (27.3)V vsakem izmed �
lenov te vsote je Ak poten
ial polja v to�
ki �
etvernega prostora, v kateri seustrezni dele
 nahaja. Vsoto Sm+Smf �ze poznamo, saj je to ak
ija (16.1) za naboje v polju.In kon�
no, Sf je tisti prispevek k ak
iji, ki je odvisen le od lastnosti polja samega, karpomeni, da je Sf ak
ija polja v odsotnosti nabojev. Do sedaj nas je zanimalo le gibanjenabojev v vnaprej podanem elektromagnetnem polju, zato nas koli�
ina Sf , ki ni odvisna oddel
ev, ni zanimala, saj ta �
len ni vplival na gibanje del
ev. Vseeno pa je ta �
len potreben,�
e nas zanimajo ena�
be, ki dolo�
ajo polje, in si
er zato, ker smo iz prispevkov k ak
iji Sm inSmf dobili le dve ena�
bi polja, (26.1) in (26.2), ki nista zadostni, da bi lahko povsem dolo�
ilipolje.Obliko ak
ije polja Sf bomo dobili upo�stevajo�
 naslednjo zelo pomembno lastnost elek-tromagnetnih polj. Poizkusi ka�zejo, da elektromagnetno polje zadosti na�
elu superpozi
ije.To na�
elo pove, da lahko polje, ki ga ustvarja sistem nabojev, preprosto sestavimo iz polj,ki ga ustvarja vsak dele
 sam. To pomeni, da je nastala jakost polja v vsaki to�
ki prostoraenaka vektorski vsoti posameznih jakosti polja v tej to�
ki.Vsaka re�sitev ena�
b polja nam da polje, ki lahko obstaja v naravi. Po na�
elu superpozi
ijelahko v naravi obstaja vsota poljubnih tak�snih polj, kar pomeni, da tudi vsota tak�snih poljzadosti ena�
bam polja.Kot vemo, imajo linearne diferen
ialne ena�
be lastnost, da je vsota poljubnih re�sitev tudire�sitev ena�
b. Zato morajo biti ena�
be polje linearne diferen
ialne ena�
be.Od tod sledi, da mora kot integrand v ak
iji Sf nastopati izraz, ki je kvadraten po polju.Samo v tem primeru bodo ena�
be polja linearne; ena�
be polja dobimo z variiranjem ak
ije inpri tem se red izraza, ki ga integriramo, zni�za za ena.V izrazu za ak
ijo Sf se ne moreta pojavljati poten
iala, ker nista enoli�
no dolo�
ena (priSmf ta nedolo�
enost ni bila pomembna). Zato mora Sf biti integral neke funk
ije tenzorjaelektromagnetnega polja Fik. Ak
ija pa mora biti skalar, zato mora biti integral neke skalarnekoli�
ine. Edina tak�sna koli�
ina je FikF ik. �Ak
ija Sf mora torej biti oblikeSf = aZ Z FikF ik dV dt; dV = dxdy dz;kjer moramo integrirati po 
elotnem prostoru, po �
asu pa med dvema izbranima trenutkoma;a je neka konstanta. Pod integralom imamo FikF ik = 2(H2 � E2). Polje E vsebuje odvod�A=�t; hitro se prepri�
amo, da mora (�A=�t)2 nastopati v ak
iji s pozitivnim predznakom,zato mora tudi E2 imeti pozitivni predznak. �Ce bi (�A=�t)2 nastopal z negativnim predz-nakom, bi lahko s hitro �
asovno spremembo poten
iala (znotraj obravnavanega �
asovnegaintervala) vedno dosegli, da je Sf negativen s poljubno veliko absolutno vrednostjo. ZatoSf ne bi imel minimuma, kot zahteva na�
elo najmanj�se ak
ije. Zato mora a biti negativnakoli�
ina.�Funk
ija v integrandu ak
ije Sf ne sme vsebovati odvodov tenzorja Fik, saj lahko Lagrangeva funk
ija polegkoordinat vsebuje le �se njihove prve odvode. Vlogo \koordinat" (torej parametrov, ki jih lahko variiramo priuporabi na�
ela najmanj�se ak
ije) v tem primeru igra poten
ial polja Ak; to je podobno kot v mehaniki, kjerlahko Lagrangeva funk
ija mehanskega sistema vsebuje le koordinate del
ev in njihove prve odvode. Polje, v. 1



72 ENA�CBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 28Vrednost konstante a je odvisna od izbire enot, s katerimi merimo polje. Ko si izberemovrednost koli�
ine a in enote, s katerimi merimo polje, so enote za merjenje vseh ostalih koli�
in,povezanih z elektromagnetnim poljem, dolo�
ene.V nadaljevanju bomo uporabljaliGaussov sistem enot; v tem sistemu je a brezdimenzijskakoli�
ina z vrednostjo �(1=16�). �Ak
ija polja je torejSf = � 116�
 Z FikF ik d
; d
 = 
dtdxdy dz: (27.4)V tridimenzionalni obliki zapi�semoSf = 18� Z (E2 �H2) dV dt: (27.5)Lagrangeva funk
ija polja je torejLf = 18� Z (E2 �H2) dV: (27.6)Kon�
no lahko zapi�semo ak
ijo polja in del
ev:S = �XZ m
ds�XZ e
Ak dxk � 116�
 Z FikF ik d
: (27.7)Poudariti moramo, da sedaj ni ve�
 potreben privzetek, da so naboji �sibki, tako kot priizpeljavi gibalne ena�
be naboja v vnaprej podanem polju. Zato Ak in Fik opisujeta dejanskopolje, torej zunanje polje skupaj s poljem, ki ga ustvarijo naboji sami; Ak in Fik sta sedajodvisna od polo�zajev in hitrosti nabojev.x28 �Cetvere
 tokaNamesto, da naboje obravnavamo kot to�
kaste del
e, jih zaradi la�zjega ra�
unanja pogostoopi�semo, kot da bi bili zvezno porazdeljeni po prostoru. Zato vpeljemo \gostoto naboja" �,tako da je �dV naboj, ki je vsebovan v prostornini dV . Gostota � je v splo�snem funk
ijakoordinat in �
asa. Integral gostote � po izbrani prostornini je enak naboju, ki se nahaja vtem prostoru.V mislih moramo imeti, da so naboji dejansko to�
kasti, zato je gostota � enaka ni�
 povsod,razen v to�
kah, kjer se nabiti to�
kasti del
i nahajajo. Integral R �dV mora zato biti enakvsoti nabojev, ki se nahajajo na tem obmo�
ju prostora. Zato lahko � zapi�semo s pomo�
jofunk
ije Æ kot y � =Xa eaÆ(r � ra); (28.1)�Poleg Gaussovega sistema se pogosto uporablja tudi Heavisideov, v katerem je a = �1=4. V tem sistemuenot se ena�
be polja lep�se zapi�sejo (v njih se ne pojavlja 4�), zato pa se v Coulombovem zakonu pojavi �.Ravno nasprotno pa v Gaussovem sistemu ena�
be polje vsebujejo 4�, Coulombov zakon pa ima preprostoobliko.y Funk
ija Æ(x) je de�nirana z Æ(x) = 0 za vse od ni�
 razli�
ne x; za x = 0 je Æ(0) =1, tako da veljaZ +1�1 Æ(x) dx = 1:Polje, v. 1



28 �CETVEREC TOKA 73kjer se�stevamo po vseh nabojih, ra pa je krajevni vektor del
a z nabojem ea.Naboj del
a je �ze po sami de�ni
iji invariantna koli�
ina, ki ni odvisna od izbire opazoval-nega sistema. Gostota � pa v splo�snem ni invariantna, invarianten je le zmno�zek �dV .Ena�
bo de = �dV na obeh straneh pomno�zimo z dxi:dedxi = �dV dxi = �dV dt dxidt :Na levi strani imamo vektor �
etvere
 (ker je de skalar in ker je dxi �
etvere
), zato je tudikoli�
ina na desni strani vektor �
etvere
. Ker pa je dV dt skalar, ugotovimo, da je �( dxi=dt)�
etvere
. Ta �
etvere
 (ozna�
evali ga bomo z ji) se imenuje �
etvere
 toka (angl. 
urrentfour-ve
tor): ji = � dxidt : (28.2)Prostorske komponente �
etver
a imenujemo vektor gostote toka,j = �v; (28.3)kjer je v hitrost naboja v izbrani to�
ki. �Casovna komponenta �
etver
a (28.2) je 
�. Zato jeji = (
�; j): (28.4)Skupni naboj v 
elotnem prostoru je enak integralu R �dV , izra�
unanem po 
elotnemprostoru. Integral lahko zapi�semo v �stiridimenzionalni oblikiZ �dV = 1
 Z j0 dV = 1
 Z ji dSi; (28.5)Iz te de�ni
ije sledijo naslednje lastnosti: �
e je f(x) poljubna zvezna funk
ija, potem veljaZ +1�1 f(x)Æ(x� a) dx = f(a);posebni primer te ena�
be je Z +1�1 f(x)Æ(x) dx = f(0):(Integra
ijske meje se seveda ne rabijo raztezati od �1 do +1; integra
ijsko obmo�
je je lahko poljubno, �
ele vklju�
uje to�
ko, v kateri je funk
ija Æ od ni�
 razli�
na.)Pomen naslednjih dveh ena�
b je ta, da nam dasta leva in desna stran isti rezultat, �
e se pojavljata kotmno�zitelja pod integra
ijskim znakom:Æ(�x) = Æ(x); Æ(ax) = 1jajÆ(x):Zadnja ena�
ba je poseben primer bolj splo�snega pravilaÆ[�(x)℄ =Xi 1j�0(ai)jÆ(x� ai);kjer je �(x) enoli�
na funk
ija (njena obratna funk
ija ne rabi biti enoli�
na), koli�
ine ai pa so koreni ena�
be�(x) = 0.Podobno kot smo vpeljali Æ(x) za eno samo spremenljivko x, lahko de�niramo tudi tridimenzionalno funk
ijoÆ(r), ki je enaka ni�
 povsod, razen v izhodi�s�
u tridimenzionalnega koordinatnega sistema, in katere integral po
elotnem prostoru je enak ena. To funk
ijo lahko seveda zapi�semo kot zmno�zek Æ(x)Æ(y)Æ(z). Polje, v. 1



74 ENA�CBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 29kjer zadnji integral ra�
unamo po 
elotni �stiridimenzionalni hiper-ravnini, pravokotni na os x0(kar je enako integra
iji po 
elotnem tridimenzionalnem prostoru). V splo�snem je integral1
 Z ji dSipo poljubni hiperploskvi enak vsoti nabojev, katerih svetovni
e sekajo ploskev.Vpeljimo �
etvere
 toka v izraz (27.7) za ak
ijo in preoblikujmo drugi �
len v tem izrazu.Namesto nabojev e uporabimo zvezno porazdelitev naboja z gostoto �. Drugi �
len zapi�semokot �1
 Z �Ai dxi dV:Pri tem smo vsoto po nabojih nadomestili z integralom po 
elotnem prostoru. Izraz preob-likujemo v �1
 Z � dxidt Ai dV dt;kar je enako � 1
2 Z Aiji d
:Ak
ijo S lahko torej zapi�semo kotS = �XZ m
ds� 1
2 Z Aiji d
� 116�
 Z FikF ik d
: (28.6)x29 Ohranitvena ena�
ba�Casovno spreminjanje naboja, vsebovanega v izbranem obmo�
ju prostora, dolo�
imo zodvodom ��t Z �dV:Po drugi strani pa je sprememba naboja na enoto �
asa dolo�
ena tudi s koli�
ino naboja,ki na enoto �
asa zapusti izbrano obmo�
je ali pa vanj vstopi. Koli�
ina naboja, ki na enoto�
asa preide skozi diferen
ialno plo�s�
ino df na povr�sini, ki omejuje izbrano obmo�
je, je enaka�v � df , kjer je v hitrost naboja v to�
ki prostora, kjer se diferen
ialna plo�s�
ina df nahaja.Vektor df ka�ze v smeri zunanje normale na povr�sino, torej v smeri normale, ki ka�ze v smeristran od izbranega obmo�
ja. Zato je koli�
ina �v � df pozitivna, �
e naboj zapu�s�
a obmo�
je, innegativna, �
e naboj vanj vstopa. Celotni naboj, ki zapu�s�
a izbrano obmo�
je na enoto �
asa jetorej H �v � df , kjer integral izra�
unamo po 
eloti sklenjeni povr�sini, ki obmo�
je omejuje.Tako dobimo ��t Z �dV = �I �v � df : (29.1)Negativni predznak na desni strani dobimo zato, ker je leva stran ena�
be pozitivna, �
e se
elotni naboj v izbranem obmo�
ju pove�
uje. Ena�
ba (29.1) se imenuje ohranitvena ali konti-nuitetna ena�
ba (angl. 
ontinuity equation) in je integralski zapis zakona o ohranitvi naboja.Ker je �v gostota toka, lahko (29.1) zapi�semo tudi v obliki��t Z �dV = �I j � df : (29.2)Polje, v. 1



29 OHRANITVENA ENA�CBA 75To ena�
bo bomo pretvorili v diferen
ialno obliko. Zato uporabimo Gaussov izrekI j � df = Z r � jdVin dobimo Z �r � j+ ���t� dV = 0:Ker ta izraz velja za integra
ijo po poljubnem delu prostora, mora biti integrand sam enakni�
: r � j+ ���t = 0: (29.3)To je kontinuitetna ena�
ba v diferen
ialni obliki.Preprosto lahko preverimo, da izraz (28.1) za � v obliki, zapisani s funk
ijami Æ, zadostiena�
bi (29.3). Zaradi preprostosti predpostavimo, da imamo en sam naboj, tako da velja� = eÆ(r � r0):Tok j je potem j = evÆ(r � r0); (29.4)kjer je v hitrost naboja. Izra�
unajmo odvod ��=�t. Med gibanjem naboja se spreminjajonjegove koordinate, kar pomeni, da se spreminja vektor r0. Zato je���t = ���r0 � �r0�t :Odvod �r0=�t pa je kar hitrost naboja v. Poleg tega je � funk
ija spremenljivke r� r0, zatoje ���r0 = ����r :Tako dobimo ���t = �v � r� = �r(�v) (29.5)(hitrost naboja v seveda ni odvisna od r). To pa je iskana ena�
ba (29.3).V �stiridimenzionalni obliki se ohranitvena ena�
ba (29.3) zapi�se s �
etvernim odvodom�
etver
a toka: �ji�xi = 0: (29.6)V prej�snjem razdelku smo videli, da lahko naboj, ki se nahaja v 
elotnem prostoru,zapi�semo kot 1
 Z ji dSi;kjer integriramo po hiper-ravnini x0 = konst. Ob vsakem trenutku je 
elotni naboj v prostoruenak integralu po druga�
ni hiper-ravnini, pravokotni na os x0. Preverilo bomo, da ena�
ba(29.6) izra�za ohranitev naboja, torej da ima integral R ji dSi isto vrednost, ne glede na to,po kateri ravnini x0 = konst ga izra�
unamo. Razliko vrednosti integralov R ji dSi na dvehtak�snih hiper-ravninah lahko zapi�semo kot H ji dSi, kjer integral izra�
unamo po 
elotni sklen-jeni hiperploskvi, ki obkro�za �
etverno prostornino med obema hiper-ravninama. (Ta integralPolje, v. 1



76 ENA�CBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 30vklju�
uje tudi integra
ijo po neskon�
no oddaljenih \strani
ah" hiperploskve. Ta prispevekje enak ni�
, ker v neskon�
nosti ni nabojev.) Z uporabo Gaussovega izreka (6.15) lahko taintegral prevedemo na integral po �
etverni prostornini med hiper-ravninama in preverimo, dares velja I ji dSi = Z �ji�xi d
 = 0: (29.7)Opisani dokaz velja tudi za poljubno dvoji
o integralov R ji dSi, pri katerih integriramopo dveh neskon�
no velikih hiperploskvah (ki torej nista nujno dve hiper-ravnini x0 = konst),od katerih vsaka vsebuje 
eloten tridimenzionalni prostor. Od tod sledi, da ima integral1
 Z ji dSiisto vrednost (ki je enaka 
elotnemu naboju v prostoru), ne glede na to, po kateri hiperploskviga izra�
unamo.Omenili smo �ze (glej opombo na strani 53) tesno povezavo med umeritveno invarian
oena�
b elektrodinamike in zakonom o ohranitvi naboja. To bomo ponovno pokazali s pomo�
joizraza za ak
ijo v obliki (28.6). �Ce Ai nadomestimo z Ai�(�f=�xi), se v ak
iji pojavi dodatni�
len 1
2 Z ji �f�xi d
: (29.8)Prav zaradi zakona o ohranitvi naboja, izra�zenega v obliki ohranitvene ena�
be (29.6), lahkota integrand zapi�semo kot �
etverno divergen
o �(fji)=�xi. Dobljeni integral lahko s pomo�
joGaussovega izreka pretvorimo v integral po ploskvi v neskon�
nosti; ko variiramo ak
ijo, bozato ta integral odpadel in ne bo vplival na gibalne ena�
be.x30 Drugi par Maxwellovih ena�
bKo s pomo�
jo na�
ela najmanj�se ak
ije i�s�
emo ena�
be polja, moramo privzeli, da je gibanjedel
ev vnaprej podano, zato moramo variirati le poten
ial Ai (ki igra vlogo \koordinat"sistema); ko smo prej iskali gibalne ena�
be del
a, smo podobno privzeli, da je polje vnaprejpodano, in smo variirali le trajektorijo del
a.Varia
ija prvega �
lena v (28.6) je zato enaka ni�
, v drugem �
lenu pa ne smemo variiratitoka jl. Zato je ÆS = �Z 1
 �1
 jiÆAi + 18�F ikÆFik� d
 = 0(pri tem smo upo�stevali, da je F ikÆFik � FikÆF ik. Vstavimo Fik = �Ak=�xi � �Ai=�xk indobimo ÆS = �Z 1
 �1
 jiÆAi + 18�F ik ��xi ÆAk � 18�F ik ��xk ÆAi� d
 = 0:V drugem �
lenu zamenjamo indeksa i in k, po katerih je izraz se�stet, potem pa nadomestimoF ki z �F ik. Sledi ÆS = �Z 1
 �1
 jiÆAi � 14�F ik ��xk ÆAi� d
 = 0:Polje, v. 1



30 DRUGI PAR MAXWELLOVIH ENA�CB 77Drugi �
len integriramo po delih z uporabo Gaussovega izreka:ÆS = �1
 Z �1
 jl + 14� �F ik�xk � ÆAi d
� 14�
 Z F ikÆAi dSk���: (30.1)Drugi �
len moramo izra�
unati na robu integra
ijskega obmo�
ja. Meje integra
ije po koor-dinatah le�zijo v neskon�
nosti, kjer je polje enako ni�
. Na mejah integra
ije po �
asu, torejob danem za�
etnem in kon�
nem �
asu, je varia
ija poten
ialov enaka ni�
, saj sta v skladu zna�
elom najmanj�se ak
ije poten
iala ob teh �
asih vnaprej podana, torej �ksna. Zato je drugi�
len v (30.1) enak ni�
. Tako dobimo ena�
boZ �1
 ji + 14� �F ik�xk � ÆAi d
 = 0:Ker so varia
ije ÆAi poljubne, morajo biti koe�
ienti pred ÆAi enaki ni�
:�F ik�xk = �4�
 ji: (30.2)Zapi�simo te �stiri (i = 0; 1; 2; 3) ena�
be v tridimenzionalni obliki. Za i = 1 dobimo�F 11�x + �F 12�y + �F 13�z + 1
 �F 10�t = �4�
 j1:Vstavimo vrednosti komponent F ik in dobimo�Hz�y � �Hy�z � 1
 �Ex�t = 4�
 jx:To ena�
bo, ter ena�
bi za i = 2 in i = 3, lahko zapi�semo v obliki ene same vektorske ena�
be:r�H = 1
 �E�t + 4�
 j: (30.3)�Cetrta ena�
ba (i = 0) pa je r � E = 4��: (30.4)Ena�
bi (30.3) in (30.4) sta drugi par Maxwellovih ena�
b. � Vse �stiri Maxwellove ena�
beskupaj popolnoma dolo�
ajo elektromagnetno polje in so zato osnovne ena�
be teorije tak�snihpolj, torej elektrodinamike.Zapi�simo dobljeni Maxwellovi ena�
bi v integralski obliki. Izraz (30.4) integrirajmo poprostornini in uporabimo Gaussov izrekZ r �EdV = I E � df ;in dobimo I E � df = 4� Z �dV: (30.5)Pretok elektri�
nega polja skozi sklenjeno ploskev je torej enak 
elotnemu naboju, ki se nahajav prostoru, ki ga ploskev omejuje, pomno�zenem s 4�.�Maxwellove ena�
b v obliki, ki velja za to�
kaste del
e v elektromagnetnem polju v vakuumu, je prvi zapisalH. A. Lorentz. Polje, v. 1



78 ENA�CBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 31Sedaj integrirajmo (30.3) po nesklenjeni ploskvi in uporabimo Stokesov izrekZ r�H � df = I H � dl;in dobimo I H � dl = 1
 ��t Z E � df + 4�
 Z j � df : (30.6)Koli�
ina 14� �E�t (30.7)se imenuje \premikalni tok". Iz ena�
be (30.6), zapisane v oblikiI H � dl = 4�
 Z �j+ 14� �E�t � � df ; (30.8)vidimo, da je 
irkula
ija magnetnega polja po poljubni sklenjeni konturi enaka s 4�=
pomno�zeni vsoti pravega in premikalnega toka, ki te�
e skozi ploskev, omejeno s konturo.Iz Maxwellovih ena�
b lahko ponovno izpeljemo poznano kontinuitetno ena�
bo (29.3).Izra�
unamo divergen
o obeh strani izraza (30.3) in dobimor � (r�H) = 1
 ��tr � E+ 4�
 r � j:Velja pa r� (r�H) = 0, iz (30.4) pa dobimo �se r�E = 4��. Tako dobimo iz zgornje ena�
beizraz (29.3). Izpeljava je preprosta tudi v �stiridimenzionalni obliki. Iz izraza (30.2) dobimo�2F ik�xi�xk = �4�
 �ji�xi :S simetri�
nim operatorjem �2=�xi�xk delujemo na antisimetri�
ni tenzor F ik, zato je levastran identi�
no enaka ni�
 in dobimo kontinuitetno ena�
bo v �stiridimenzionalni obliki (29.6).x31 Gostota in pretok energijePomno�zimo obe strani ena�
be (30.3) z E in obe strani ena�
be (26.1) zH, nato pa obe se�stejmo.Dobimo 1
E � �E�t + 1
H � �H�t = �4�
 j � E� (H � (r�E)�E � (r�H)):Uporabimo znano identiteto iz vektorske analizer � (a� b) = b � (r� a)� a � (r� b)in ena�
bo zapi�semo v obliki12
 ��t �E2 +H2� = �4�
 j �E�r � (E�H)ali ��t �E2 +H28� � = �j �E�r � S: (31.1)Polje, v. 1



32 NAPETOSTNI TENZOR 79Vektor S = 
4�E�H (31.2)se imenuje Poyntingov vektor.Ena�
bo (31.1) integriramo po prostoru, nato pa drugi �
len na desni strani preoblikujemos pomo�
jo Gaussovega izreka. Dobimo��t Z E2 +H28� dV = �Z j � EdV � I S � df : (31.3)�Ce integriramo po 
elotnem prostoru, bo integral po povr�sini odpadel, saj v neskon�
nostipolja ni. Poleg tega lahko integral R j �EdV zapi�semo kot vsoto po vseh nabojihP ev �E inupo�stevamo (17.8): ev � E = ddtEkin:Ena�
ba (31.3) tako postane ddt �Z E2 +H28� dV +X Ekin� = 0: (31.4)To pomeni, da se pri izoliranem sistemu, sestavljenem iz elektromagnetnega polja in del
evv njem, koli�
ina med oklepajema v zgornji ena�
bi ohranja. Drugi �
len v izrazu je kineti�
naenergija (ki vklju�
uje tudi mirovne energije vseh del
ev; glej opombo na strani 52), zato jeprvi �
len enak energiji polja samega. Koli�
inoW = E2 +H28� (31.5)imenujemo gostota energije elektromagnetnega polja; to je energija polja na enoto prostornine.�Ce integriramo po kon�
ni prostornini, potem je povr�sinski integral v ena�
bi (31.3) vsplo�snem od ni�
 razli�
en in ena�
bo lahko zapi�semo v obliki��t �Z E2 +H28� dV +X Ekin� = �I S � df ; (31.6)kjer moramo sedaj v drugem �
lenu na levi se�steti le po del
ih, ki se nahajajo v obravnavaniprostornini. Na levi strani ena�
be imamo spremembo 
elotne energije polja in del
ev na enoto�
asa. Zato mora biti integral H S � df enak pretoku energije polja skozi ploskev, ki omejujeobravnavano prostornino. Poyntingov vektor S je torej gostota energijskega pretoka, torejkoli�
ina energije polja, ki na enoto �
asa preide skozi enoto povr�sine mejne ploskve. �x32 Napetostni tenzorV prej�snjem razdelku smo izpeljali izraz za energijo elektromagnetnega polja. Sedaj bomoponovno izpeljali ta izraz, ter izraz za gibalno koli�
ino polja, le da bomo tokrat uporabiliena�
be v �stiridimenzionalni obliki. Zaradi preprostosti bomo tukaj obravnavali polje brez�Pri izpeljavi smo predpostavili, da v danem trenutku na sami mejni ploskvi ni nabojev. V nasprotnemprimeru bi na desni strani ena�
be morali dodati �
len, ki opisuje pretok energije del
ev, ki pre�
kajo to ploskev.Polje, v. 1



80 ENA�CBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 32del
ev. Ker bomo dobljene izraze uporabili tudi kasneje (pri gravita
ijskem polju), bo izpel-java potekala na zelo splo�sen na�
in, ne da bi se osredoto�
ili na dolo�
en �zikalen sistem. Zatobomo obravnavali poljuben sistem, katerega integral ak
ije se zapi�se kotS = Z ��q; �q�xi� dV dt = 1
 Z �d
; (32.1)kjer je � neka funk
ija koli�
in q, ki opisujejo stanje sistema, in njihovih prvih odvodov pokoordinatah in �
asu (pri elektromagnetnem polju so koli�
ine q komponente �
etver
a poten-
iala); zaradi kraj�sega zapisa bomo pisali eno samo koli�
ino q. Bral
a naj opozorimo na to,da je R �dV Lagrangeva funk
ija sistema, zato lahko funk
ijo � smatramo za \gostoto" La-grangeve funk
ije. Sistem je izoliran, kar se matemati�
no odra�za tako, da � ni ekspli
itnoodvisna od xi, podobno kot pri izoliranih sistemih v mehaniki, kjer Lagrangeva funk
ija niekspli
itno odvisna od �
asa.\Gibalne ena�
be" (torej ena�
be polja, �
e imamo opravka s poljem) dobimo upo�stevajo�
na�
elo najmanj�se ak
ije, po katerem moramo variirati ak
ijo S. Velja (tu pi�semo q;i � �q=�xi)ÆS = 1
 Z ����q Æq + ���q;i Æq;i� d
= 1
 Z ����q Æq + ��xi � ���q;i Æq�� Æq ��xi ���q;i� d
 = 0:Drugi �
len pretvorimo z Gaussovim izrekom, pri integra
iji po prostoru pa bo odpadel. Zatodobimo naslednje \gibalne ena�
be": ��xi ���q;i � ���q = 0 (32.2)(po ponovljenima indeksoma moramo se�steti).Preostanek izpeljave je podoben postopku v mehaniki, s katerim dobimo ena�
bo o ohran-itvi energije Zapi�semo ���xi = ���q �q�xi + ���q;k �q;k�xi :Vstavimo (32.2) in upo�stevamo, da je q;k;i = q;i;k. Dobimo���xi = ��xk � ���q;k� q;i + ���q;k �q;i�xk = ��xk �q;i ���q;k� :Zapi�semo lahko ���xi = Æki ���xk ;zato lahko po vpeljavi zapisa T ki = q;i ���q;k � Æki � (32.3)zgornjo ena�
bo zapi�semo v obliki �T ki�xk = 0: (32.4)Polje, v. 1



32 NAPETOSTNI TENZOR 81�Ce imamo ve�
 koli�
in q(l), potem moramo namesto (32.3) pisatiT ki =Xl q(l);i ���q(l);k � Æki �: (32.5)V x29 smo videli, da je ena�
ba oblike �Ak=�xk = 0 ekvivalentna trditvi, da se integralR Ak dSk, izra�
unan po hiperploskvi, ki vsebuje 
elotni tridimenzionalni prostor, ohranja.Tak�sna trditev o�
itno velja tudi za divergen
o tenzorja; ena�
ba (32.4) izra�za dejstvo, da sevektor P i = konst R T ik dSk ohranja.Ta vektor lahko prepoznamo kot �
etvere
 gibalne koli�
ine sistema. Konstantni faktor predintegralom izberemo tako, da bo v skladu z na�so prej�snjo de�ni
ijo �
asovna komponenta P 0enaka energiji sistema, pomno�zeni z 1=
. Opazimo, da jeP 0 = konst Z T 0k dSk = konst Z T 00 dV;�
e integriramo po hiperploskvi x0 = konst. Iz (32.3) slediT 00 = _q��� _q � �: � _q � �q�t��Ce ta izraz primerjamo z obi�
ajno ena�
bo, ki povezuje energijo in Lagrangevo funk
ijosistema, takoj opazimo, da je koli�
ina T 00 energijska gostota sistema, in da je R T 00 dV
elotna energija sistema. Zato si moramo izbrati konst = 1=
. Kon�
no dobimo izraz za�
etvere
 gibalne koli�
ine sistema P i = 1
 Z T ik dSk: (32.6)Tenzor T ik se imenuje napetostni tenzor (angl. energy-momentum tensor) sistema.Poudariti moramo, da de�ni
ija tenzorja T ik ni enoli�
na. Ker je tenzor T ik de�niran z(32.3), bo tudi vsak drugi tenzor oblikeT ik + ��xl ikl;  ikl = � ilk (32.7)zadostil ena�
bi (32.4), saj identi�
no velja �2 ikl=�xk�xl = 0. �Cetvere
 
elotne gibalne koli�
inesistema se ne spremeni, saj lahko s pomo�
jo (6.17) zapi�semoZ � ikl�xl dSk = 12 Z �dSk � ikl�xl � dSl� ikl�xk � = 12 Z  ikl df�kl;pri �
emer integral na desni strani ena�
be izra�
unamo po (obi�
ajni) ploskvi, ki \omejuje"hiperploskev, po kateri integriramo na levi strani ena�
be. Ta ploskev o�
itno le�zi v neskon�
nostitridimenzionalnega prostora in ker tam ni ne polja ne del
ev, je ta integral enak ni�
. �Cetvere
gibalne koli�
ine sistema je, tako kot to mora biti, enoli�
no dolo�
ena koli�
ina. Tenzor T ik lahkoenoli�
no dolo�
imo z zahtevo, da lahko �
etvere
 vrtilne koli�
ine sistema (glej x14) zapi�semo s�
etver
em gibalne koli�
ine kotM ik = Z (xi dP k � xk dP i) = 1
 Z (xiT kl � xkT il) dSl; (32.8)Polje, v. 1



82 ENA�CBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 32tako da je \gostota" vrtilne koli�
ine izra�zena z \gostoto" gibalne koli�
ine z obi�
ajno ena�
bo.Hitro lahko poi�s�
emo pogoj, ki mora biti izpolnjen, da bo zgornja ena�
ba veljala. Kot �zevemo, lahko zakon o ohranitvi vrtilne koli�
ine zapi�semo tako, da postavimo divergen
o izrazapod integralskim znakom v M ik na ni�
:��xl (xiT kl � xkT il) = 0: (32.9)Upo�stevamo, da velja �xi=�xl = Æil in �T kl=�xl = 0, pa dobimoÆilT kl � Ækl T il = T ki � T ik = 0ali T ik = T ki; (32.10)kar pomeni, da mora biti napetostni tenzor simetri�
en.Tenzor T ik, de�niran z ena�
bo (32.5), v splo�snem ni simetri�
en, lahko pa to lastnostdose�zemo s transforma
ijo (32.7) s primerno izbranim  ikl. Kasneje (v x94) bomo videli, daobstaja postopek, s katerim neposredno dobimo simetri�
en tenzor T ik.�Ce integra
ijo v (32.6) opravimo po hiperploskvi x0 = konst, potem ima P i oblikoP i = 1
 Z T i0 dV; (32.11)pri �
emer integriramo po 
elotnem (tridimenzionalnem) prostoru. Prostorske komponente P itvorijo tridimenzionalni vektor gibalne koli�
ine sistema, �
asovna komponenta pa je njegovaenergija, deljena z 
. Vektor s komponentami1
T 10; 1
T 20; 1
 T 30lahko torej imenujemo \gostota gibalne koli�
ine", koli�
inoW = T 00pa \gostota energije".Pomen preostalih komponent tenzorja T ik lahko ugotovimo tako, da lo�
imo ohranitvenoena�
bo (32.4) na prostorski in �
asovni del:1
 �T 00�t + �T 0��x� = 0; 1
 �T�0�t + �T���x� = 0: (32.12)Ti ena�
bi integriramo po delu prostora s prostornino V . Prva ena�
ba postane1
 ��t Z T 00 dV + Z �T 0��x� dV = 0;po pretvorbi drugega integrala po Gaussovem izreku pa dobimo��t Z T 00 dV = �
I T 0� df�; (32.13)pri �
emer moramo integral na desni izra�
unati po mejni ploskvi, ki obkro�za prostornino V( dfx; dfy; dfz so komponente tridimenzionalnega vektorja povr�sinske ploskvi
e df). Izraz nePolje, v. 1



33 NAPETOSTNI TENZOR ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 83levi je hitrost spreminjanja energije v prostornini V ; od tod je razvidno, da je izraz na desnikoli�
ina energije, ki se prenese preko meje prostornine V , vektor S s komponentami
T 01; 
T 02; 
T 03pa je njegova gostota, torej koli�
ina energije, ki se prenese na enoto povr�sine v enoti �
asa.Tako pridemo do pomembnega zaklju�
ka, da relativisti�
na invarian
a, izra�zena s tenzorskimzna�
ajem koli�
in T ik, avtomati�
no vodi k povezavi med pretokom energije in gostoto gibalnekoli�
ine: gostota energijskega pretoka je enaka gostoti gibalne koli�
ine, pomno�zeni z 
2.Iz druge ena�
be (32.12) dobimo na podoben na�
in��t Z 1
T�0 dV = �I T�� df�: (32.14)Koli�
ina na levi strani ena�
be je sprememba gibalne koli�
ine sistema v prostornini V na enoto�
asa, zato je H T�� df� gibalna koli�
ina, ki to prostornino zapusti na enoto �
asa. To pomeni,da komponente T�� napetostnega tenzorja tvorijo tridimenzionalni tenzor gostote pretokagibalne koli�
ine; te komponente ozna�
imo z ���� �. Gostota pretoka energije je vektorskakoli�
ina, zato mora biti gostota pretoka gibalne koli�
ine, ki je �ze sama vektor, tenzorskakoli�
ina. Komponenta T�� tega tenzorja je koli�
ina komponente gibalne koli�
ine v smeri osi�, ki na enoto �
asa preide skozi enoto povr�sine, pravokotne na os x� .Posamezne komponente napetostnega tenzorja zapi�simo �se v obliki tabele:T ik = 0BB� W Sx=
 Sy=
 Sz=
Sx=
 ��xx ��xy ��xzSy=
 ��yx ��yy ��yzSz=
 ��zx ��zy ��zz 1CCA : (32.15)x33 Napetostni tenzor elektromagnetnega poljaSplo�sne ugotovitve iz prej�snjega razdelka bomo sedaj uporabili na primeru elektromagnetnegapolja. Integrand v (32.1) je pri elektromagnetnem polju� = � 116�FklF kl;kar razberemo iz ena�
be (27.4). Koli�
ine q so komponente �
etver
a poten
iala polja Ak, takoda de�ni
ija tenzorja T kl (32.5) postaneT ki = �Al�xi �����Al�xk� � Æki �:Odvode koli�
ine � bomo poiskali tako, da najprej izra�
unamo varia
ijo Æ�:Æ� = � 18�F klÆFkl = � 18�F kl�Æ �Al�xk � Æ�Ak�xl � :�Ce zamenjamo indeksa in upo�stevamo, da je Fkl = �Flk, dobimoÆ� = � 14�F klÆ �Al�xk :�Tenzor ��� se tudi imenuje napetostni tenzor (angl. stress tensor). Op. prev. Polje, v. 1



84 ENA�CBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 33Od tod razberemo, da je �����Al�xk� = � 14�F kl;in da je T kl = � 14� �Al�xi F kl + 116� Æki FlmF lm;kar se s kontravariantnimi komponentami zapi�se kotT ik = � 14� �Al�xi F kl + 116�gikFlmF lm:Ta tenzor pa ni simetri�
en. Simetriziramo ga tako, da pri�stejemo14� �Ai�xl F kl:V odsotnosti nabojev sledi iz ena�
be polja (30.2) �F kl =�xl = 0, zato je14� �Ai�xl F kl = 14� ��xl (AiF kl):Popravek k T ik je torej res oblike (32.7) in je dovoljen. Ker je �Al=�xi��Ai=�xl = F il, takokon�
no dobimo naslednji izraz za napetostni tenzor elektromagnetnega polja:T ik = 14� (�F ilF kl + 14gikFlmF lm): (33.1)Ta tenzor je o�
itno simetri�
en. Poleg tega ima lastnostT ii = 0; (33.2)torej je sled tenzorja enaka ni�
.Zapi�simo komponente tenzorja T ik z jakostma elektri�
nega in magnetnega polja. �Cekomponente tenzorja F ik zapi�semo kot v (23.5), hitro ugotovimo, da je koli�
ina T 00 enakagostoti energije (31.5), komponente 
T 0� pa so enake komponentam Poyntingovega vektorja(31.2). Prostorske komponente T�� tvorijo tridimenzionalni tenzor s komponentami��xx = 18� (E2y +E2z �E2x +H2y +H2z �H2x);��xy = � 14� (ExEy +HxHy);in tako naprej, kar lahko zapi�semo kot��� = 14� �+E�E� +H�H� � 12Æ��(E2 +H2)� : (33.3)Ta tenzor se imenuje Maxwellov napetostni tenzor (angl. Maxwell stress tensor).Tenzor Tik diagonaliziramo tako, da se preselimo v opazovalni sistem, v katerem sta vek-torja E in H (v izbrani to�
ki prostora in v dolo�
enem trenutku) vzporedna ali v katerem jeeden izmed njiju enak ni�
; kot �ze vemo iz x25, je tak�sna transforma
ija vedno mo�zno, razenPolje, v. 1



33 NAPETOSTNI TENZOR ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 85kadar sta E in H med seboj pravokotna in enaka po velikosti. Hitro se lahko prepri�
amo, dabodo po tak�sni transforma
iji edine od ni�
 razli�
ne komponente T ik enakeT 00 = �T 11 = T 22 = T 33 =W(�
e v smeri polja ka�ze os x).�Ce pa sta vektorja E in H pravokotna in enako velika, potem tenzorja T ik ne moremodiagonalizirati. � Od ni�
 razli�
ne komponente so v tem primeruT 00 = T 33 = T 30 =W(os x ka�ze v smeri polja E, os y pa v smeri polja H).Do sedaj smo obravnavali polja v odsotnosti nabojev. Ko imamo opravka tudi z naboji,je napetostni tenzor sistema enak vsoti napetostnega tenzorja elektromagnetnega polja innapetostnega tenzorja del
ev (v katerem predpostavimo, da del
i med seboj ne interagirajo).Obliko napetostnega tenzorja za del
e bomo dolo�
ili tako, da bomo del
e opisali s po-razdelitvijo mase v prostoru z uporabo \gostote mase", podobno kot smo porazdelitevto�
kastih nabojev opisali z njihovo gostoto. Po analogiji z ena�
bo (28.1) za gostoto nabojalahko gostoto mase zapi�semo v obliki� =Xa maÆ(r � ra); (33.4)kjer so ra krajevni vektorji del
ev, se�stevamo pa po vseh del
ih v sistemu.\Gostota �
etver
a gibalne koli�
ine" del
ev je �
ui. Vemo, da je ta gostota enaka kompo-nentam T 0�=
 napetostnega tenzorja, torej da velja T 0� = �
2u� (� = 1; 2; 3). Gostota masepa je �
asovna komponenta �
etver
a �=
( dxk=dt) (po analogiji z gostoto naboja; glej x28).Zato je napetostni tenzor sistema neinteragirajo�
ih del
ev enakT ik = �
 dxidt dxkdt = �
uiuk dsdt : (33.5)Ta tenzor je simetri�
en, kot smo pri�
akovali.Z neposrednim izra�
unom preverimo, da se energija in gibalna koli�
ina sistema (ki stade�nirani kot vsota energij in gibalnih koli�
in polja in del
ev) dejansko ohranjata. Preverilibomo torej ena�
be ��xk �T (f)ki + T (p)ki � = 0; (33.6)ki so matemati�
ni zapis ohranitvenih zakonov.Najprej odvajamo (33.1):�T (f)ki�xk = 14� �12F lm �Flm�xi � �Fil�xk F kl � �F kl�xk Fil� :Upo�stevamo Maxwellovi ena�
bi (26.5) in (30.2),�F kl�xk = 4�
 jl; �Flm�xi = ��Fmi�xl � �Fil�xm ;� Dejstvo, da simetri�
nega tenzorja T ik ne moremo vedno diagonalizirati, je povezano s psevdo-evklidskimzna�
ajem �
etvernega prostora. (Glej nalogo v x94.) Polje, v. 1



86 ENA�CBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 33in ju vstavimo v zgornji izraz. Dobimo�T (f)ki�xk = 14� ��12 �Fmi�xl F lm � 12 �Fil�xmF lm � �Fil�xk F kl � 4�
 Filjl� :S permuta
ijo indeksov lahko poka�zemo, da se prvi trije �
leni na levi okraj�sajo in dobimonaslednji rezultat: �T (f)ki�xk = �1
Fikjk: (33.7)Ko odvajamo izraz (33.5) za napetostni tenzor del
ev, dobimo�T (p)ki�xk = 
ui ��xk �� dxkdt �+ �
 dxkdt �ui�xk :Prvi �
len v tem izrazu je enak ni�
, ker se masa neinteragirajo�
ih del
ev ohranja. Koli�
ine�( dxk=dt) so namre�
 �
etvere
 \masnega toka", ki je analogen �
etver
u toka naboja (28.2);ohranitev mase matemati�
no izrazimo tako, da mora biti divergen
a tega �
etver
a enaka ni�
:��xk �� dxkdt � = 0; (33.8)podobno kot smo ohranitev naboja zapisali z ena�
bo (29.6).Velja torej �T (p)ki�xk = �
 dxkdt �ui�xk = �
 duidt :Sedaj uporabimo gibalne ena�
be nabojev v polju, zapisane v �
etverni obliki (23.4)m
 duids = e
Fikuk:�Ce �zelimo to ena�
bo prepisati v obliko, ki velja za zvezno porazdelitev naboja in mase, moramoupo�stevati, da iz de�ni
ij gostot � in � sledi �=m = �=e. Zato lahko gibalno ena�
bo zapi�semokot �
 duids = �
Fikukali �
 duidt = 1
Fik�uk dsdt = 1
Fikjk:Zato je �T (p)ki�xk = 1
Fikjk: (33.9)To pri�stejemo k (33.7) in res dobimo ni�
, torej smo dokazali ena�
bo (33.6).NALOGAPolje, v. 1



34 VIRIALNI IZREK 87NALOGA Kako se ob Lorentzevi transforma
iji spremenijo gostota energije, gostota pretoka en-ergije in komponente napetostnega tenzorja?Re�sitev: Naj se koordinatni sistem K 0 giblje glede na sistem K vzdol�z osi x s hitrostjo V . Zuporabo ena�
b iz prve naloge, x 6, pretvorimo simetri�
ni tenzor T ik in dobimo:W = 11� V 2
2 �W 0 + V
2S0x � V 2
2 �0xx� ;Sx = 11� V 2
2 ��1 + V 2
2 �S0x � V W 0 � V �0xx� ;Sy = 1q1� V 2
2 (S0y � V �0xy);�xx = 11� V 2
2 ��0xx � 2V
2S0x � V 2
2 W 0� ;�yy = �0yy; �zz = �0zz ; �yz = �0yz ;�xy = 1q1� V 2
2 ��0xy � V
2S0y�ter analogne ena�
be za Sx in �xz.x34 Virialni izrekKer je vsota diagonalnih elementov napetostnega tenzorja elektromagnetnega polja enaka ni�
,je vsota T ii sistema interagirajo�
ih del
ev enaka sledi napetostnega tenzorja del
ev samih. Iz(33.5) dobimo T ii = T (p)ii = �
uiui dsdt = �
 dsdt = �
2r1� v2
2 :Zapi�simo ta rezultat �se druga�
e, tako da upo�stevamo vse del
e v sistemu, pri �
emer � pi�semokot vsoto (33.4): T ii =Xa ma
2r1� v2a
2 Æ(r � ra): (34.1)Iz te ena�
be tudi sledi, da za poljuben sistem veljaT ii � 0; (34.2)pri �
emer enakost velja le za elektromagnetna polja brez nabojev.Oglejmo si izoliran sistem nabitih del
ev, ki se gibljejo po poteh kon�
nega obsega, takoda imajo vse koli�
ine (koordinate, gibalne koli�
ine), ki opisujejo sistem, kon�
ne vrednosti. �Izra�
unamo povpre�
je po �
asu ena�
be (32.12)1
 �T�0�t + �T���x� = 0�Ob tem tudi predpostavimo, da elektromagnetno polje sistema v neskon�
nosti pada zadosti hitro proti ni�
.V nekaterih primerih ta zahteva pomeni, da moramo zanemariti elektromagnetno valovanje, ki ga sistem seva.Polje, v. 1



88 ENA�CBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 34Povpre�
na vrednost odvoda �T�0=�t je enaka ni�
, kot to velja za povpre�
no vrednost odvodapoljubne omejene koli�
ine. � Tako dobimo��x� T �� = 0:Ena�
bo pomno�zimo z x� in jo integriramo po 
elotnem prostoru. Integral pretvorimo zuporabo Gaussovega izreka, pri �
emer upo�stevamo, da je v neskon�
nosti T �� = 0, zaradi �
esarpovr�sinski integral odpade:Z x��T ���x� dV = �Z �x��x� T �� dV = �Z Æ��T �� dV = 0;ali Z T�� = 0: (34.3)Ta rezultat uporabimo pri izra�
unu integrala koli�
ine T ii = T�� + T 00 :Z T ii dV = Z T 00 dV = E ;kjer je E 
elotna energija sistema.Kon�
no vstavimo (34.1) in dobimoE =Xa ma
2r1� v2a
2 : (34.4)Ta izraz je relativisti�
na posplo�sitev virialnega izreka (angl. virial theorem) iz klasi�
nemehanike (glej Mehanika, x10). �Ce se vsi del
i gibljejo po�
asi, dobimoE �Xa ma
2 = �Xa ma
2a2 ;kar pomeni, da je 
elotna energija (brez mirovnih energij del
ev) enaka povpre�
ni vrednostikineti�
ne energije z nasprotnim predznakom { to je v skladu z rezultatom klasi�
nega virialnegaizreka za sistem nabitih del
ev, ki interagirajo v skladu s Coulombovim zakonom.Poudariti moramo, da so te ena�
be zelo formalne in jih moramo zato bolj podrobno opre-deliti. Te�zave je v tem, da energija elektromagnetnega polja vsebuje �
lene, ki dajo neskon�
enprispevek k elektromagnetni lastni energiji to�
kastih nabojev (glej x37). Te �
lene moramoizpustiti, �
e naj imajo na�si izrazi kak�sen pomen, saj je lastna (intrinzi�
na) elektromagnetnaenergija �ze upo�stevana pri kineti�
ni energiji del
a (9.4). To pomeni, da moramo v ena�
bi(34.4) \renormalizirati" energijo po predpisuE ! E �Xa Z E2a +H2a8� dV;� Naj bo f(t) omejena funk
ija. Povpre�
na vrednost odvoda df= dt po �
asovnem intervalu T jedfdt = 1T Z T0 dfdt dt = f(T )� f(0)T :Ker je f(t) omejena funk
ija, T pa nara�s�
a prek vseh meja, je povpre�
na vrednost odvoda df= dt o�
itno enakani�
.Polje, v. 1



35 NAPETOSTNI TENZOR MAKROSKOPSKIH TELES 89ker sta Ea in Ha polji, ki jih ustvarja a-ti dele
. Podobno moramo v ena�
bi (34.3) nareditipopravek � Z T aa dV ! Z T aa dV +Xa Z E2a +H2a8� dV:x35 Napetostni tenzor makroskopskih telesPoleg napetostnega tenzorja sistema to�
kastih teles (33.5) bomo potrebovali �se izraz za tatenzor za makroskopska telesa, ki jih bomo smatrali kot zvezna.Pretok gibalne koli�
ine skozi diferen
ialno ploskvi
o df na povr�sini telesa je kar enak sili,ki na to ploskvi
o deluje. Zato je ���� df� �-ta komponenta sile, ki deluje na ploskvi
o.Vpeljimo opazovalni sistem, v katerem izbrana diferen
ialna prostornina telesa miruje. Vtak�snem sistemu velja Pas
alov zakon, zato se pritisk p prena�sa enako v vse smeri in pov-sod povzro�
a sile, ki so pravokotne na ploskvi
o, na katero deluje. y Napi�semo lahko torej��� df� = �pdf�, zato je napetostni tenzor enak ��� = �pÆ��. Komponente T�0, ki pred-stavljajo gostoto gibalne koli�
ine, so v izbranem opazovalnem sistemu enake ni�
. KomponentaT 00 je gostota energije telesa, ki jo ozna�
imo z �; �=
2 je torej gostota mase telesa, torej masana enoto prostornine. Poudarimo naj, da imamo tu v mislih enoto \lastne" prostornine, torejprostornine v opazovalnem sistemu, v katerem izbrani del telesa miruje.V obravnavanem opazovalnem sistemu ima napetostni tenzor izbranega dela telesa oblikoT ik = 0BB�� 0 0 00 p 0 00 0 p 00 0 0 p1CCA : (35.1)Sedaj lahko preprosto dolo�
imo izraz za napetostni tenzor v poljubnem opazovalnem sis-temu. V ta namen vpeljemo �
etverno hitrost ui makroskopskega gibanja izbranega dela telesa.V mirovnem sistemu tega dela telesa velja ui = (1; 0). Izraz za T ik mora biti izbran tako, dabo v mirovnem sistemu imel obliko (35.1). Hitro se prepri�
amo, da zahtevano velja zaT ik = (p+ �)uiuk � pgik; (35.2)ali v me�sanih komponentah T ki = (p+ �)uiuk � pÆki :To je napetostni tenzor za makroskopsko telo. Izrazi za gostoto energijeW , vektor pretoka�Brez te spremembe je izraz� Z T aa dV = Z E2a +H2a8� dV +Xa mav2ap1� v2a=
2striktno pozitiven in ne more biti enak ni�
.yStrogo vzeto Pas
alov zakon velja le v teko�
inah in plinih. Vseeno pa so pri trdih telesih najve�
je mo�zne ra-zlike v napetosti v razli�
nih smereh zanemarljive v primerjavi z napetostmi, ki igrajo vlogo v teoriji relativnosti,zato ta podrobnost ni pomembna. Polje, v. 1



90 ENA�CBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 35energije S in napetostni tenzor ��� soW = �+ pv2
21� v2
2 ;S = (p+ �)v1� v2
2 ;��� = � (p+ �)v�v�
2 �1� v2
2 � � pÆ�� : (35.3)
�Ce je hitrost makroskopskega gibanja v majhna v primerjavi s svetlobno hitrostjo, potempribli�zno velja S = (p+ �)v:Ker je S=
2 gostota gibalne koli�
ine, je od tod razvidno, da vsota (p+ �)=
2 igra vlogo gostotemase telesa.Izraz za T ik se poenostavi, ko so hitrosti vseh del
ev, iz katerih je sestavljeno telo, majhne vprimerjavi s svetlobno hitrostjo (hitrost makroskopskega gibanja samega je lahko poljubna). Vtem primeru lahko v gostoti energije � zanemarimo vse �
lene, ki so manj�si od mirovne energije,zato lahko namesto � pi�semo �0
2, kjer je �0 vsota mas vseh del
ev, ki se nahajajo v enoti(lastne) prostornine telesa (naj poudarimo, da se v splo�snem �0 razlikuje od dejanske gostotemase telesa �=
2, h kateri prispeva tudi energija mikroskopskega gibanja del
ev v telesu terenergija njihovih medsebojnih interak
ij). Tudi pritisk, ki ga dolo�
a energija mikroskopskegagibanja molekul, je v tem primeru majhen v primerjavi z mirovno energijo �0
2. Zato lahkozapi�semo T ik = �0
2uiuk: (35.4)Iz izraza (35.2) dobimo T ii = �� 3p: (35.5)Splo�sna lastnost (34.2) napetostnega tenzorja poljubnega sistema nam da naslednjoneena�
bo med pritiskom in gostoto makroskopskega telesa, ki mora vedno veljati:p < �=3: (35.6)Primerjajmo izraz (35.5) s splo�sno ena�
bo (34.1), ki velja za poljuben sistem. Ker tuobravnavamo makroskopsko telo, moramo izra�
unati povpre�
je izraza (34.1) po vseh vred-nostih r v enoti prostornine. Dobimo�� 3p =Xa ma
2r1� v2a
2 (35.7)(se�stevamo po vseh del
ih v enoti prostornine).Desna stran ena�
be gre proti ni�
 v ultrarelativisti�
nem pribli�zku, zato je v tej limiti ena�
bastanja enaka � p = �3 : (35.8)�Limitno ena�
bo smo tu dobili ob predpostavki, da med del
i deluje elektromagnetna interak
ija. Pred-postavili bomo (ko bomo izraz potrebovali v 14. poglavju), da ena�
ba velja tudi za druge interak
ije med del
i,�
eprav do danes to �se ni dokazano.Polje, v. 1



35 NAPETOSTNI TENZOR MAKROSKOPSKIH TELES 91Ena�
bo bomo uporabili na primeru idealnega plina, ki ga tvorijo enaki del
i. Ker del
iidealnega plina med seboj ne interagirajo, lahko uporabimo izraz (33.5) in izra�
unamo njegovopovpre�
no vrednost. Tako dobimo T ik = nm
 dxidt dxkds ;kjer je n �stevilo del
ev na enoto prostornine, �
rta pa ozna�
uje ra�
unanje povpre�
ne vrednostipo vseh del
ih. �Ce se plin ne giblje makroskopsko, velja za T ik tudi izraz (35.1). S primerjavoobeh ena�
b dobimo naslednja izraza:� = nm0� 
2q1� v2
2 1A; p = nm3 0� v2q1� v2
2 1A: (35.9)Ti ena�
bi izra�zata gostoto in pritisk relativisti�
nega idealnega plina s hitrostjo del
ev: drugaena�
ba ustreza dobro poznani ena�
bi p = nmv2=3 iz nerelativisti�
ne kineti�
ne teorije plinov.

Polje, v. 1



Poglavje 5Stati�
no elektromagnetno poljex36 Coulombov zakonV primeru �
asovno nespremenljivega elektri�
nega (elektrostati�
nega) polja se Maxwelloveena�
be zapi�sejo kot r � E = 4��; (36.1)r�E = 0: (36.2)Elektri�
no polje E lahko izrazimo s skalarnim poten
ialom samim (vektorski poten
ial nipotreben): E = �r�: (36.3)Ena�
bo (36.3) vstavimo v (36.1) in dobimo ena�
bo, ki ji mora zadostiti poten
ial stati�
negaelektri�
nega polja: �� = �4��: (36.4)Ta ena�
ba se imenuje Poissonova ena�
ba. V vakuumu, torej za � = 0, je poten
ial re�sitevLapla
eove ena�
be �� = 0: (36.5)Iz zadnje ena�
be med drugim sledi, da poten
ial elektri�
nega polja nikjer ne more imetimaksimuma niti minimuma. Poten
ial � ima ekstremno vrednost, �
e so vsi prvi odvodi � pokoordinatah enaki ni�
, vsi drugi odvodi �2�=�x2, �2�=�y2 in �2�=�z2 pa morajo biti istegapredznaka. To pa ni mogo�
e, saj tedaj ne bi mogli zadostiti ena�
bi (36.5).Izra�
unajmo polje, ki ga proizvaja to�
kast naboj. S simetrijskega vidika je o�
itno, dabo polje kazalo v smeri krajevnega vektorja iz to�
ke, v kateri se nahaja naboj e. Prav takotakoj uvidimo, da je vrednost polja E lahko odvisna le od razdalje od naboja R. Absolutnovrednost bomo dobili z uporabo ena�
be (36.1) v integralski obliki (30.5). Pretok elektri�
negapolja skozi sferi�
no ploskev s polmerom R in s sredi�s�
em v naboju je 4�R2E; ta pretok morabiti enak 4�e. Od tod dobimo E = eR2 :Z vektorji ena�
bo zapi�semo v obliki E = eRR3 : (36.6)92



37 ELEKTROSTATI�CNA ENERGIJA NABOJEV 93Polje, ki ga proizvaja to�
kast naboj, je torej obratno sorazmerno s kvadratom razdalje odnaboja. To je Coulombov zakon. Poten
ial polja je� = eR: (36.7)V sistemu nabojev je polje po na�
elu superpozi
ije enako vsoti polj, ki jih ustvarjajoposamezni del
i. Poten
ial tak�snega polja je� =Xa eaRa ;kjer je Ra razdalja od naboja ea do to�
ke, v kateri dolo�
amo poten
ial. �Ce vpeljemo gostotonaboja �, lahko to ena�
bo zapi�semo v obliki� = Z �R dV; (36.8)kjer je R razdalja diferen
ialne prostornine dV do izbrane to�
ke v polju.Omenimo �se matemati�
ni izraz, ki ga dobimo iz (36.4), �
e vstavimo vrednosti � in � zato�
kast naboj, torej � = eÆ(r) in � = e=R. Od tod sledi�� 1R� = �4�Æ(r): (36.9)x37 Elektrostati�
na energija nabojevIzra�
unajmo energijo sistema nabojev. Za�
nimo z energijo polja, torej z izrazom (31.5) zagostoto energije. Energija sistema nabojev je enakaU = 18� Z E2 dV;kjer je E polje, ki ga naboji proizvajajo, integriramo pa po 
elotnem prostoru. VstavimoE = �r� in preoblikujemo:U = � 18� Z E � r�dV = � 18� Z r � (E�) dV + 18� Z �r � EdV:Po Gaussovemu izreku je prvi integral enak integralu E� po povr�sini, ki omejuje integra
ijskoobmo�
je, ker pa prvotni integral ra�
unamo po 
elotnem prostoru, in ker je polje v neskon�
nostienako ni�
, je ta integral enak ni�
. V drugi integral vstavimo r�E = 4�� in dobimo naslednjiizraz za energijo sistema nabojev: U = 12 Z ��dV: (37.1)Za sistem to�
kastih nabojev ea lahko namesto integrala zapi�semo vsoto po nabojihU = 12Xa ea�a; (37.2)kjer je �a poten
ial polja, ki ga ustvarijo vsi naboji, v to�
ki, kjer se nahaja naboj ea. Polje, v. 1



94 STATI�CNO ELEKTROMAGNETNO POLJE 37�Ce to ena�
bo uporabimo za en sam osnovni nabiti dele
 (na primer za elektron) in zapolje, ki ga ta naboj ustvarja, ugotovimo, da ima naboj \lastno"-poten
ialno energijo, enakoe�=2, kjer je � poten
ial polja, ki ga ustvarja dele
, v to�
ki, kjer se dele
 nahaja. Iz teorijerelativnosti vemo, da moramo vsak osnovni dele
 obravnavati kot to�
kast dele
. Poten
ialnjegovega polja � = e=R postane neskon�
en v to�
ki R = 0. Iz elektrodinamike naj bi torejsledilo, da ima elektron neskon�
no \lastno energijo" (angl. self-energy) in zato tudi neskon�
nomaso. Ta rezultat je seveda nesmiseln, kar pomeni, da �ze iz osnovnih na�
el elektrodinamikesame sledi dejstvo, da je uporaba te teorije omejena.Zaradi neskon�
nosti lastne energije in mase je v okviru klasi�
ne elektrodinamike nemogo�
ezastaviti vpra�sanje, ali je 
elotna masa elektrona elektrodinamskega izvora (torej povezana zelektromagnetno lastno energijo del
a). �Ker je �zikalno nesmiselna neskon�
na lastna energija osnovnega del
a povezana z dejstvom,da moramo tak�sen dele
 smatrati za to�
kast dele
, lahko zaklju�
imo, da ima elektrodinamikakot logi�
no zaklju�
ena �zikalna teorija notranje neskladnosti, ko nas zanimajo zelo majhnerazdalje. Zanima nas, kako velika je mejna razdalja. O
eno dobimo, �
e opazimo, da bielektromagnetna lastna energija elektrona morala biti velikostnega reda mirovne energijem
2.Po drugi strani, �
e bi elektron smatrali za telo s polmerom R0, bi bila njegova poten
ialnaenergija reda e2=R0. Iz zahteve, da sta ti koli�
ini istega velikostnega reda, dobimo o
enoR0 � e2m
2 : (37.3)Ta velikost (klasi�
ni polmer elektrona) dolo�
a mejo veljavnosti elektrodinamike za elek-tron, in sledi iz osnovnih na�
el teorije. V mislih pa moramo vseeno imeti dejstvo, da do mejveljavnosti klasi�
ne elektrodinamike pridemo �ze prej zaradi kvantnih u�
inkov. yVrnimo se k ena�
bi (37.2). Poten
iali �a, ki se tam pojavljajo, so po Coulombskem zakonuenaki �a =X ebRab ; (37.4)kjer je Rab razdalja med nabojema ea in eb. Izraz za energijo (37.2) je sestavljen iz dvehdelov. Prvi je neskon�
na konstanta, lastna energija vseh nabojev, ki ni odvisna od njihovemedsebojne oddaljenosti. Drugi del pa je energija interak
ij med del
i, ki je odvisna odnjihovih polo�zajev. Samo ta drugi del je �zikalno zanimiv. Enak jeU 0 = 12X ea�0a; (37.5)kjer je �0a =Xb6=a ebRab (37.6)poten
ial v to�
ki naboja ea, ki ga ustvarjajo vsi naboji razen ea. Z drugimi besedami,napi�semo lahko U 0 = 12Xa6=b eaebRab : (37.7)� Povsem formalno bi lahko dosegli kon�
no elektronsko maso, �
e bi vpeljali neskon�
no negativno maso,ki ne bi bila elektromagnetnega izvora in ki bi uravnovesila neskon�
no elektromagnetno maso (to se imenuje\masna renormaliza
ija"). Pozneje (v x75) bomo videli, da to ne odstrani vseh notranjih neskladnosti klasi�
neelektrodinamike.yKvantni u�
inki postanejo pomembni pri dol�zinah velikostnega reda ~=m
, kjer je ~ Plan
kova konstanta.Razmerje med temi dol�zinami in R0 je reda ~
=e2 � 137.Polje, v. 1



38 POLJE ENAKOMERNO PREMO�CRTNO GIBAJO�CEGA SE NABOJA 95Posebni primer je energija interak
ije med dvema nabojema, ki je enakaU 0 = e1e2R12 : (37.8)x38 Polje enakomerno premo�
rtno gibajo�
ega se nabojaIzra�
unajmo polje, ki ga ustvari naboj e, ki se giblje enakomerno premo�
rtno s hitrostjo V .Laboratorijski sistem imenujmo K; opazovalni sistem, ki se giblje skupaj z nabojem, pa najbo sistem K 0. Naboj se nahaja v izhodi�s�
u sistema K 0. Sistem K 0 se giblje vzdol�z osi X gledena sistem K; osi Y in Z sta vzporedni z osmi Y 0 in Z 0. Ob �
asu t = 0 izhodi�s�
i obeh sistemovsovpadata. Koordinate naboja v sistemu K so torej x = V t; y = 0; z = 0. V sistemu K 0imamo stati�
no elektri�
no polje z vektorskim poten
ialom A0 = 0 in skalarnim poten
ialom�0 = e=R0, kjer je R02 = x02 + y02 + z02. V sistemu K v skladu z ena�
bo (24.1) velja� = �0q1� V 2
2 = eR0q1� V 2
2 : (38.1)Sedaj moramo R0 zapisati s koordinatami x; y; z sistema K. Po ena�
bah za Lorentzevotransforma
ijo je x0 = x� V tq1� V 2
2 ; y0 = y; z0 = z;od koder dobimo R02 = (x� V t)2 + �1� V 2
2 �2 (y2 + z2)1� V 2
2 : (38.2)To vstavimo v (38.1) in dobimo � = eR� ; (38.3)kjer smo vpeljali zapis R�2 = (x� V t)2 +�1� V 2
2 � (y2 + z2): (38.4)Vektorski poten
ial v sistemu K je enakA = �V
 = eV
R� : (38.5)V sistemu K 0 magnetnega polja H0 ni, elektri�
no polje pa je enakoE0 = eR0R03 : (38.6)Iz ena�
be (24.2) dobimoEx = E0x = ex0R03 ; Ey = E0yq1� V 2
2 = ey0R03q1� V 2
2 ;Ez = ez0R03q1� V 2
2 : Polje, v. 1



96 STATI�CNO ELEKTROMAGNETNO POLJE 38Ko izrazimo R0; x0; y0; z0 z x; y; z, dobimoE = �1� V 2
2 � eRR�3 ; (38.7)kjer je R krajevni vektor od naboja e do to�
ke s koordinatami x; y; z (njegove komponenteso x� V t; y; z).Vektor E lahko zapi�semo tudi druga�
e, �
e vpeljemo kot � med smerjo gibanja in krajevnimvektorjem R. O�
itno je y2 + z2 = R2 sin2 �, zato lahko R�2 zapi�semo kotR�2 = R2�1� V 2
2 sin2 �� : (38.8)Tako lahko polje E zapi�semo v oblikiE = eRR2 1� V 2
2�1� V 2
2 sin2 ��3=2 : (38.9)Pri konstantni oddaljenosti R od naboja, se jakost polja E pove�
uje, ko � nara�s�
a od 0 do�=2 (oziroma ko � pada od � do �=2). Polje v smeri gibanja (� = 0; �) je najmanj�se, njegovajakost je Ek = eR2 �1� V 2
2 � : (38.10)Polje je najve�
je pravokotno na smer gibanja (� = �=2) in ima jakostE? = eR2 1q1� V 2
2 : (38.11)Z nara�s�
ajo�
o hitrostjo je Ek vedno manj�si, E? pa vedno ve�
ji. To lahko bolj slikovito opi�semo,�
e si predstavljamo, da se elektri�
no polje gibajo�
ega se naboja \skr�
i" v smeri gibanja. Prihitrostih V , ki so blizu svetlobne, je �steve
 v izrazu (38.9) skoraj enak ni�
 v ozkem intervaluvrednosti � okoli � = �=2. �Sirina tega intervala je velikostnega reda�� �r1� V 2
2 : (38.12)Elektri�
no polje zelo hitrega naboja pri dani razdalji od njega je veliko le za majhen pas kotovv bli�zini ekvatorialne ravnine, �sirina tega intervala pa pada z nara�s�
ajo�
im V kotp1� V 2=
2.Magnetno polje v sistemu K je H = 1
V�E (38.13)[glej (24.5)℄. �Ce je V � 
, potem je elektri�
no polje pribli�zno podano z Coulombovim za-konom, E = eR=R3, magnetno polje pa je tedaj enakoH = e
V�RR3 : (38.14)Polje, v. 1



39 GIBANJE V COULOMBSKEM POLJU 97NALOGANALOGA Izra�
unaj silo (v sistemu K) med nabojema, ki se gibljeta z enako hitrostjo V .Re�sitev: Silo F bomo dolo�
ili tako, da bomo izra�
unali silo, ki deluje na enega izmed nabojev(e1) v polju, ki izvira iz drugega naboja (e2). Z uporabo (38.10) dobimoF = e1E2 + e1
 V �H2 = e1�1� V 2
2 �E2 + e1
2V(V � E2):V ena�
bo vstavimo izraz (38.9) za E2 in dobimo komponente sile v smeri gibanja (Fx) in pravokotnonanjo (Fy): Fx = e1e2R �1� V 2
2 � 
os ��1� V 2
2 sin2 ��3=2 ; Fy = e1e2R �1� V 2
2 �2 sin ��1� V 2
2 sin2 ��3=2 ;kjer je R krajevni vektor, ki ka�ze od e2 proti e1, � pa je kot med R in V.x39 Gibanje v Coulombskem poljuObravnavajmo gibanje del
a z maso m in nabojem e v polju, ki ga proizvaja drugi dele
 e0:predpostavili bomo, da je masa drugega del
a tako velika, da je ta nepremi�
en. Naloga se torejpoenostavi na opis gibanja naboja e v sredi�s�
no simetri�
nem elektri�
nem polju s poten
ialom� = e0=r.Celotna energija E del
a je E = 
pp2 +m2
2 + �r ;kjer je � = ee0. �Ce v ravnini gibanja del
a vpeljemo polarne koordinate, potem lahko upora-bimo izraz, poznan iz mehanike, p2 = (M2=r2) + p2r ;kjer je pr radialna komponenta gibalne koli�
ine, M pa je konstantna vrtilna koli�
ina del
a.Zapi�semo lahko E = 
rp2r + M2r2 +m2
2 + �r : (39.1)Zanima nas, �
e lahko dele
 med gibanjem pride poljubno blizu sredi�s�
a. To seveda ni mogo�
e,�
e se naboja e in e0 odbijata, torej �
e sta e in e0 istega predznaka. �Ce se del
a privla�
ita (e ine0 sta tedaj nasprotnih predznakov), potem se dele
 ne more poljubno pribli�zati sredi�s�
u, �
eje M
 > j�j, saj je v tem primeru prvi �
len v (39.1) vedno ve�
ji od drugega, in ko gre r ! 0,postane desna stran ena�
be neskon�
na. �Ce pa jeM
 < j�j, potem ostane ta izraz kon�
en tudiv limiti r! 0 (pr mora pri tem iti proti neskon�
nosti). Torej �
e velja
M < j�j; (39.2)lahko dele
 med gibanjem \pade" proti naboju, ki ga privla�
i. V klasi�
ni mehaniki tak�senkolaps v splo�snem ni mogo�
 (razen v primeru M = 0, ko se dele
 e giblje v ravni �
rti protidel
u e0). Polje, v. 1



98 STATI�CNO ELEKTROMAGNETNO POLJE 39Popolnega opisa gibanja naboja v Coulombskem polju se najla�ze lotimo s Hamilton-Ja
obijevo ena�
bo. Izberemo si polarne koordinate r,� v ravnini gibanja. Hamilton-Ja
obijevoena�
bo (16.11) zapi�semo kot� 1
2 ��S�t + �r �2 +��S�r �2 + 1r2 ��S���2 +m2
2 = 0:I�s�
emo S oblike S = �Et+M�+ f(r);kjer sta E in M konstantna energija in konstantna vrtilna koli�
ina del
a. Formalna re�sitevena�
be je S = �Et+M�+ Z r 1
2 �E � �r �2 � M2r2 �m2
2 dr: (39.3)Tirni
o del
a dobimo iz ena�
be �S=�M = konst. Z integra
ijo ena�
be (39.3) dobimo naslednjemo�zne tirni
e:a) �Ce je M
 > j�j,(
2M2 � �2)1r = 
p(ME)2 �m2
2(M2
2 � �2) 
os �r1� �2
2M2!� E�: (39.4)b) �Ce je M
 < j�j,(�2 �M2
2)1r = �p(ME)2 +m2
2(�2 �M2
2) 
osh �r �2
2M2 � 1!+ E�: (39.5)
) �Ce je M
 = j�j, 2E�r = E2 �m2
4 � �2� E�
M �2 : (39.6)Integra
ijska konstanta se skriva v poljubni izbiri polpremi
e, glede na katero merimo kot �.V (39.4) nedolo�
enost predznaka pred kvadratnim korenom ni pomembna, saj ena�
ba�ze vsebuje poljubno izhodi�s�
e za merjenje kota �, ki nastopa v funk
iji 
os. V primeruprivla�
nega poten
iala (� < 0) in �
e je E < m
2, 
elotna tirni
a del
a le�zi pri kon�
nih vred-nostih r (gibanje je omejeno). �Ce pa je E > m
2, potem lahko r postane neskon�
en (gibanje jeneomejeno). Omejeno gibanje ustreza gibanju po zaklju�
eni tirni
i (elipsi) v nerelativisti�
nimehaniki. Iz (39.4) je razvidno, da v relativisti�
ni mehaniki tirni
a nikoli ne more biti za-klju�
ena; ko se kot � spremeni za 2�, se vrednost r ne vrne k svoji za�
etni vrednosti. Orbiteniso elipse, temve�
 imajo obliko nezaklju�
enih \rozet". Medtem ko imajo v nerelativisti�
nimehaniki del
i z omejenim gibanjem v Coulombskem polju zaklju�
ene tirni
e, v relativisti�
nimehaniki Coulombsko polje te lastnosti nima ve�
.V (39.5) moramo izbrati pozitivni predznak, �
e je � < 0, in negativni predznak, �
e je� > 0 [obratna izbira predznakov bi pomenila, da smo spremenili predznak korena v (39.1)℄.�Ce je � < 0, sta tirni
i (39.5) in (39.6) spirali, pri katerih gre r! 0, ko gre �!1. �Cas, kiga dele
 porabi, da \pade" v izhodi�s�
e koordinatnega sistema, je kon�
en. To lahko preverimo,�
e upo�stevamo, da je �
asovna odvisnost koordinate r dolo�
ena z ena�
bo �S=�E = konst; kovstavimo (39.4), vidimo, da je �
as dolo�
en z integralom, ki konvergira, ko r te�zi k 0.Polje, v. 1



40 DIPOLNI MOMENT 99NALOGANALOGA 1. Za koliko se odkloni dele
, ki potuje skozi odbojno Coulombsko polje (a > 0)?Re�sitev: Odklonski kot � je enak � = � � 2�0, kjer je 2�0 kot med obema asimptotama natrajektorijo (39.4). Dobimo� = � � 2
Mp
2M2 � a2 tan�1 vp
2M2 � a2
a ! ;pri �
emer je v hitrost naboja v neskon�
nosti.NALOGA 2. Izra�
unaj efektivni sipalni presek za majhne kote pri sipanju del
ev v Coulombskempolju.Re�sitev: Efektivni sipalni presek d� je razmerje med �stevilom del
ev, ki se sipajo vsako sekundo vizbrani diferen
ialni prostorski kot do, in gostoto toka vpadnih del
ev (torej �stevilom del
ev, ki vsakosekundo preidejo en kvadratni 
entimeter ploskve, ki je pravokotna na 
urek del
ev).Ker je kot �, za katerega se del
i odklonijo med njihovo potjo skozi polje, dolo�
en s parametromtrka (angl. impa
t parameter) � (to je razdalja od sredi�s�
a do dalji
e, po kateri bi se dele
 gibal vodsotnosti polja), velja d� = �� d� = 2�� d�d� d� = � d�� dosin�;kjer je do = 2� sin� d�. � Odklonski kot je (za majhne kote) pribli�zno enak razmerju med spremembogibalne koli�
ine in njene za�
etne vrednosti. Sprememba gibalne koli�
ine je enaka integralu po �
asusile, ki deluje na dele
, v smeri pravokotni na smer gibanja; sila je pribli�zno enaka (a=r2) � (�=r). Takodobimo � = 1p Z +1�1 a� dt(�2 + v2t2)3=2 = 2ap�v(v je hitrost del
ev). Od tod dobimo efektivni sipalni presek za majhne �:d� = 4� apv�2 do�4 :V nerelativisti�
nem primeru je p � mv in izraz postane enak tistemu, ki ga dobimo iz Rutherfordoveformule y za majhne �.x40 Dipolni momentImejmo sistem del
ev, ki proizvajajo polje. Zanima nas polje pri velikih razdaljah, torej prirazdaljah, ki so velike v primerjavi z razse�znostjo sistema.Vpeljimo koordinatni sistem z izhodi�s�
em v poljubni to�
ki znotraj sistema nabojev. Najbodo krajevni vektorji posameznih nabojev ra. Poten
ial polja v to�
ki R0 je� =Xa eajR0 � raj (40.1)(se�stevamo po vseh nabojih); vektor R0 � ra je vektor med nabojem ea in to�
ko, v kateridolo�
amo poten
ial.Zanima nas razvoj tega izraza za velike R0 (R0 � ra). Izraz zato razvijemo po poten
ahra=R0 s pomo�
jo ena�
be f(R0 � ra) = f(R0)� r � rf(R0)�Glej Mehanika, x 18.yGlej Teorija polja, x 19. Polje, v. 1



100 STATI�CNO ELEKTROMAGNETNO POLJE 40(v gradientu odvajamo po koordinatah vektorja R0). Do �
lenov prvega reda velja� = P eaR0 �X eara � r 1R0 : (40.2)Vsota d =X eara (40.3)se imenuje dipolni moment sistema nabojev. Pomembna je ugotovitev, da v elektri�
no nev-tralnem sistemu, ko je vsota vseh nabojevP ea enaka ni�
, dipolni moment ni odvisen od izbireizhodi�s�
a koordinatnega sistema. �Ce sta namre�
 krajevna vektorja ra in r0a istega naboja vdveh razli�
nih koordinatnih sistemih povezana zr0a = ra + a;kjer je a nek konstantni vektor, potem je v primeru, ko je P ea = 0, dipolni moment enak vobeh sistemih: d0 =X ear0a =X eara + aX ea = d:�Ce z e+a ; r+a oziroma z e�a ; r�a ozna�
imo pozitivne oziroma negativne naboje sistema innjihove krajevne vektorje, potem lahko dipolni moment zapi�semo kotd =X e+a r+a �X e�a r�a = R+X e+a �R�X e�a ; (40.4)kjer sta R+ = P e+a r+aP e+a ; R� = P e�a r�aP e�a (40.5)krajevna vektorja \sredi�s�
 naboja" pozitivnih in negativnih nabojev. �Ce jeP e+a =P e�a = e,potem je d = eR+�; (40.6)kjer je R+� = R+ �R� krajevni vektor med sredi�s�
em negativnih in sredi�s�
em pozitivnihnabojev. V posebnem primeru, ko imamo le dva naboja, je R+� krajevni vektor med njima.�Ce je sistem nevtralen, potem je poten
ial polja tak�snega sistema pri velikih razdaljahenak � = �d � r 1R0 = d �R0R30 : (40.7)Jakost polja je E = �rd �R0R30 = � 1R30r(d �R0)� (d �R0)r 1R30 ;kar je enako E = 3(n � d)n� dR30 ; (40.8)kjer je n enotski vektor v smeri R0. Uporaben je tudi druga�
en zapis,E = (d � r)r 1R0 : (40.9)Polje, v. 1



41 MULTIPOLNI MOMENTI 101Poten
ial polja dale�
 stran od nevtralnega sistema nabojev je obratno sorazmeren skvadratom razdalje, jakost polja pa je obratno sorazmerna s tretjo poten
o razdalje. Polje jeosno simetri�
no v smeri vektorja d. V ravnini, v kateri le�zi ta vektor (tu predpostavimo, daka�ze v smeri osi z), so komponente vektorja E enakeEz = d3 
os2 � � 1R30 ; Ex = d3 sin � 
os �R30 ; Ey = 0: (40.10)Radialna in tangentna komponenta staER = d2 
os �R30 ; E� = �dsin �R30 : (40.11)x41 Multipolni momentiV razvoju poten
iala po poten
ah 1=R0,� = �(0) + �(1) + �(2) + : : : ; (41.1)je �
len �(n) sorazmeren z 1=Rn+10 . Ugotovili smo �ze, da je prvi �
len dolo�
en z vsoto vsehnabojev; drugi �
len �(1), ki ga imenujemo dipolni poten
ial sistema, je dolo�
en z dipolnimmomentom sistema.Tretji �
len v razvoju je �(2) = 12X ex�x� �2�X��X� � 1R0� ; (41.2)kjer se�stevamo po vseh nabojih (indeks, ki �steje del
e, v ena�
bi izpu�s�
amo); x� so kompo-nente vektorja r, X� pa komponente vektorja R0. Ta del poten
iala imenujemo kvadrupolnipoten
ial. �Ce je sistem elektri�
no nevtralen in nima dipolnega momenta, potem je to prvi�
len v razvoju, ki je razli�
en od ni�
.V izrazu (41.2) nastopa �sest koli�
in P ex�x�. Hitro se lahko prepri�
amo, da je poljeodvisno le od petih neodvisnih koli�
in. To je posledi
a tega, da je funk
ija 1=R0 re�sitevLapla
eove ena�
be, �� 1R0� = Æ�� �2�X��X� � 1R0� = 0:Zato lahko �(2) zapi�semo v obliki�(2) = 12X e�x�x� � 13r2Æ��� �2�X��X� � 1R0� :Tenzor D�� =X e(3x�x� � r2Æ��) (41.3)se imenuje kvadrupolni moment sistema. Iz de�ni
ije tenzorja D�� je razvidno, da je vsotadiagonalnih elementov enaka ni�
: D�� = 0: (41.4)Zato ima simetri�
ni tenzor D�� vsega pet neodvisnih komponent. S pomo�
jo D�� lahkozapi�semo �(2) = D��6 �2�X��X� � 1R0� : (41.5)Polje, v. 1



102 STATI�CNO ELEKTROMAGNETNO POLJE 41�Ce izra�
unamo odvod �2�X��X� 1R0 = 3X�X�R50 � Æ��R30 ;in upo�stevamo, da je Æ��D�� = D�� = 0, potem lahko poten
ial zapi�semo v obliki�(2) = D��n�n�2R30 : (41.6)Tenzor D�� lahko diagonaliziramo tako kot vsak drug simetri�
en tridimenzionalni tenzor.Zaradi pogoja (41.4) bosta neodvisni le dve lastni vrednosti. �Ce ima sistem nabojev simetri-jsko os (na primer os Z) � , potem mora ta os biti ena izmed glavnih osi tenzorja D��, izbiradrugih dveh v ravnini XY pa je poljubna. Lastne vrednosti so med seboj povezane zDxx = Dyy = �12Dzz: (41.7)Komponento Dzz ozna�
imo z D (v tem primeru jo imenujemo kar kvadrupolni moment).Poten
ial lahko zapi�semo kot�(2) = D4R30 (3 
os2 � � 1) = D2R30P2(
os �); (41.8)kjer je � kot med vektorjem R0 in osjo Z, P2 pa je Legendrov polinom.�Ce je sistem elektri�
no nevtralen in nima dipolnega momenta, potem lahko hitrodoka�zemo, da kvadrupolni moment sistema ni odvisen od izbire koordinatnega izhodi�s�
a,podobno kot smo to pokazali za dipolni moment v prej�snjem razdelku.Na podoben na�
in lahko zapi�semo naslednje �
lene v razvoju (41.1). �Clen l-tega redazapi�semo s tenzorjem reda l (ki se imenuje tenzor 2l-polnega moment). Ta je simetri�
en vvseh svojih indeksih in je enak ni�
, �
e ga skr�
imo po poljubnem paru indeksov; poka�zemolahko, da ima tak�sen tenzor 2l + 1 med seboj neodvisnih komponent. ySplo�sni �
len v razvoju poten
iala bomo zapisali v druga�
ni obliki z uporabo dobro poznaneenakosti iz teorije krogelnih harmoni�
nih funk
ij:1jR0 � rj = 1pR20 + r2 � 2rR0 
os� = 1Xl=0 rlRl+10 Pl(
os�); (41.9)kjer je � kot med R0 in r. Vpeljemo prostorska kota �;� in �; �, ki dolo�
ata smer vektorjevR0 in r glede na koordinatne osi, in uporabimo adi
ijski izrez za krogelne harmoni�
ne funk
ije:Pl(
os�) = Xm=�l l (l � jmj)!(l + jmj)!P jmjl (
os �)P jmjl (
os �)e�im(���); (41.10)kje so Pml pridru�zeni Legendrovi polinomi.Vpeljimo �se krogelne funk
ije zYlm(�; �) = (�1)mils2l + 14� (l �m)!(l +m)!Pml (
os �)eim�; m � 0;Yl;�jmj(�; �) = (�1)l�mY �l;jmj: (41.11)�Simetrijska os mora biti vi�sja od drugega reda.yTak�sen tenzor imenujemo iredu
ibilen tenzor. Ker dobimo pri vsaki skr�
itvi ni�
, iz tak�snega tenzorja nemoremo sestaviti tenzorjev ni�zjega reda.zTa de�ni
ija je tak�sna, kot jo uporabljamo v kvantni mehaniki.Polje, v. 1



42 MULTIPOLNI MOMENTI 103Razvoj (41.9) lahko potem zapi�semo v obliki1jR0 � rj = 1Xl=0 lXm=�l rlRl+10 4�2l + 1Y �lm(�;�)Ylm(�; �):Ta razvoj naredimo v vsakem izmed �
lenov v (40.1) in dobimo naslednji izraz za l-ti �
lenrazvoja poten
iala: �(l) = 1Rl+10 lXm=�lr 4�2l + 1Q(l)m Y �lm(�;�); (41.12)kjer je Q(l)m =X earlar 4�2l + 1Ylm(�a; �a): (41.13)Skupina 2l + 1 koli�
in Q(l)m tvorijo 2l-polni moment sistema nabojev.Tako de�nirane koli�
ine Q(1)m so povezane s komponentami dipolnega momenta:Q(1)0 = idz; Q(1)�1 = � ip2(dx � idy): (41.14)Koli�
ine Q(2)m so povezane s komponentami tenzorja D�� :Q(2)0 = �12Dzz; Q(2)�1 = � 1p6(Dxz � iDyz);Q(2)�2 = � 12p6(Dxx �Dyy � 2iDxy): (41.15)
NALOGANALOGA Izra�
unaj kvadrupolni moment enakomerno navitega elipsoida glede na njegovosredi�s�
e.Re�sitev: Vsoto v (41.3) zamenjamo z integralom po prostornini elipsoida in dobimoDxx = � ZZZ (2x2 � y2 � z2) dx dy dz; et
.Izberemo si koordinatne osi vzdol�z osi elipsoida, izhodi�s�
e pa postavimo v njegovo sredi�s�
e; iz simetrijeje razvidno, da so te osi lastne osi tenzorja D�� . S transforma
ijox = x0a; y = y0b; z = z0
integral po prostornini elipsoida x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1poenostavimo na integral po prostornini enotske kroglex02 + y02 + z02 = 1:Tako dobimo Dxx = e5(2a2 � b2 � 
2); Dyy = e5(2b2 � a2 � 
2);Dzz = e5(2
2 � a2 � b2);kjer je e = (4�=3)ab
� 
elotni naboj elipsoida. Polje, v. 1



104 STATI�CNO ELEKTROMAGNETNO POLJE 42x42 Sistem nabojev v zunanjem poljuOglejmo si sistem nabojev v zunanjem elektri�
nem polju. Poten
ial zunanjega polja ozna�
imoz �(r). Poten
ialna energija vsakega izmed nabojev je ea�(ra), 
elotna poten
ialna energijapa je U =Xa ea�(ra): (42.1)Vpeljimo nov koordinatni sistem, ki ima izhodi�s�
e v poljubni to�
ki v sistemu nabojev; ra jekrajevni vektor naboja ea v teh koordinatah.Predpostavimo, da se zunanje polje le malo spremeni na obmo�
ju, kjer se nahajajo naboji,in da je torej tam pribli�zno homogeno (kvazi-homogeno). Tedaj lahko energijo U razvijemopo poten
ah ra: U = U (0) + U (1) + U (2) + : : : ; (42.2)prvi �
len v razvoju je U (0) = �0X ea; (42.3)kjer je �0 vrednost poten
iala v izhodi�s�
u. V tem pribli�zku je energija sistema tak�sna, kot �
ebi se vsi naboji nahajali v eni sami to�
ki (v izhodi�s�
u).Drugi �
len razvoja je U (1) = (r�)0 �X eara:�Ce v to ena�
bo vstavimo jakost polja v izhodi�s�
u, E0, in dipolni moment sistema, d, dobimoU (1) = �d � E0: (42.4)Celotna sila, ki deluje na sistem v zunanjem kvazi-homogenem polju, je do tega reda enakaF = E0X ea + [r(d �E)℄0:�Ce je sistem nevtralen, prvi �
len odpade, in dobimoF = (d � r)E; (42.5)kar pomeni, da silo dolo�
a prvi odvod jakosti polja, izra�
unan v izhodi�s�
u. Navor sil, kidelujejo na sistem, je K =X(ra � eaE0) = d�E0; (42.6)in je v najni�zjem redu dolo�
en z jakostjo polja samega.Imejmo dva elektri�
no nevtralna sistema nabojev z dipolnimamomentoma d1 in d2. Njunamedsebojna oddaljenost naj bo velika v primerjavi z njunimi lastnimi dimenzijami. Izra�
unalibomo njuno poten
ialno energijo zaradi elektrostati�
ne interak
ije, U . Mislimo si, da je edenizmed sistemov v polju drugega. Tedaj jeU = �d2 �E1;kjer je E1 polje prvega sistema. Vstavimo (40.8) namesto E1 in dobimoU = (d1 � d2)R2 � 3(d1 �R)(d2 �R)R5 ; (42.7)Polje, v. 1



43 STATI�CNO MAGNETNO POLJE 105kjer je R vektor, ki iz enega sistema ka�ze proti drugemu.Ko ima eden izmed sistemov 
elotni naboj razli�
en od ni�
 (e), veljaU = ed �RR ; (42.8)kjer je R vektor, ki ka�ze od dipola proti naboju.Naslednji �
len v razvoju (42.1) jeU (2) = 12X ex�x� �2�0�x��x� :Podobno kot v x41 tudi tu izpu�s�
amo indeks, ki �steje del
e; vrednost drugega odvodaizra�
unamo v izhodi�s�
u. Poten
ial � je re�sitev Lapla
eve ena�
be:�2��x2� = Æ�� �2��x��x� = 0:Zapi�semo lahko torej U (2) = 12 �2�0�x��x� X e�x�x� � 13Æ��r2�ali U (2) = D��6 �2�0�x��x� : (42.9)Splo�sni �
len v vrsti (42.2) lahko zapi�semo z 2l-polnim momentom D(l)m , ki smo ga de�ni-rali v prej�snjem razdelku. V ta namen razvijemo poten
ial �(r) po krogelnih harmoni�
nihfunk
ijah; splo�sna oblika razvoja je�(r) = 1Xl=0 rl lXm=�lr 4�2l + 1almYlm(�; �); (42.10)kjer so r; �; � krogelne koordinate to�
ke, alm pa so konstante. �Ce izra�
unamo vsoto (42.1) inpri tem uporabimo de�ni
ijo (41.13), dobimoU (l) = lXm=�l almQ(l)m : (42.11)x43 Stati�
no magnetno poljeOglejmo si magnetno polje, ki ga proizvajajo naboji, ki se gibljejo po kon�
nih poteh: del
i seves �
as nahajajo v kon�
nem obmo�
ju prostora in njihove gibalne koli�
ine so ves �
as kon�
ne.Tak�sno gibanje je \sta
ionarnega" zna�
aja, zato si bomo ogledali �
asovno povpre�
je magnet-nega polja H, ki ga proizvajajo del
i; to polje bo odvisno le od koordinat, ne pa od �
asa, inbo torej stati�
no.Ena�
be za povpre�
no magnetno polje H dobimo, �
e izra�
unamo povpre�
je po �
asuMaxwellovih ena�
b r �H = 0; r�H = 1
 �E�t + 4�
 j: Polje, v. 1



106 STATI�CNO ELEKTROMAGNETNO POLJE 43Prva ena�
ba je kar r �H = 0: (43.1)V drugi ena�
bi je povpre�
na vrednost odvoda �E=�t enaka ni�
, saj to velja za povpre�
jeodvoda poljubne omejene koli�
ine (glej opombo na strani 88). Zato iz druge Maxwelloveena�
be dobimo r�H = 4�
 j: (43.2)Ti ena�
bi zadostujeta, da lahko dolo�
imo stati�
no polje H.Vpeljemo povpre�
en vektorski poten
ial A. Podan je z ena�
bor�A = H:To vstavimo v (43.2) in dobimo r(r �A) + �A = 4�
 j:Vemo, da vektorski poten
ial polja ni enoli�
no dolo�
en, in da lahko uporabimo poljubnoumeritev. Zato si izberemo tak�sen poten
ial, da veljar �A = 0: (43.3)Vektorski poten
ial stati�
nega magnetnega polja je torej dolo�
en z�A = �4�
 j: (43.4)Re�sitev te ena�
be dobimo po analogiji z re�sitvijo Poissonove ena�
be (36.4) za skalarnipoten
ial elektrostati�
nega polja: tu imamo namesto gostote naboja � gostoto toka j=
. Sprimerjavo z re�sitvijo (36.8) lahko zapi�semoA = 1
 Z jR dV; (43.5)kjer je R razdalja od izbrane to�
ke do diferen
ialne prostornine dV .V ena�
bi (43.5) lahko integral zapi�semo kot vsoto po nabojih, �
e namesto j v ena�
bovstavimo �v in upo�stevamo, da so naboji to�
kasti. Upo�stevati moramo, da je v integralu(43.5) R integra
ijska spremenljivka, in zato ni podvr�zena povpre�
enju. �Ce namesto integralaR j=R dV pi�semo vsotoP eava=Ra, so Ra krajevni vektorji razli�
nih del
ev, ki se spreminjajomed gibanjem nabojev. Zato moramo zapisatiA = 1
X eavaRa ; (43.6)kjer moramo izra�
unati povpre�
je 
elotnega izraza pod znakom za se�stevanje.Iz poznanega A lahko magnetno polje izra�
unamo po ena�
biH = r�A = r� 1
 Z jR dV :Rotor deluje na koordinate to�
ke, kjer nas zanima jakost polja. Zato lahko operator nesemopod integralski znak in j pri odvajanju smatramo kot konstanto. Poznano ena�
bor� (fa) = fr� a+rf � a;Polje, v. 1



44 MAGNETNI MOMENT 107kjer sta skalar f in vektor a poljubni funk
iji, uporabimo na zmno�zku j1=R in dobimor� jR = r 1R � j = j�RR3 :Kon�
ni rezultat je torej H = 1
 Z j�RR3 dV (43.7)(krajevni vektor R ka�ze od diferen
ialne prostornine dV v izbrano to�
ko v polju). To jeBiot-Savartov zakon.x44 Magnetni momentOglejmo si, kak�sno magnetno polje proizvaja sistem nabojev, ki se gibljejo sta
ionarno. Zan-imalo nas bo polje dale�
 stran od sistema.Vpeljimo koordinatni sistem z izhodi�s�
em v poljubni to�
ki znotraj sistema nabojev, kotsmo to storili v x40. Krajevne vektorje razli�
nih nabojev ozna�
imo z ra, krajevni vektor to�
ke,v kateri ra�
unamo polje, pa z R0; vektor R0� ra ka�ze od naboja ea k to�
ki v polju. Iz (43.6)dobimo vektorski poten
ial A = 1
X eavajR0 � raj : (44.1)Kot v x40 ta izraz razvijemo po poten
ah ra. Do �
lenov prvega reda dobimo (indeks del
aa bomo v nadaljevanju izpu�s�
ali):A = 1
R0 X ev � 1
X ev�r � r 1R0�:V prvem �
lenu lahko zapi�semo X ev = ddtX er:Povpre�
na vrednost odvoda koli�
ine, ki ima kon�
en razmah, je enako ni�
, zato ta �
len odpade.Preostali �
len zapi�semo kotA = �1
X ev�r � r 1R0� = 1
R30 X ev(r �R0):Izraz bomo preoblikovali. Najprej upo�stevamo, da je v = _r, zato lahko zapi�semoX e(R0 � r)v = 12 ddtX er(r �R0) + 12X e[v(r �R0)� r(v �R0)℄(pri tem smo upo�stevali, da je R0 konstanten vektor). Ko ta izraz vstavimo v A prvi �
lenponovno odpade (saj vsebuje odvod po �
asu). DobimoA = 12
R30 X e[v(r �R0)� r(v �R0)℄:Vpeljemo vektor m = 12
X er� v; (44.2)Polje, v. 1



108 STATI�CNO ELEKTROMAGNETNO POLJE 45ki ga imenujemo magnetni moment sistema. Vektorski poten
ial lahko z njim zapi�semo kotA = m�R0R30 = r 1R0 �m: (44.3)Iz poznanega vektorskega poten
iala ni te�zko dolo�
iti magnetno polje. Uporabimo pravilor� (a� b) = (b � r)a� (a � r)b+ ar � b� br � a;in dobimo H = r�A = r��m�R0R30 � = mr � R0R30 � (m � r)R0R30 :Velja tudi r � R0R30 = R0 � r 1R30 + 1R30r �R0 = 0;in (m � r)R0R30 = 1R30 (m � r)R0 +R0(m � r) 1R30 = mR30 � 3R0(m �R0)R50 :Kon�
no dobimo H = 3n(m � n)�mR30 ; (44.4)kjer je n enotski vektor v smeri R0. Vidimo, da lahko magnetno polje zapi�semo z magnetnimmomentom z ena�
bo, ki je enake oblike kot tista, s katero smo elektri�
no polje zapisali zdipolnim momentom [glej (40.8)℄.�Ce imajo vsi naboji v sistemu enako razmerje med nabojem in maso, potem veljam = 12
X er� v = e2m
Xmr� v:�Ce hitrosti vseh nabojev veliko manj�se od svetlobne hitrosti, je mv enak gibalni koli�
ininaboja p in dobimo m = e2m
X r� p = e2m
M; (44.5)kjer je M = P r � p mehanska vrtilna koli�
ina sistema. V tem primeru je razmerje medmagnetnim momentom in vrtilno koli�
ino konstantno in zna�sa e=2m
.NALOGANALOGA Dolo�
i razmerje med magnetnim momentom in vrtilno koli�
ino sistema dveh nabojev(s hitrostjo v � 
).Re�sitev: Izhodi�s�
e koordinatnega sistema postavimo v te�zi�s�
e obeh del
ev. Tedaj velja m1r1 +m2r2 = 0 in p1 = �p2 = p, kjer je p gibalna koli�
ina relativnega gibanja. Z uporabo teh zvez dobimom = 12
 � e1m21 + e2m22� m1m2m1 +m2M:Polje, v. 1



45 LARMORJEV IZREK 109x45 Larmorjev izrekOglejmo si sistem nabojev v zunanjem stati�
nem homogenem magnetnem polju.�Casovno povpre�
je sile, ki deluje na sistem,F =X e
v �H = ddtX e
r�H;je enako ni�
, ker po ra�
unamo povpre�
no vrednost �
asovnega odvoda koli�
ine, ki ima omejenrazmah. Povpre�
na vrednost navora sil jeK =X e
 (r� (v �H))in je razli�
na od ni�
. �Ce razvijemo trojni vektorski produkt, jo lahko izrazimo z magnetnimmomentom sistema:K =X e
 (v(r �H)�H(v � r)) =X e
 �v(r �H)� 12H ddtr2� :Drugi �
len po izra�
unu povpre�
ne vrednosti odpade, tako da dobimoK =X e
v(r �H) = 12
X e�v(r �H)� r(v �H)�[zadnja transforma
ija je analogna tisti, ki smo jo uporabili pri izpeljavi (44.2)℄, od kodersledi K = m�H: (45.1)Opozorimo naj na analogijo z ena�
bo (42.6), ki velja za elektri�
ni dipol v elektri�
nem polju.Lagrangeva funk
ija sistema nabojev v zunanjem stati�
nem homogenem magnetnem poljuse od Lagrangeve funk
ije za sistem, ki ni v polju, razlikuje za dodatni �
lenLH =X e
A � v =X e2
 (H� r) � v =X e2
 (r� v) �H (45.2)[tu smo uporabili izraz (19.4) za vektorski poten
ial homogenega polja℄. �Ce upo�stevamode�ni
ijo magnetnega momenta sistema, dobimoLh = m �H: (45.3)Ponovno moramo poudariti analogijo z elektri�
nim poljem; v homogenem elektri�
nempolju Lagrangeva funk
ija nevtralnega sistema nabojev vsebuje �
lenLE = d � E;ki je v tem primeru enak poten
ialni energiji sistema nabojev, vzeti z negativnim predznakom(glej x42).Sedaj pa obravnavajmo sistem nabojev, ki se gibljejo po kon�
ni poti (s hitrostmi v � 
)v sredi�s�
no simetri�
nem elektri�
nem polju, ki ga ustvarja nek nepremi�
en naboj. Iz labo-ratorijskega sistema se bomo preselili v sistem, ki se enakomerno vrti okoli osi, ki potekaskozi nepremi�
en dele
. S pomo�
jo dobro poznane ena�
be lahko hitrost del
a v v novemkoordinatnem sistemu zapi�semo z njegovo hitrostjo v0 v starem:v0 = v +
� r; Polje, v. 1



110 STATI�CNO ELEKTROMAGNETNO POLJE 45kjer je r krajevni vektor del
a, 
 pa kotna hitrost vrte�
ega se koordinatnega sistema. Vnegibljivem sistemu je Lagrangeva funk
ija sistema nabojev enakaL =X mv022 � U;kjer je U poten
ialna energija nabojev v zunanjem polju in energija njihovih medsebojnihinterak
ij. Koli�
ina U je funk
ija razdalj nabojev od �ksnega del
a in njihovih medsebojnihrazdalj; v vrte�
em se sistemu se ta funk
ija ne spremeni. Zato je v novem sistemu Lagrangevafunk
ija enaka L =X m2 (v +
� r)2 � U:Predpostavimo, da imajo vsi naboji enako razmerje med nabojem in maso e=m. Izberemosi 
 = e2m
H: (45.4)�Ce je H zadosti majhen (tako da lahko zanemarimo �
lene z H2), potem lahko Lagrangevofunk
ijo zapi�semo kot L =X mv22 + 12
X eH� r � v � U:Enaka je Lagrangevi funk
iji, ki opisuje gibanje nabojev v laboratorijskem koordinatnemsistemu, �
e je prisotno stati�
no magnetno polje (glej (45.2)).Zaklju�
imo lahko, da se v nerelativisti�
nem primeru sistem nabojev, ki imajo vsi enakorazmerje e=m, in ki se gibljejo po kon�
nih poteh v sredi�s�
no simetri�
nem elektri�
nem poljuin v �sibkem homogenem magnetnem polju H, obna�sa enako kot isti sistem nabojev v istemelektri�
nem polju v koordinatnem sistemu, ki se vrti enakomerno s kotno hitrostjo (45.4). Toje Larmorjev izrek, kotna hitrost 
 = eH=2m
 pa se imenuje Larmorjeva frekven
a.Rezultat lahko uporabimo tudi druga�
e. �Ce je magnetno polje H zadosti �sibko, je Lar-morjeva frekven
a majhna v primerjavi s frekven
ami omejenega gibanja sistema nabojev.Tedaj si je smiselno ogledati povpre�
je koli�
in, ki opisujejo sistem, po �
asu, ki je kratek vprimerjavi s periodo 2�=
. Te nove koli�
ine se bodo spreminjale po�
asi (s frekven
o 
).Oglejmo si spremembo povpre�
ne vrtilne koli�
ine M sistema. �Casovni odvod vrtilnekoli�
ine je enak navoru K vseh sil, ki na sistem delujejo. Upo�stevajo�
 (45.1) tako dobimodMdt = K = m�H:�Ce je razmerje e=m enako pri vseh del
ih sistema, potem sta vrtilna koli�
ina in magnetnimoment sistema sorazmerna, in z uporabo ena�
b (44.5) in (45.4) dobimodMdt = �
�M: (45.5)Ta ena�
ba pomeni, da se vektor M (in torej tudi magnetni moment m) vrti s kotno hitrostjo�
 okoli smeri polja, medtem ko se njegova velikost in naklon glede na smer polja ne sprem-injata. (To gibanje se imenuje Larmorjeva pre
esija.)
Polje, v. 1



Poglavje 6Elektromagnetno valovanjex46 Valovna ena�
baElektromagnetno polje v praznem prostoru opi�semo z Maxwellovimi ena�
bami, v katere vs-tavimo � = 0; j = 0. Zapi�simo jih ponovnor�E = �1
 �H�t ; r �H = 0; (46.1)r�B = 1
 �E�t ; r � E = 0: (46.2)Te ena�
be imajo tudi od ni�
 razli�
ne re�sitve, kar pomeni, da lahko elektromagnetno poljeobstaja tudi v odsotnosti nabojev.Elektromagnetno polje v praznem prostoru v odsotnosti nabojev se imenuje elektromag-netno valovanje. V nadaljevanju si bomo ogledali lastnosti tak�snih valovanj.Takoj lahko ugotovimo, da morajo tak�sna polja nujno biti �
asovno odvisna. V nasprotnemprimeru bi veljalo �H=�t = �E=�t = 0, in ena�
be (46.1), (46.2) bi postale enake ena�
bamstati�
nega polja (36.1), (36.2) in (43.1), (43.2), v katerih bi imeli � = 0; j = 0. Re�sitve tehena�
b so podane z (36.8) in (43.5), ki pa dasta ni�
, ko sta � = 0 in j = 0.Sedaj bomo izpeljali ena�
be za poten
iala elektromagnetnega valovanja.Ko �ze vemo, lahko zaradi nedolo�
enosti poten
ialov vedno izberemo dodatni pogoj, ki gamorajo ti izpolniti. Zato si bomo tu izbrali tak�sna poten
iala elektromagnetnega valovanja,da bo skalarni poten
ial identi�
no enak ni�
:� = 0: (46.3)V tem primeru je E = �1
 �A�t ; H = r�A: (46.4)Ta izraza vstavimo v prvo ena�
bo (36.2) in dobimor� (r�A) = ��A+r(r �A) = � 1
2 �2A�t2 : (46.5)�Ceprav smo si �ze izbrali en dodatni pogoj za poten
iala, vektorski poten
ial A �se vedno nipovsem dolo�
en. Lahko mu namre�
 dodamo gradient poljubne funk
ije, ki ni odvisna od �
asa111



112 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 46(poten
iala � pa pri tem ne spreminjamo). Tako si lahko izberemo tak�sen vektorski poten
ial,da velja r �A = 0: (46.6)�Ce namre�
 vstavimo E iz (46.4) v r � E = 0, dobimor � �A�t = ��tr �A = 0;kar pomeni, da je funk
ija r �A odvisna le od koordinat. Vedno lahko to funk
ijo postavimona ni�
, �
e k A pri�stejemo gradient ustrezne �
asovno neodvisne funk
ije.Ena�
ba (46.5) se poenostavi v �A� 1
2 �2A�t2 = 0: (46.7)Ta ena�
ba dolo�
a poten
ial elektromagnetnega polja. Imenujemo jo d'Alembertova ali valovnaena�
ba. ��Ce na ena�
bo (46.7) delujemo z rotorjem oziroma z operatorjem �
asovnega odvoda �=�t,lahko preverimo, da tudi elektri�
no in magnetno polje zadostita tej ena�
bi.Izpeljavo valovne ena�
be bomo ponovili �se v �stiridimenzionalni obliki. Drugi parMaxwellovih ena�
b za polje v odsotnosti nabojev zapi�semo v obliki�F ik�xk = 0:(To je ena�
ba (30.2) z ji = 0.) Vanjo vstavimo F ik, zapisan s poten
ialom,F ik = �Ak�xi � �Ai�xk ;in dobimo �2Ak�xi�xk � �2Ai�xk�xk = 0: (46.8)Zahtevamo dodatni pogoj za poten
ial:�Ak�xk = 0: (46.9)(Ta pogoj se imenuje Lorentzeva umeritev, za poten
iale, ki mu zado�s�
ajo, pa re�
emo, da soumerjeni po Lorentzu.) Prvi �
len v (46.8) odpade, preostane pa�2Ai�xk�xk � gkl �2Ai�xk�xl = 0: (46.10)To je valovna ena�
ba, zapisana v �stiridimenzionalni obliki. y�Valovno ena�
bo v�
asih zapi�semo kot 2A = 0, operator2 = � �2�xi�xi = �� 1
2 �2�t2pa se imenuje d'Alembertov operator.yOmenimo naj, da pogoj (46.9) �se vedno ne omeji povsem mo�zne izbire poten
ialov. K A lahko �se vednododamo rf , od � pa od�stejemo 1=
(�f=�t), pri tem pa mora biti funk
ija f tak�sna, da re�si valovno ena�
bo2f = 0.Polje, v. 1



47 RAVNO VALOVANJE 113V tridimenzionalni obliki se pogoj (46.9) glasi1
 ���t +r �A = 0: (46.11)To je bolj splo�sen pogoj kot � = 0; r �A = 0, ki smo ga uporabili predhodno; vsi poten
iali,ki zadostijo tema pogojema, zadostijo tudi pogoju (46.11). Prednost Lorentzeve umeritve jev tem, da je relativisti�
no invariantna: poten
iala, ki pogoju zadostita v enem opazovalnemsistemu, mu zadostita tudi v vsakem drugem opazovalnem sistemu (pogoj (46.6) pa je obprehodu v drug opazovalni sistem obi�
ajno prekr�sen).x47 Ravno valovanjeOglejmo si poseben primer elektromagnetnega valovanja, v katerem je polje odvisno od enesame koordinate, na primer od koordinate x (in seveda tudi od �
asa). Tak�sne valove imenu-jemo ravno valovanje. Ena�
ba polja se v tem primeru glasi�2f�t2 � 
2�2f�x2 = 0; (47.1)kjer je f katera koli komponenta vektorjev E ali H.Ena�
bo lahko re�simo tako, da jo zapi�semo v obliki� ��t � 
 ��x�� ��t + 
 ��x� f = 0in uvedemo novi spremenljivki � = t� x
 ; � = t+ x
 ;tako da velja t = 12(� + �) in x = 
2(� � �). Tedaj je��� = 12 � ��t � 
 ��x� ; ��� = 12 � ��t + 
 ��x� ;zato lahko ena�
bo za f zapi�semo v obliki �2f���� = 0:Re�sitev ima o�
itno obliko f = f1(�) + f2(�), kjer sta f1 in f2 poljubni funk
iji. Zato jef = f1 �t� x
 �+ f2 �t+ x
 � : (47.2)Predpostavimo na primer, da je f2 = 0, tako da jef = f1 �t� x
 � :Poi�s�
imo �zikalni pomen te ena�
be. V vsaki ravnini x = konst se polje spreminja s �
asom;ob vsakem izbranem trenutku je polje razli�
no pri razli�
nih x. Razvidno je, da ima polje istovrednosti pri koordinatah x in trenutkih t, za katere velja t� (x=
) = konst, torejx = konst + 
t: Polje, v. 1



114 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 47To pomeni, da �
e ima ob �
asu t = 0 polje v izbrani to�
ki prostora x neko dolo�
eno vrednost,potem bo po intervalu �
asa t imelo polje isto vrednost pri razdalji 
t vzdol�z osi X od za�
etneto�
ke. Re�
emo lahko, da se vrednosti elektromagnetnega polja �sirijo po prostoru v smeri osiX s hitrostjo enako hitrosti svetlobe 
.Zato f1 �t� x
 �predstavlja ravni val, ki se premika v pozitivni smeri vzdol�z osi X. Hitro uvidimo, daf2 �t+ x
 �predstavlja val, ki se giblje v nasprotni (negativni) smeri vzdol�z osi X.V x46 smo pokazali, da si lahko izberemo tak�sna poten
iala elektromagnetnega polja, davelja � = 0 in r �A = 0. Tak�sno umeritev uporabimo tudi za obravnavo ravnega valovanja.Pogoj r �A = 0 se sedaj glasi �Ax�x = 0;ker nobena koli�
ina ni odvisna od y niti od z. Iz (47.1) potem sledi �2Ax=�t2 = 0, torejje �Ax=�t = konst. Elektri�
no polje je dolo�
eno z odvodom �A=�t, zato od ni�
 razli�
nakomponenta Ax predstavlja prisotnost stati�
nega longitudinalnega elektri�
nega polja. Kertak�sno polje ni povezano z valovanjem, lahko postavimo Ax = 0.Vektorski poten
ial ravnega vala si torej lahko vedno izberemo tako, da bo pravokoten naos X, torej na smer �sirjenja valovanja.Oglejmo si ravni val, ki se giblje v pozitivni smeri vzdol�z osi X; v tak�snem valu so vsekoli�
ine, tudi A, odvisne le od t� (x=
). Iz ena�
bE = �1
 �A�t ; H = r�A;tako dobimo E = �1
A0; H = r�A = r�t� x
 ��A0 = �1
n�A0; (47.3)kjer �
rti
a ozna�
uje odvod po argumentu funk
ije, torej po t� (x=
), n pa je enotski vektorv smeri �sirjenja valovanja. Prvo ena�
bo vstavimo v drugo in dobimoH = n�E: (47.4)Vidimo, da sta elektri�
no in magnetno polje E in H ravnega valovanja pravokotnana smer �sirjenja valovanja. Zato tak�sno elektromagnetno valovanje imenujemo pre�
no alitransverzalno. Iz (47.4) je razvidno tudi to, da sta elektri�
no in magnetno polje med sebojpravokotna in enaka po absolutni vrednosti.Pretok energije (Poyntingov vektor) v ravnem valovanju jeS = 
4�E�H = 
4�E� (n�E);in ker je E � n = 0, od tod sledi S = 
4�E2n = 
4�H2n:Polje, v. 1



47 RAVNO VALOVANJE 115Energija se torej pretaka v smeri �sirjenja valovanja. Ker jeW = 18� (E2 +H2) = E24�gostota energija valovanja, lahko zapi�semoS = 
Wn; (47.5)kar je skladno z dejstvom, da se valovanje �siri s svetlobno hitrostjo.Gibalna koli�
ina elektromagnetnega polja na enoto prostornine je S=
2. Pri ravnem val-ovanju je enaka (W=
)n. Naj poudarimo, da je povezava med energijo W in gibalno koli�
inoW=
 elektromagnetnega valovanja enaka kot pri del
u, ki se giblje s svetlobno hitrostjo [glej(9.9)℄.Pretok gibalne koli�
ine polja dolo�
ajo komponente Maxwellovega napetostnega tenzorja��� (33.3). �Ce se valovanje �siri v smeri osi X, je edina od ni�
 razli�
na komponenta tenzorjaT�� enaka T xx = ��xx =W: (47.6)Kot smo pri�
akovali, se gibalna koli�
ina pretaka v smeri �sirjenja valovanja. Pretok je povelikosti enak gostiti energije.Poi�s�
imo zakon za transforma
ijo gostote energije ravnega elektromagnetnega valovanjaob prehodu iz enega iner
ialnega sistema v drugega. Izpeljavo za�
nemo z ena�
boW = 11� V 2
2 �W 0 + 2V
2S0x + V 2
 �0xx�(glej nalogo v x33). Vanjo moramo vstavitiS0x = 
W 0 
os�0; �0xx = �W 0 
os2 �0;kjer je �0 kot (v sistemu K 0) med osjo X 0 (v tej smeri ka�ze hitrost V) in smerjo �sirjenjavalovanja. Dobimo W =W 0 �1 + V
 
os�0�21� V 2
2 : (47.7)Ker je W = E2=4� = H2=4�, se absolutna vrednost jakosti polja transformira kot pW .NALOGENALOGA 1. Izra�
unaj, s kak�sno silo deluje na steno vpadno ravno elektromagnetno valovanje, kise od stene odbije s koe�
ientom odbojnosti R.Re�sitev: Sila f , ki deluje na enoto plo�s�
ine stene, je podana z gostoto gibalne koli�
ine, torej zvektorjem s komponentami f� = ����N� � �0��N�;kjer jeN enotski vektor, ki le�zi normalno na povr�sino stene, ��� in �0�� pa so komponente napetostnegatenzorja vpadnega in odbitega valovanja. Z uporabo ena�
be (47.6) dobimof =Wn(N � n) +W 0n0(N � n0): Polje, v. 1



116 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 47Iz de�ni
ije koe�
ienta odbojnosti slediW 0 = RW . �Ce vpeljemo �se vpadni kot � (ki je enak odbojnemukotu) in razpi�semo komponente, dobimo silo v normalni smeri (\svetlobni tlak")fN =W (1 +R) 
os2 �in silo v tangentni smeri ft =W (1�R) sin � 
os �:NALOGA 2. S Hamilton-Ja
obijevo metodo napovej, kako se bo gibal naboj v polju ravnegaelektromagnetnega valovanja z vektorskim poten
ialom A[t� (x=
)℄.Re�sitev: Hamilton-Ja
obijevo ena�
bo zapi�semo v �stiridimenzionalni obliki:gik � �S�xi + e
Ai�� �S�xk + e
Ak� = m2
2: (1)Ker je polje ravno valovanje, so Ai funk
ije ene same neodvisne spremenljivke, ki jo lahko zapi�semo vobliki � = kixi, kjer je ki konstantni �
etvere
, katerega kvadrat je enak ni�
, kiki = 0 (glej naslednjirazdelek). Poten
ial naj izpolnjuje Lorentzev pogoj�Ai�xi = dAId� ki = 0;to je ekvivalentno pogoju Aiki = 0.I�s�
emo re�sitev ena�
be (1) oblike S = �fixi + F (�);kjer je f i = (f0; f) konstanten vektor, ki zado�s�
a pogoju fif i = m2
2 (S = �fiki je re�sitev Hamilton-Ja
obijeve ena�
be za prosti dele
 s �
etver
em gibalne koli�
ine pi = f i). To vstavimo v ena�
bo (1) indobimo e2
2AiAi � 2
 dFd� � 2e
 fiAi = 0;kjer smo vpeljali konstanto 
 = kif i. Iz te ena�
be dolo�
imo F . SlediS = �fixi � e

 Z fiAi d� + e22

2 Z AiAi d�: (2)Preselimo se v tridimenzionalni zapis v izbranem opazovalnem sistemu, pri �
emer si os X izber-emo v smeri potovanja valovanja. Tedaj je � = 
t � x, konstanta 
 pa je enaka 
 = f0 � f1. �Cedvodimenzionalni vektor fy, fz ozna�
imo z �, iz pogoja fif i = (f0)2 � (f1)2 � �2 �m2
2 dobimof0 + f1 = m2
2 + �2
 :Poten
iale umerimo tako, da je � = 0, A(�) pa le�zi v ravnini Y Z. Ena�
ba (2) lahko potem zapi�semov obliki S = � � r� 
2 (
t+ x)� m2
2 + �22
 � + e

 Z � �A d� � e22

2 Z A2 d�:Po splo�snih pravilih (glej Mehanika, x 47) gibanje dolo�
imo tako, da odvoda �S=�� in �S=�
izena�
imo z nekima novima konstantama, ki ju lahko s primerno izbiro izhodi�s�
a koordinatnega sistemain izhodi�s�
a za merjenje �
asa postavimo na ni�
. Tako dobimo parametri�
ni sistem ena�
b s parametrom�: y = 1
 �y� � e

 Z Ay d�; z = 1
 �z� � e

 Z Az d�;x = 12 �m2
2 + �2
2 � 1� � � e

2 Z � �A d� + e22
2
2 Z A2 d�; 
t = � + x:Polje, v. 1



48 MONOKROMATSKO RAVNO VALOVANJE 117Posplo�seno gibalno koli�
ino P = p+ (e=
)A in energijo E dobimo z odvajanjem ak
ije po koordi-natah oziroma po �
asu: py = �y � e
Ay; pz = �z � e
Az ;px = �
2 + m2
2 + �22
 � e

� �A+ e22

2A2;E = (
 + px)
:�Ce izra�
unamo povpre�
je po �
asu, bodo �
leni prvega reda po periodi�
ni funk
iji A(�) odpadli. Pred-postavimo, da smo si opazovalni sistem izbrali tako, da dele
 v njem v povpre�
ju miruje, torej da jepovpre�
je njegove gibalne koli�
ine enako ni�
. Tedaj je� = 0; 
2 = m2
2 + e2
2A2:Kon�
ne izraze, ki dolo�
ajo gibanje, lahko zapi�semo kotx = e22
2
2 Z (A2 �A2) d�; y = � e

 Z Ay d�; z = � e

 Z Az d�;
t = � + e22
2
2 Z (A2 �A2) d�;px = e22

2 (A2 �A2); py = �e
Ay ; pz = �e
Ax;E = 

 + e22

(A2 �A2):x48 Monokromatsko ravno valovanjeZelo pomemben poseben primer elektromagnetnega valovanje je valovanje, pri katerem je poljepreprosta periodi�
na funk
ija �
asa. Tak�sno valovanje imenujemo enobarvno ali monokro-matsko. Vse koli�
ine (poten
iali, komponente polja) monokromatskega valovanja vsebujejo�
asovno odvisni faktor oblike 
os(!t + �). Frekven
a ! se imenuje kro�zna frekven
a (angl.
y
li
 frequen
y) valovanja (v nadaljevanju jo bomo imenovali kar frekven
a).V valovni ena�
bi lahko v tem primeru drugi odvod po �
asu zapi�semo kot �2f=�t2 = �!2f ,zato je porazdelitev polja v prostoru za monokromatsko valovanje dolo�
ena z ena�
bo�f + !2
2 f = 0: (48.1)Pri ravnem valovanju, ki se �siri v smeri osi X, je polje odvisno le od t� (x=
). Zato je vprimeru monokromatskega ravnega valovanja polje preprosto kar periodi�
na funk
ija koli�
inet�(x=
). Vektorski poten
ial tak�snega valovanja najla�ze zapi�semo kot realni del kompleksnegaizraza: A = <�A0e�i!(t�x
 )� : (48.2)Vektor A0 je kompleksen konstanten vektor. Polji E in H morata imeti podobno oblikoz isto frekven
o !. Koli�
ina � = 2�
! (48.3)se imenuje valovna dol�zina (angl. wavelength); to je perioda spreminjanja polja vzdol�z koor-dinatne osi X ob �ksnem �
asu t. Polje, v. 1



118 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 48Vektor k = !
 n (48.4)(kjer je n enotski vektor v smeri �sirjenja valovanja) se imenuje valovni vektor. Z njim lahkoena�
bo (48.2) zapi�semo v obliki A = <�A0ei(k�r�!t)� ; (48.5)ki je neodvisna od izbire koordinatnih osi. Koli�
ina k �r�!t v eksponentu funk
ije se imenujefaza valovanja.�Ce uporabljamo le linearne opera
ije, potem lahko pisanje znaka za realni del < opu�s�
amo,in ra�
unamo kar s kompleksnimi koli�
inami. � �Ce vstavimoA = A0ei(k�r�!t)v (47.3), dobimo zvezo med jakostjo polja in vektorskim poten
ialom ravnega monokro-matskega valovanja: E = ikA; H = ik �A: (48.6)Sedaj bomo bolj podrobno obravnavali smer polja monokromatskega valovanja. Ogledalisi bomo elektri�
no polje E = <�E0ei(k�r�!t)�(vse ugotovitve pa bodo seveda veljavne tudi za magnetno polje). Koli�
ina E0 je nek kom-pleksni vektor. Kvadrat E20 je (v splo�snem) kompleksno �stevilo. �Ce je argument tega �stevila�2� (torej E20 = jE20je�2i�), potem vektor b de�niramo zE0 = be�i�: (48.7)Kvadrat vektorja b je realen, b2 = jE0j2. Zapi�semo lahkoE = <�bei(k�r�!t��)� : (48.8)Vektor b lahko zapi�semo v obliki b = b1 + ib2;� �Ce sta dve koli�
ini A(t) in B(t) zapisani v kompleksni oblikiA(t) = A0e�i!t; B(t) = B0e�i!t;potem moramo pri ra�
unanju njunega zmno�zka seveda lo�
iti realni del. Pogosto pa nas zanima le �
asovnopovpre�
je zmno�zka, ki ga lahko izra�
unamo preprosto kot12< (A �B�) :Velja namre�
 <A � <B = 14 �A0e�i!t +A�0ei!t� � �B0e�i!t +B�0ei!t� :Pri ra�
unanju povpre�
ja �
leni s faktorjem e�2i!t odpadejo, preostane pa<A � <B = 14 (A0 �B�0 +A�0 �B0) = 12< (A �B�) :Polje, v. 1



48 MONOKROMATSKO RAVNO VALOVANJE 119kjer sta b1 in b2 realna vektorja. Ker mora biti b2 = b21 � b22 + 2ib1 � b2 realno �stevilo, stavektorja b1 in b2 med seboj pravokotna, b1 � b2 = 0. Naj b1 ka�ze v smeri osi Y (os X pa vsmeri �sirjenja valovanja). Iz (48.8) tedaj sledi:Ey = b1 
os(!t� k � r+ �);Ez = �b2 sin(!t� k � r+ �); (48.9)pri �
emer moramo uporabiti predznak plus (oz. minus), �
e ka�ze b2 v pozitivni (oz. negativni)smeri vzdol�z osi Z. Iz (48.9) sledi, da jeE2yb21 + E2zb22 = 1: (48.10)Vidimo, da se v vsaki to�
ki v prostoru, vektor elektri�
nega polja vrti v ravnini, pravokotnina smer �sirjenja valovanja, pri tem pa koni
a vektorja opi�se elipso (48.10). Tak�sno valovanjeimenujemo elipti�
no polarizirano (angl. elipti
ally polarized). Vrtenje poteka v smeri desnegavijaki vzdol�z osi X, �
e imamo v ena�
bi (48.9) pozitivni predznak, si
er pa v nasprotni smeri.�Ce je b1 = b2, potem postane elipsa (48.10) kro�zni
a: vektor E se vrti, ostaja pa enakevelikosti. Valovanje je tedaj kro�zno polarizirano (angl. 
ir
ulary polarized). Izbira osi Y in Zje sedaj poljubna. Omenimo lahko, da je pri tak�snem valovanju razmerje med komponentamav smereh y in z kompleksne amplitude E0 enakoE0zE0y = �i: (48.11)Predznak plus imamo v primeru vrtenja v smeri desnega vijaka (desna polariza
ija), v nasprot-nem primeru pa je predznak negativen (leva polariza
ija). �In kon�
no �
e je ena izmed koli�
in b1 in b2 enaka ni�
, potem je valovanje povsod in ves�
as vzporedno z eno samo smerjo. V tem primeru je valovanje linearno polarizirano (angl.linearly polarized ali plane polarized). Elipti�
no polarizirano valovanje lahko smatramo kotsuperpozi
ijo dveh linearno polariziranih valovanj.Vrnimo se k de�ni
iji valovnega vektorja in vpeljimo �stiridimenzionalni vektor s kompo-nentami ki = �!
 ;k� : (48.12)Te koli�
ine tvorijo �
etvere
, kar je razvidno iz tega, da dobimo skalar (fazo valovanja), �
epomno�zimo s �
etver
em xi: kixi = !t� k � r: (48.13)Iz de�ni
ij (48.4) in (48.12) vidimo, da je kvadrat valovnega �
etver
a enak ni�
:kiki = 0: (48.14)To sledi tudi iz dejstva, da je izraz A = A0e�ikixire�sitev valovne ena�
be (46.10).�Predpostavljamo, da koordinatne osi tvorijo desni sistem. Polje, v. 1



120 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 48Kot pri vsakem drugem ravnem valovanje, so tudi pri monokromatskem valovanju, ki se�siri v smeri osi X, edine od ni�
 razli�
ne komponente napetostnega tenzorja enake (glej x47):T 00 = T 01 = T 11 =W:S pomo�
jo valovnega �
etver
a lahko to ena�
bo zapi�semo v tenzorski obliki:T ik = W
2!2 kikk: (48.15)S pomo�
jo zakona o transforma
iji valovnega �
etver
a lahko obravnavamo Dopplerjevpojav, pri katerem se frekven
a ! valovanja, ki ga oddaja gibajo�
i se vir, in kot jo izmerimirujo�
i opazovale
, razlikuje od \prave" frekven
e !0 vira v opazovalnem sistemu K0, vkaterem vir miruje.Naj bo V hitrost vira, torej hitrost sistema K0 glede na sistem K. Iz splo�snega pravila zatransforma
ijo �
etver
ev dobimo k(0)0 = k0 � V
 k1q1� V 2
2(hitrost sistema K glede na sistem K0 je �V ). Vstavimo k0 = !=
, k1 = k 
os� = !=
 
os�,kjer je � kot (v sistemu K) med smerjo oddajanja valovanja in smerjo gibanja izvora. �Ce !izrazimo z !0, dobimo ! = !0 q1� V 2
21� V
 
os�: (48.16)To je iskana ena�
ba. Pri V � 
, �
e kot � ni blizu �=2, velja pribli�zno! � !0�1 + V
 
os�� : (48.17)�Ce pa je � = �=2, dobimo ! = !0r1� V 2
2 � !0�1� V 22
2� ; (48.18)v tem primeru je relativna sprememba frekven
a sorazmerna s kvadratom razmerja V=
.NALOGENALOGA 1. Dolo�
i smeri in dol�zine osi polariza
ijske elipse, �
e pozna�s kompleksno amplitudoE0.Re�sitev: Naloga zahteva, da dolo�
imo vektor b = b1 + ib2, katerega kvadrat je realen. Iz (48.7)dobimo E0 � E�0 = b21 + b22; E0 �E�0 = �2ib1 � b2; (1)ali b21 + b22 = A2 +B2; b1b2 = AB sin Æ;kjer smo vpeljali zapis jE0y j = A; jE0z j = B; E0zB = E0yA eiÆPolje, v. 1



49 MONOKROMATSKO RAVNO VALOVANJE 121za absolutni vrednosti od E0y in E0z, ter za fazno razliko Æ med njima. Tedaj jeb1;2 =pA2 +B2 + 2AB sin Æ �pA2 +B2 � 2AB sin Æ; (2)od koder dobimo velikosti polosi polariza
ijske elipse.Smeri osi (glede na poljubni za�
etni osi Y in Z) dolo�
imo tako, da za�
nemo z enakostjo< ((E0 � b1)(E�0 � b2)) = 0;v kar se preprosto prepri�
amo, �
e v ena�
bo vstavimo E0 = (b1 + ib2)e�ia. Enakost razpi�semo pokoordinatah Y in Z. Tako dobimo kot � med smerjo b1 in osjo Y :tan 2� = 2AB 
os ÆA2 �B2 : (3)Smer sukanja polja je dolo�
en z znakom komponente v smeri X vektorja b1 � b2. Uporabimozapis iz (1) 2i(b1 � b2) = E0zE�0y �E�0zE0y = jE0yj2 ��E0zE0y���E0zE0y��� ; (4)od koder je razvidno, da je smer b1 � b2 (vzdol�z osi X ali v obratni smeri) in smer sukanja (v smeridesnega ali levega vijaka v smeri osi X) podana z znakom imaginarnega dela razmerja E0z=E0y (taje v prvem primeru pozitiven, v drugem pa negativen). To je posplo�sitev pravila (48.11) za kro�znopolariza
ijo.NALOGA 2. Kako se giblje nabiti dele
 v ravnem monokromatskem linearno polariziranem valo-vanju?Re�sitev: Naj polje valovanja E ka�ze v smeri osi Y , tako da veljaEy = E = E0 
os!�; Ay = A = �
E0! sin!�(� = t � x=
). Iz ena�
b (3) in (4) v drugi naloga, x 47, dobimo (v opazovalnem sistemu, v kateremdele
 v povpre�
ju miruje) naslednji opis gibanja s parametrom � = !�:x = � e2E20
8
2!3 sin 2�; y = �eE0

!2 
os �; z = 0:t = �! � e2E208
2!3 sin 2�; 
2 = m2
2 + e2E202!2 :px = �e2E204
!2 
os 2�; py = eE0! sin �; pz = 0:NALOGA 3. Kako se giblje nabiti dele
 v kro�zno polariziranem valovanju?Re�sitev: Polje valovanja lahko zapi�semo kotEy = E0 
os!�; Ez = E0 sin!�;Ay = �
E0! sin!�; A� z = 
E0! 
os!�:Gibanje lahko opi�semo z ena�
bamix = 0; y = �e
E0
!2 
os!t; z = �e
E0
!2 sin!t;px = 0; py = eE0! sin!t; pz = �eE0! 
os!t;
2 = m2
2 + 
2E20!2 :Naboj se torej giblje v ravnini Y Z po kro�zni
i s polmerom e
E0=
!2 z gibalno koli�
ino, ki imakonstantno velikost p = eE0=!; smer gibalne koli�
ine p je ves �
as nasprotna smeri magnetnega poljavalovanja H. Polje, v. 1



122 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 49x49 Spektralni raz
epVsako valovanje lahko spektralno raz
epimo, kar pomeni, da ga lahko zapi�semo v obliki su-perpozi
ije monokromatskih valovanj z razli�
nimi frekven
ami. Oblika raz
epa je odvisna odtipa �
asovne odvisnosti polja.V prvo skupino pri�stevamo polja, katerih raz
ep po frekven
ah vsebuje diskretno zaporedjevrednosti. Najbolj preprost primer je povsem periodi�
no (vendar ne monokromatsko) polje.Tedaj je spektralni raz
ep kar enak razvoju v Fourierovo vrsto in vsebuje frekven
e, ki so
elo�stevilski ve�
kratniki osnovne (angl. fundamental) frekven
e !0 = 2�=T , kjer je T periodapolja. Razvoj zapi�semo kot f = 1Xn=�1 fne�i!0nt (49.1)(kjer je f katerakoli izmed koli�
in, ki opisujejo polje). Koe�
iente fn dolo�
imo z integralifunk
ije f : fn = 1T Z T=2�T=2 f(t)ein!0t dt: (49.2)Ker je f(t) realna funk
ija, mora veljatif�n = f�n: (49.3)V bolj zapletenih primerih razvoj vsebuje 
elo�stevilske mnogokratnike (in vsote
elo�stevilskih mnogokratnikov) ve�
jega �stevila nekomenzurabilnih osnovnih frekven
.�Ce vsoto (49.1) kvadriramo in izra�
unamo povpre�
je po �
asu, nam zmno�zki �
lenov zrazli�
nima frekven
ama dajo ni�
, saj vsebujejo nihajo�
e faktorje. Preostanejo le �
leni oblikefnf�n = jfnj2. Zato je povpre�
je kvadrata polja, torej povpre�
na jakost polja, enaka vsotijakosti njegovih monokromatskih komponent:f2 = 1Xn=�1 jfnj2 = 2 1Xn=1 jfnj2 (49.4)(pri tem smo predpostavili, da je povpre�
je funk
ije f po njeni periodi enako ni�
, torej f0 =f = 0).V drugo skupino spadajo polja, ki jih lahko zapi�semo s Fourierevim integralom, v kateremnastopa zvezna porazdelitev po razli�
nih frekven
ah. To je mogo�
e le, �
e funk
ija f(t) zadostidolo�
enim pogojem; obi�
ajno nas zanimajo funk
ije, ki gredo proti ni�
 v limiti t ! �1.Tak�sen razvoj zapi�semo kot f(t) = Z 1�1 f!e�i!t d!2� ; (49.5)kjer so Fourierove komponente podane z integralif! = Z 1�1 f(t)ei!t dt: (49.6)Po analogiji z (49.3) velja f�! = f�!: (49.7)Polje, v. 1



50 DELNO POLARIZIRANA SVETLOBA 123Celotno jakost valovanja, torej integral funk
ije f2 po vsem �
asu, lahko izrazimo s Fouri-erevimi komponentami. Z uporabo (49.5) in (49.6) dobimoZ 1�1 f2 dt = Z 1�1�f Z 1�1 fwe�i!t d!2� � dt = Z 1�1�f! Z 1�1 fe�i!t dt� d!2� = Z 1�1 fwf�! d!2� ;s pomo�
jo ena�
be (49.7) pa kon�
no dobimoZ 1�1 f2 dt = Z 1�1 jf!j2 d!2� = 2Z 10 jf!j2 d!2� : (49.8)x50 Delno polarizirana svetlobaMonokromatsko valovanje je �ze po sami de�ni
iji polarizirano. Pogosto pa imamo opravkaz valovanji, ki so le pribli�zno monokromatska, in ki imajo frekven
e na intervalu s kon�
no�sirino �!. Oglejmo si tak�sno valovanje, ki naj ima povpre�
no frekven
o !. Njegovo polje (naprimer njegovo elektri�
no polje E) v dani to�
ki prostora zapi�semo kotE0(t)e�i!t;kjer se kompleksna amplituda E0(t) spreminja po�
asi s �
asom (pri povsem monokromatskemvalovanju bi bil E0 konstanten). Ker E0 dolo�
a polariza
ijo valovanja, ta zapis pomeni, dase v vsaki to�
ki prostora polariza
ija spreminja s �
asom. Tak�sno valovanje imenujemo delnopolarizirano (angl. partially polarized).Polariza
ijo elektromagnetnega valovanja, �se posebno svetlobe, dolo�
imo s poizkusomtako, da svetlobo spu�s�
amo skozi razli�
na telesa � in nato merimo jakost prepu�s�
ene svetlobe.Z matemati�
nega vidika to pomeni, da o polariza
iji svetlobe sklepamo na podlagi dolo�
enihkvadratnih funk
ij polja. Tukaj imamo seveda opravka s �
asovnimi povpre�
ji tak�snih funk
ij.Kvadratne funk
ije polja dobimo iz �
lenov, ki so sorazmerni z zmno�zki E�E� , E��E�� aliE�E��. Zmno�zki oblikeE�E� = E0�E0�e�2i!t; E��E�� = E�0�E�0�e2i!t;ki vsebujejo hitro nihajo�
e faktorje e�2i!t, pri ra�
unanju povpre�
ja po �
asu odpadejo.Zmno�zki E�E�� = E0�E�0� tak�snih faktorjev ne vsebujejo, zato je njihovo povpre�
je razli�
no odni�
. Od tod je razvidno, da so polariza
ijske lastnosti svetlobe povsem dolo�
ene s tenzorjemJ�� = E0�E�0� : (50.1)Ker vektor E0 vedno le�zi v ravnini, pravokotni na smer valovanja, ima vektor J�� �stirikomponente (indeksa � in � lahko zavzameta samo dve vrednosti, �; � = 1; 2, ki ustrezataosem Y in Z; pri tem smo predpostavili, da se valovanje �siri v smeri osi X).Vsota diagonalnih elementov tenzorja J�� (ozna�
imo jo z J), je realna koli�
ina, enakapovpre�
ni vrednosti kvadrata dol�zine vektorja E0 (ali E):J � J�� = E0 �E�0: (50.2)�Na primer skozi Ni
olovo prizmo. Polje, v. 1



124 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 50Ta koli�
ina je enaka jakosti valovanja, kot jo dolo�
imo z meritvijo gostote pretoka energije.Ker ni neposredno povezana s polariza
ijskimi lastnostmi, jo bomo iz obravnave izlo�
ili tako,da si namesto J�� ogledamo tenzor ��� = J��J ; (50.3)katerega sled je ��� = 1; ta tenzor imenujemo polariza
ijski tenzor.Iz de�ni
ije (50.1) sledi, da so komponente tenzorja J�� , in zato tudi tenzorja ��� ,povezane preko zveze ��� = ���� (50.4)(tenzor je torej sebiadjungiran). Diagonalni komponenti �11 in �22 sta zato realni (poleg tegavelja �se �11 + �22 = 1), medtem ko je �12 = ��21. Zato lahko polariza
ijo opi�semo s tremirealnimi parametri.Oglejmo si, kak�sen je tenzor ��� pri povsem polarizirani svetlobi. V tem primeru jeE0 = konst in zapi�semo lahko kar J�� = J��� = E0�E�0� (50.5)(brez ra�
unanja povpre�
ja), zato lahko komponente tenzorja zapi�semo kot zmno�zek kompo-nent nekega konstantnega vektorja. To je mo�zno natanko takrat (potrebni in zadostni pogoj),ko je determinanta enaka ni�
: j��� j = �11�22 � �12�21 = 0: (50.6)Nasprotni primer je nepolarizirana ali naravna svetloba. Popolna odsotnost polariza
ijepomeni, da so vse smeri v ravnini Y Z enakovredne. Polariza
ijski tenzor mora zato biti oblike��� = 12Æ�� : (50.7)Determinanta ima vrednost j��� j = 1=4.V splo�snem ima determinanta vrednost med 0 in 1=4. � Stopnja polariziranosti (angl.degree of polarization) je pozitivna koli�
ina P , de�nirana zj���j = 14(1� P 2): (50.8)Zavzame lahko vrednosti med 0 za nepolarizirano in 1 za polarizirano svetlobo.Poljubni tenzor ��� lahko raz
epimo na simetri�
ni in antisimetri�
ni del. Prvi delS�� = 12(��� + ���)�Dejstvo, da je determinanta pozitivna za poljuben tenzor oblike (50.1), doka�zemo kot sledi. Zaradi prepros-tosti lahko izra�
un povpre�
ne vrednost izvedemo kot se�stevanje po diskretnih vrednostih. Nato upo�stevamodobro poznano algebrajsko neena�
bo jXa;b xaybj2 �Xa jxaj2Xb jybj2:Determinanta je Pa jxaj2Pb jybj2 � jPa;b xaybj2 > 0.Polje, v. 1



50 DELNO POLARIZIRANA SVETLOBA 125je realen, ker je ��� sebiadjungiran tenzor. Antisimetri�
ni del pa je iz istega razloga povsemimaginaren. Kot vsak antisimetri�
ni tenzor istega reda, kot je �stevilo dimenzij, se tudi tapoenostavi na psevdoskalar (glej opombo na strani 22):12(��� � ���) = � i2e��A;kjer je A realen psevdoskalar, e�� pa je enotski antisimetri�
ni tenzor s komponentama e12 =�e21 = 1. Polariza
ijski tenzor je torej oblike��� = S�� � i2e��A; S�� = S��; (50.9)kar pomeni, da se privede na realen simetri�
ni tenzor in psevdoskalar.Pri kro�zno polarizirani svetlobi je E0 = konst, kjer jeE02 = �iE01:Hitro lahko preverimo, da je tedaj S�� = 12Æ�� , medtem ko je A = �1. Pri linearno polar-izirani svetlobi pa si lahko izberemo realen konstantni vektor E0, zato je A = 0. V splo�snemlahko koli�
ino A imenujemo stopnja kro�zne polariza
ije, ki ima vrednost med +1 in �1. Mejnivrednosti ustrezata desno in levo kro�zno polariziranemu valovanju.Realni simetri�
ni tenzor S�� lahko diagonaliziramo. Lastni vrednosti ozna�
imo z �1 in �2.Lastna vektorja sta med seboj pravokotna; enotska vektorja v teh smereh ozna�
imo z n(1) inn(2). Tenzor S�� lahko zapi�semo v oblikiS�� = �1n(1)� n(1)� + �2n(2)� n(2)� ; �1 + �2 = 1: (50.10)Koli�
ini �1 in �2 sta pozitivni in imata vrednost med 0 in 1.Naj bo A = 0, tako da je ��� = S�� . Vsak �
len v (50.10) je zmno�zek dveh komponentkonstantnega vektorja (p�1n(1) ali p�2n(2)). Druga�
e povedano, vsak �
len ustreza linearnopolarizirani svetlobi. Poleg tega vidimo, da v (50.10) ni �
lena, ki bi vseboval zmno�zek kompo-nent obeh valovanj. To pomeni, da lahko oba dela smatramo kot �zikalno medsebojno neod-visna. Re�
emo lahko tudi, da sta oba dela med seboj nekoherentna. �Ce sta namre�
 dve val-ovanji neodvisni, potem je povpre�
na vrednost zmno�zka E(1)� E(2)� enaka zmno�zku povpre�
nihvrednosti vsakega faktorja posebej, ker pa sta ti povpre�
ji obe enaki ni�
, veljaE(1)� E(2)� = 0:Zaklju�
imo lahko, da lahko v tem primeru (A = 0) delno polarizirano svetlobo opi�semokot superpozi
ijo dveh nekoherentnih valovanj (z jakostma sorazmernima z �1 in �2), kista linearno polarizirani v dveh med seboj pravokotnih smereh. � (V splo�snem primerukompleksnega tenzorja ��� lahko poka�zemo, da lahko svetlobo opi�semo kot superpozi
ijodveh nekoherentnih elipti�
no polariziranih valovanj, katerih polariza
ijski elipsi sta podobniin med seboj pravokotni; glej nalogo 2).Naj bo � kot med osjo 1 (os Y ) in enotskim vektorja n(1). Tedaj lahko zapi�semon(1) = (
os �; sin�); n(2) = (� sin�; 
os�):�Determinanta je jS�� j = �1�2; naj bo �1 > �2; tedaj je stopnja polariziranosti, de�nirana v (50.8), enakaP = 1� 2�2. V primeru, ko je A = 0, stopnjo polariza
ije pogosto dolo�
imo z depolariza
ijskim koe�
ientom,de�niranim z razmerjem �2=�1. Polje, v. 1



126 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 50Vpeljemo koli�
ino l = �1 � �2 (predpostavimo, da je �1 > �2), in zapi�semo komponentetenzorja (50.10) v obliki S�� = 12 �1 + l 
os 2� l sin 2�l sin 2� 1� l 
os 2�� : (50.11)Pri poljubni izbiri osi Y in Z lahko torej polariza
ijske lastnosti valovanja opi�semo z nasled-njimi tremi realnimi parametri: A { stopnja kro�ze polariziranosti, l { stopnja najve�
je linearnepolariziranosti, � { kot med smerjo n(1) najve�
je polariza
ije in osjo Y .Namesto teh parametrov si lahko izberemo naslednje tri parametre:�1 = l sin 2�; �2 = A; �3 = l 
os 2� (50.12)(to so Stokesovi parametri). Polariza
ijski tenzor z njimi zapi�semo v obliki��� = 12 � 1 + �3 �1 � i�2�1 + i�2 1� �3 � : (50.13)Vsi trije parametri imajo vrednost med�1 in +1. Parameter �3 opisuje linearno polariziranostvzdol�z osi Y in Z; vrednost �3 = 1 ustreza popolni linearni polariziranosti vzdol�z osi Y ,vrednost �3 = �1 pa popolni linearni polariziranosti vzdol�z osi Z. Parameter �1 opisujelinearno polariziranost v smereh pod kotom 45Æ glede na os Y : vrednost �1 = 1 pomenipopolno polariziranost pod kotom � = �=4, vrednosti �1 pa popolno polariziranost pod kotom� = ��=4. �Determinanta matrike (50.13) je enakaj���j = 14(1� �21 � �22 � �23): (50.14)S primerjavo z (50.8) dobimo P =q�21 + �22 + �23 : (50.15)Zato so pri dani stopnji polariziranosti P mo�zne razli�
ne vrste polariza
ije, ki jih lahkoopi�semo s tremi koli�
inami �1, �2, �3, katerih vsota kvadratov je konstantna; mislimo si lahko,da te koli�
ine tvorijo vektor s konstantno dol�zino.Omenimo naj �se, da sta koli�
ini �2 = A in p�21 + �23 = l invariantni proti Lorentzevimtransforma
ijam. To je skorajda o�
itno �ze iz pomena teh koli�
in, saj sta to stopnji kro�zne inlinearne polariziranosti. y�Za popolnoma elipti�
no polarizirano valovanje z osema elipse b1 in b2 (glej x48) so Stokesovi parametrinaslednji: �1 = 0; �2 = �b1b2; �3 = b21 � b22:Pri tem je os Y izbrana vzdol�z smeri vektorja b1, medtem ko razli�
na predznaka v �3 ozna�
ujeta, da je os Zizbrana vzdol�z smeri b2 ali pa v nasprotni smeri.yTo lahko tudi neposredno doka�zemo. Upo�stevamo, da je polje valovanja pre�
no v vseh opazovalnih sis-temih, zato je takoj jasno, da ostane tenzor ��� dvodimenzionalen v vsakem novem opazovalnem sistemu.Transforma
ija ��� v �0�� ohranja vsoto absolutnih kvadratov ������� (transforma
ija po obliki ni odvisna odkonkretnih lastnosti svetlobe, za povsem polarizirano valovanje pa je ta vsota enaka 1 v vseh opazovalnih sis-temih). Ker je transforma
ija realna, se realni in imaginarni del tenzorja ��� (50.9) neodvisno transformirata,zato ostaneta vsoti kvadratov komponent vsakega dela posebej konstanti in ju lahko zapi�semo z l in A.Polje, v. 1



50 DELNO POLARIZIRANA SVETLOBA 127NALOGENALOGA 1. Razstavi poljubno delno polarizirano svetlobno valovanje na njen \naravni" in \po-larizirani" del.Re�sitev: Opisani raz
ep pomeni, da moramo tenzor J�� zapisati v oblikiJ�� = 12J (n)Æ�� +E(p)0� E(p)�0� :Prvi �
len ustreza naravnemu, drugi pa polariziranemu delu svetlobe. Jakosti obeh delov bomo dolo�
ilitako, da upo�stevamo jJ�� � 12J (n)Æ�� j = jE(p)0� E(p)�0� j = 0:Tenzor J�� = ��� zapi�semo v obliki (50.13), re�simo ena�
bo, in dobimoJ (n) = J(1� P ):Jakost polariziranega dela je J (p) = jE(p)0 j2 = J � J (n) = JP .Polarizirani del svetlobe je v splo�snem elipti�
no polarizirano valovanje, pri �
emer osi elipse sov-padajo z glavnimi osmi tenzorja S�� . Dol�zini b1 in b2 osi elipse, ter kot � med osjo b1 in osjo Y , sopodani z ena�
bami b21 + b22 = JP; 2b1b2 = JP�2; tan 2� = �1�3 :NALOGA 2. Poljubno delno polarizirano valovanje zapi�si kot superpozi
ijo dveh nekoherentnihelipti�
no polariziranih valovanj.Re�sitev: \Glavne osi" hermitskega tenzorja ��� sta dolo�
eni z dvema kompleksnima vektorjeman (n � n� = 1), ki re�sita ena�
bo ���n� = �n� : (1)Glavni vrednosti �1 in �2 sta korena ena�
bej��� � �Æ�� j = 0:Ena�
bo (1) na obeh straneh pomno�zimo z n�� in dobimo� = ���n��n� = 1J jE0�n��j2;od koder je razvidno, da sta �1 in �2 realni pozitivni koli�
ini. Ena�
bi���n(1)� = �1n(1)� ; ����n(2)�� = �2n(2)��pomno�zimo prvo z n(2)�� in drugo z n(1)� , ju od�stejemo eno od druge, ter upo�stevamo, da je tenzor ���hermitski. Tako dobimo (�1 � �2)n(1)� n(2)�� = 0:Od tod sledi n(1) � n(2)� = 0, kar pomeni, da sta vektorja n(1) in n(2) med seboj pravokotna.Raz
ep valovanja zapi�semo z ena�
bo��� = �1n(1)� n(1)�� + �2n(2)� n(1)�� :Kompleksno amplitudo si vedno lahko izberemo tako,da je izmed dveh med seboj pravokotnih kom-ponente ena realna, druga pa imaginarna (glej x 48). Izberemo sin(1)1 = b1; n(1)2 = ib2; Polje, v. 1



128 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 51(kjer sta b1 in b2 normalizirani s pogojem b21 + b22 = 1). Iz ena�
be n(1) � n(2)� = 0 dobimon(2)1 = ib2; n(2)2 = b1:Vidimo, da sta elipsi obeh elipti�
no polariziranih valovanj podobni (imata isto razmerje med osmi) inda je ena obrnjena za 90 deg glede na drugo.NALOGA 3. Kako se pretvorijo Stokesovi parametri, �
e zasukamo osi Y in Z za kot �.Re�sitev: Transforma
ijski zakon je dolo�
en s povezavo Stokesovih parametrov s komponentamidvodimenzionalnega tenzorja v ravnini Y Z. Zapi�se se�01 = �1 
os 2�� �3 sin 2�; �03 = �1 sin 2�+ �3 
os 2�; �02 = �2:x51 Fourierev raz
ep elektrostati�
nega poljaPolje, ki ga proizvajajo naboji, lahko formalno razvijemo po ravnih valovanjih v obliki Fouri-erevega integrala. Ta razvoj se bistveno razlikuje od razvoja elektromagnetnih valovanj vvakuumu, saj polje, ki ga proizvajajo naboji, ni re�sitev homogene valovne ena�
be, zato tudivsak izmed �
lenov razvoja ni re�sitev te ena�
be. Iz tega je razvidno, da za ravna valovanja, skaterimi opi�semo polje nabojev, ni izpolnjena zveza k2 = !2=
2, ki velja za ravna monokro-matska valovanja.�Ce bi formalno zapisali elektrostatsko polje kot superpozi
ijo ravnih valovanj, potem bibila \frekven
a" teh valovanj o�
itno enaka ni�
, ker obravnavano polje ni �
asovno odvisno.Valovni vektorji pa so seveda od ni�
 razli�
ni.Oglejmo si polje, ki ga proizvaja to�
kast naboj e, ki se nahaja v koordinatnem izhodi�s�
u.Poten
ial � tega polja je re�sitev ena�
be (glej x36):�� = �4�eÆ(r): (51.1)Poten
ial � razvijemo v Fourierev integral, kar pomeni, da ga zapi�semo kot� = Z +1�1 eik�r�k d3k(2�)3 ; (51.2)kjer d3k ozna�
uje dkx dky dkz. V tej ena�
bi je �k = R �(r)e�ik� dV . Na obe strani ena�
be(51.2) delujemo z Lapla
eovim operatorjem in dobimo�� = �Z +1�1 k2eik��k d3k(2�)3 ;zato so Fourierove komponente izraza �� enake(��)k = �k2�k:Po drugi strani lahko (��)k dobimo tako, da poi�s�
emo Fourierove komponente obeh straniena�
be (51.1): (��)k = �Z 4�eÆ(r)e�ik�r dV = �4�e:Polje, v. 1



52 LASTNI NIHAJNI NA�CINI POLJA 129�Ce izena�
imo oba izraza za (��)k, dobimo�k = 4�ek2 : (51.3)Na�sa naloga je s tem re�sena.Podobno kot poten
ial � lahko razvijemo tudi poljeE = Z +1�1 Ekeik�r d3k(2�)3 : (51.4)S pomo�
jo (51.2) dobimoE = �rZ +1�1 �keik�r d3(2�)3 = �Z ik�keik�r d3k(2�)3 ;Primerjamo z (51.4) in dobimo Ek = �ik�k = �i4�ekk2 : (51.5)Od tod je razvidno, da polje valovanj, v katere smo razvili Coulombsko polje, ka�ze v smerivalovnega vektorja. Tak�sna valovanja imenujemo longitudinalna.x52 Lastni nihajni na�
ini poljaOglejmo si elektromagnetno polje (v odsotnosti nabojev) v nekem omejenem prostoru. Zaradila�zjega ra�
unanja bomo privzeli, da ima prostor obliko kvadra s strani
ami A;B in C. Vsekoli�
ine, ki opisujejo polje v tem kvadru, lahko razvijemo v trojno Fourierovo vrsto (za vsakoizmed treh koordinat). Razvoj (na primer za vektorski poten
ial) lahko zapi�semo v oblikiA =Xk Akeik�r: (52.1)Vsota te�
e po vseh mo�znih vrednostih vektorja k, katerega komponente sokx = 2�nxA ; ky = 2�nyB ; kz = 2�nzC ; (52.2)kjer so nx, ny in nz pozitivna ali negativna 
ela �stevila. Ker jeA realen, morajo biti koe�
ientiv razvoju (52.1) povezani z ena�
bo A�k = A�k. Iz ena�
be r �A = 0 sledi, da za vsak k veljak �Ak = 0; (52.3)kar pomeni, da je kompleksni vektor Ak \pravokoten" na ustrezni valovni vektor k. VektorjiAk so seveda �
asovno odvisni; iz valovne ena�
be (46.7) sledi, da ustrezajo ena�
bi�Ak + 
2k2Ak = 0: (52.4)�Ce so dimenzije A,B,C zadosti velike, le�zijo sosednje vrednosti kx, ky, kz (torej tiste, prikaterih se nx, ny, nz razlikujejo za ena) blizu skupaj. V tem primeru je smiselno govoriti o�stevilu mo�znih vrednosti kx, ky, kz v ozkih intervalih �kx, �ky, �kz. Polje, v. 1



130 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 52Ker sosednjim vrednostim od (na primer) kx ustrezajo vrednosti nx, ki se razlikujejo zaena, je �stevilo �nx razli�
nih vrednosti kx na intervalu �kx kar enak �stevilu vrednosti nx vtem intervalu. Zato je�nx = A2��kx; �ny = B2��ky; �nz = C2��kz:Skupno �stevilo �n razli�
nih vrednosti vektorja k s komponentami v intervalih kx, ky, kz jeenako zmno�zku �nx�ny�nz, ali �n = V(2�)3�kx�ky�kz; (52.5)kjer je V = ABC prostornina obmo�
ja, v katerem je polje. Iz tega �stevila hitro izpeljemo�stevilo razli�
nih vrednosti valovnega vektorja, ki imajo absolutno vrednost na intervalu �k, inki so usmerjeni v prostorski kot �o. Zadostuje, da se preselimo v polarni koordinatni sistemv \prostoru k" in da namesto �kx�ky�kz zapi�semo diferen
ialno prostornino v polarnihkoordinatah. Tako dobimo �n = V(2�)3 k2�k�o: (52.6)�Ce �o nadomestimo z 4�, dobimo �stevilo mo�znih vrednosti vektorja k z absolutno vrednostjov intervalu �k v poljubni smeri: �n = (V=2�2)k2�k.Izra�
unajmo 
elotno energijo E = 18� Z (E2 +H2) dVpolja, ki jo izrazimo s koli�
inami Ak. Elektri�
no in magnetno polje zapi�semo kotE = �1
 _A = �1
Xk _Akeik�r;H = r�A = iXk (k�Ak)eik�r: (52.7)Ko ra�
unamo kvadrate teh vsot, moramo upo�stevati, da zmno�zki �
lenov z valovnima vektor-jema k in k0, za katera velja k 6= �k0, odpadejo po integra
iji po 
elotni prostornini. Tak�sni�
leni namre�
 vsebujejo faktor oblike ei(k+k0)�r, integral (na primer)Z A0 ei 2�A nxx dx;s 
elim �stevilom nx razli�
nim od ni�
 pa je enak ni�
. V tistih �
lenih, kjer je k0 = �k, paeksponentnega faktorja ni, tako da pri integra
iji dobimo prostornino V .Dobimo E = V8�Xk � 1
2 _Ak � _A�k + (k�Ak) � (k�A�k)� :Iz (52.3) sledi (k�Ak) � (k�A�k) = k2Ak �A�k;Polje, v. 1



52 LASTNI NIHAJNI NA�CINI POLJA 131in kon�
no dobimo E = V8�
2 Xk n _Ak � _A�k + k2
2Ak �A�ko : (52.8)Vsak �
len v tej vrsti ustreza enemu izmed �
lenov v razvoju (52.1).Iz (52.4) je razvidno, da so vektorji Ak harmoni�
ne funk
ije �
asa s frekven
ami ! = 
k, kiso odvisne le od valovnega vektorja. Odvisno od izbire frekven
 lahko �
leni v razvoju (52.1)predstavljajo stoje�
e ali potujo�
e valove. Razvoj bomo zapisali v obliki, primerni za opispotujo�
ih valovanj. V ta namen poten
ial zapi�semo kotA =Xk (akeik�r + a�ke�ik�r); (52.9)od koder je razvidno, da je A realna funk
ija. Vsak izmed vektorjev ak je odvisen od �
asakot ak � e�i!kt; !k = 
k: (52.10)Vsak �
len v vrsti (52.9) bo odvisen le od razlike k � r� !kt, ki ustreza valovanju, ki se �siri vsmeri k.�Ce primerjamo razvoja (52.9) in (52.1), vidimo, da so koe�
ienti povezani zAk = ak + a��k;iz (52.10) pa dobimo �se zvezo med �
asovnimi odvodi:_Ak = �i
k(ak � a��k):To vstavimo v (52.8) in energijo polja izrazimo s koe�
ienti v razvoju (52.9). �Cleni oblikeak � a�k in a�k � a��k se med seboj okraj�sajo Poleg tega upo�stevamo �se, da se vrsti Pak � a�kin Pa�k � a��k razlikujeta le v oznaki suma
ijskega indeksa in sta zato enaki. Tako dobimoE =Xk Ek; Ek = k2V2� ak � a�k: (52.11)Celotno energijo polja lahko torej zapi�semo kot vsoto energij vsakega posameznega valovanja.Po podobnem postopku lahko izra�
unamo tudi 
elotno gibalno koli�
ino polja,1
2 Z SdV = 14�
 Z E�HdV;in dobimo Xk kk Ek
 : (52.12)Ta rezultat je pri�
akovan zaradi povezave med energijo in gibalno koli�
ino ravnega valovanja(glej x47).Razvoj (52.9) omogo�
a zapis polja z diskretnim zaporedjem parametrov (vektorjev ak)namesto z zvezno mno�zi
o parametrov (kar je potrebno, �
e �zelimo podati poten
ialA(x; y; z; t)v vseh to�
kah prostora). Sedaj bomo spremenljivke ak pretvorili na tak na�
in, da bododobljene ena�
be polja po obliki podobne kanoni�
nim (Hamiltonovim) ena�
bam mehanike.Polje, v. 1



132 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 52Vpeljemo realni \kanoni�
ni spremenljivki" Qk in Pk:Qk =r V4�
2 (ak + a�k);Pk = �i!kr V4�
2 (ak � a�k) = _Qk: (52.13)Hamiltonovo funk
ijo polja dobimo, �
e ta izraza vstavimo v ena�
bo (52.11):H =Xk Hk =Xk 12(P2k + !2kQ2k): (52.14)Hamiltonova ena�
ba �H=�Pk = _Qk je kar enaka Pk = _Qk (ta enakost je torej posledi
agibalnih ena�
b in smo jo dosegli s primerno izbiro koe�
ienta v ena�
bi (52.13)). Gibalneena�
be �H=�Qk = � _Pk so �Qk + !2kQk = 0; (52.15)in so torej enake ena�
bam polja.Vektorja Qk in Pk sta oba pravokotna na valovni vektor k. Vsak ima torej dve neodvisnikomponenti, ki dolo�
ata polariza
ijo ustreznega potujo�
ega valovanja. Ti komponenti vektorjaQk (v ravnini pravokotni na k) ozna�
imo z Qkj, j = 1; 2, in dobimoQ2k =Xj Q2kj;podobno velja tudi za Pk. Zato jeH =Xkj Hkj ; Hkj = i2(P 2kj + !2kQ2kj): (52.16)Hamiltonova funk
ija torej razpade na vsoto med seboj neodvisnih �
lenov Hkj. Vsak�
len vsebuje le en par koli�
in Qkj, Pkj in ustreza potujo�
em valovanju z dolo�
enim valovnimvektorjem in polariza
ijo. Koli�
ina Hkj ima enako obliko kot Hamiltonova funk
ija enodi-menzionalnega harmoni�
nega \nihala". Zato ta rezultat v�
asih imenujemo razvoj polja ponihajnih na�
inih.Zapi�simo �se ena�
bo za polje, ekspli
itno izra�zeno s spremenljivkami Pk in Qk. Iz (52.13)dobimo ak = ikr �V (Pk � i!kQk); a�k = � ikr �V (Pk + i!kQk): (52.17)To vstavimo v (52.1) in dobimo vektorski poten
ial poljaA = 2r �V Xk 1k (
kQk 
osk � r�Pk sink � r): (52.18)Elektri�
no in magnetno polje staE = �2r �V Xk (
kQk sink � r+Pk 
osk � r);H = �2r �V Xk 1k f
k(k�Qk) sink � r+ (k�Pk) 
os k � rg : (52.19)
Polje, v. 1



Poglavje 7�Sirjenje svetlobex53 Geometrijska optikaRavno valovanje ima lastnost, da sta smer valovanja in njegova amplituda povsod enaki.Poljubno elektromagnetno valovanje te lastnosti seveda nima. Vseeno pa je veliko elektro-magnetnih valovanj tak�snih, da jih lahko na vsakem majhnem obmo�
ju prostora smatramokot ravna. Zadosten pogoj je to, da se amplituda in smer valovanja spremenita le malo narazdaljah velikostnega reda valovne dol�zine. V tem primeru lahko vpeljemo pojem valovnefronte (angl. wave surfa
e), torej ploskev, na kateri ima valovanje v vsaki to�
ki enako fazo(ob istem �
asu). (Valovne fronte ravnega valovanja so o�
itno ravnine, pravokotne na smer�sirjenja valovanja.) V vsakem majhnem obmo�
ju prostora lahko smiselno govorimo o smeripotovanja valovanja pravokotno na valovno fronto. Tako lahko vpeljemo pojem �zarka (angl.ray). To je krivulja, katere tangenta v vsaki to�
ki ka�ze v smeri �sirjenja valovanja.Veda o �sirjenju valovanja v tem primeru se imenuje geometrijska optika. Geometrijskaoptika obravnava �sirjenje valovanj (predvsem svetlobe) z vidika �sirjenja �zarkov, pri �
emerpovsem pozabimo na valovne lastnosti valovanj. Re�
emo lahko, da geometrijska optika ustrezalimiti kratkih valovnih dol�zin, �! 0.Sedaj bomo izpeljali osnovno ena�
bo geometrijske optike, ki dolo�
a smer �zarkov. Naj bo fpoljubna koli�
ina, ki opisuje valovanje (poljubna komponenta vektorjev E in H). Pri ravnemmonokromatskem valovanju ima f oblikof = aei(k�r�!t+�) = aei(�kixi+�) (53.1)(izpustili smo znak za realno vrednost <; v mislih moramo zato v nadaljevanju vzeti realnidel vsakega izraza).Polje zapi�semo v obliki f = aei : (53.2)�Ce valovanje ni ravno, je pa tak�sno, da velja geometrijska optika, potem je amplituda a vsplo�snem funk
ija koordinat in �
asa, faza  , ki jo imenujemo ikonal (angl. eikonal), pa nimapreproste oblike, tako kot v (53.1). Bistveno je, da je  velika koli�
ina. To je razvidno iz tega,da se faza spremeni za 2�, ko se premaknemo za eno valovno dol�zino, geometrijska optika paustreza limiti �! 0.Na majhnem obmo�
ju prostora in za kratek �
asovni interval lahko ikonal  razvijemo v133



134 �SIRJENJE SVETLOBE 53vrsto; do �
lenov prvega reda dobimo =  0 + r � � �r + t� �t(koordinatno izhodi�s�
e in za�
etni �
as sta bila izbrana v obravnavanem obmo�
ju prostora in vizbranem �
asovnem intervalu; odvoda izra�
unamo v izhodi�s�
u). To primerjamo z (53.1), odkoder razberemo k = � �r � r ; ! = �� �t : (53.3)To je posledi
a dejstva, da lahko v vsakem majhnem obmo�
ju prostora (in vsak kratek �
asovniinterval) valovanje smatramo kot ravno. V �stiridimenzionalni obliki lahko (53.3) zapi�semo kotki = � � �xi ; (53.4)kjer je ki valovni �
etvere
.V x48 smo videli, da so komponente �
etver
a ki povezane z kiki = 0. V ta izraz vstavimo(53.4) in dobimo ena�
bo � �xi � �xi = 0: (53.5)Ta ena�
ba, ena�
ba ikonala (angl. eikonal equation), je osnovna ena�
ba geometrijske optike.Ena�
bo ikonala lahko izpeljemo tudi neposredno iz valovne ena�
be v limiti � ! 0. Poljef je re�sitev valovne ena�
be �2f�xi�xi = 0:Vstavimo f = aei in dobimo�2a�xi�xi ei + 2i �a�xi � �xi ei + if �2 �xi�xi � � �xi � �xi f = 0: (53.6)Ikonal  je, kot smo �ze poudarili, velika koli�
ina; zato so prvi trije �
leni zanemarljivi vprimerjavi z zadnjim in ponovno dobimo ena�
bo (53).Podali bomo nekaj pravil, katerih uporaba pri �sirjenju svetlobe v vakuumu da povsemo�
itne rezultate. Pravila pa so vseeno pomembna, saj v svojih splo�snih oblikah veljajo tudiza �sirjenje svetlobe v snovi.Iz ena�
be ikonala je razvidna presenetljiva analogija med geometrijsko optiko in mehanikodel
ev snovi. Gibanje del
a opisuje Hamilton-Ja
obijeva ena�
ba (16.11). V tej ena�
bi,podobno kot v ena�
bi ikonala, nastopajo prvi par
ialni odvodi, in obe sta drugega reda.Vemo, da je ak
ija S povezana z gibalno koli�
ino p in Hamiltonovo funk
ijo H del
a:p = �S�r ; H = ��S�t :Te ena�
bi primerjamo z (53.3) in vidimo, da v geometrijski optiki valovni vektor igra tak�snovlogo kot gibalna koli�
ina del
a v mehaniki, medtem ko igra frekven
a vlogo Hamiltonovefunk
ije, torej energije del
a. Absolutna vrednost valovnega vektorja k je povezana s frekven
oz ena�
bo k = !=
. Ta zveza je podobno ena�
bi p = E=
 med gibalno koli�
ino in energijo del
abrez mase, ki se giblje s svetlobno hitrostjo.Polje, v. 1



53 GEOMETRIJSKA OPTIKA 135Za dele
 veljata Hamiltonovi ena�
bi_p = ��H�r ; v = _r = �H�p :Po analogiji lahko takoj zapi�semo ustrezni ena�
bi za �zarke:_k = ��!�r ; _r = �!�k : (53.7)V vakuumu je ! = 
k, zato dobimo _k = 0, v = 
n (n je enotski vektor v smeri �sirjenja �zarka);v vakuumu so torej �zarki ravne �
rte, vzdol�z katerih svetloba potuje s svetlobno hitrostjo 
.Analogija med valovnim vektorjem valovanja in gibalno koli�
ino del
a je �se posebno leporazvidna iz naslednjega razmisleka. Imejmo valovanje, ki je superpozi
ija monokromatskihvalovanj s frekven
ami iz nekega kratkega intervala, in ki se nahaja v nekem omejenemobmo�
ju prostora (to je valovni paket). Izra�
unajmo �
etvere
 gibalne koli�
ine polja valovnegapaketa z uporabo ena�
be (32.6) in z napetostnim tenzorjem (48.15) (za vsako izmed monokro-matskih komponent). �Ce ki v tej ena�
bi nadomestimo s povpre�
no vrednostjo, dobimo izrazoblike P i = Aki; (53.8)kjer je sorazmernostni koe�
ient A med �
etver
ema P i in ki nek skalar. V tridimenzionalniobliki lahko zvezo zapi�semo kot P = Ak; E = A!: (53.9)Vidimo, da se gibalna koli�
ina in energija valovnega paketa ob prehodu iz enega opazovalnegasistema v drugega transformirata kot valovni vektor in kot frekven
a.Z uporabo opisane analogije lahko v geometrijski optiki izpeljemo na�
elo, ki je podobnona�
elu najmanj�se ak
ije v mehaniki. Na�
ela ne moremo zapisati v Hamiltonovi obliki kotÆ R Ldt = 0, ker se izka�ze, da je za �zarke nemogo�
e vpeljati funk
ije, ki bi bila analognaLagrangevi funk
iji del
a. Lagrangeva funk
ija del
a je povezana s Hamiltonovo po ena�
biL = p ��H=�p�H. �Ce bi Hamiltonovo funk
ijo nadomestili s frekven
o !, gibalno koli�
ino paz valovnim vektorjem k, bi za Lagrangevo funk
ijo geometrijske optike dobili k � �!=�k� !.Ta izraz pa je enak ni�
, ker je ! = 
k. Lagrangeve funk
ije za �zarke ne moremo vpeljati zato,ker je �sirjenje �zarkov analogno gibanju del
ev brez mase.Naj ima valovanje konstantno frekven
o !. �Casovna odvisnost polja je tedaj podana ze�i!t. Ikonal tak�snega valovanja lahko torej zapi�semo v obliki = �!t+  0(x; y; z); (53.10)kjer je funk
ija  0 odvisna le od koordinat. Ena�
ba ikonala (53) postane(r 0)2 = !2
2 : (53.11)Valovne fronte so ploskve konstantnega ikonala, torej dru�zine ploskev oblike  0(x; y; z) =konst. �Zarki so v vsaki to�
ki pravokotni na ustrezno valovno fronto; njihova smer je torejdolo�
ena z gradientom r 0.Kot vemo, lahko v primeru, ko se energija ohranja, na�
elo najmanj�se ak
ije za del
ezapi�semo tudi v obliki Maupertuisovega na�
ela:ÆS = Æ Z p � dl = 0; Polje, v. 1



136 �SIRJENJE SVETLOBE 54kjer moramo integrirati po trajektoriji del
a med dvema to�
kama na poti. V tem izrazu jegibalna koli�
ina funk
ija energije in koordinat. Podobno na�
elo za �zarke se imenuje Fermatovona�
elo. Po analogiji ga zapi�semo kotÆ = Æ Z k � dl = 0: (53.12)V vakuumu je k = (!=
)n in dobimo Æ Z dl = 0 (53.13)(upo�stevali smo dl � n = dl): �zarki v vakuumu potujejo premo�
rtno.x54 JakostV geometrijski optiki lahko svetlobno valovanje obravnavamo kot snop �zarkov. �Zarki samidolo�
ajo le smer �sirjenja svetlobe v vsaki to�
ki; ugotoviti moramo �se, kak�sna je porazdelitevjakosti svetlobe v prostoru.Na neki valovni fronti obravnavanega snopa �zarkov si izberemo in�nitezimalno ploskvi
o.Iz diferen
ialne geometrije je znano, da ima ploskev v vsaki to�
ki dva (v splo�snem razli�
na)glavna krivinska polmera �. Naj bosta a
 in bd (slika 4) glavna normalna preseka y. �Zarkaskozi a in 
 se sre�
ata v krivi�s�
u O1 z, �zarka skozi b in d pa v drugem krivi�s�
u O2.
a

c

b

d

O

O1O2

BA

Slika 4:Pri isti kotni razpr�senosti �zarkov, ki izvirajo iz to�
ke O1 oziroma iz to�
ke O2, sta lo�
nidol�zini a
 in bd o�
itno sorazmerni z ustreznima krivinskima polmeroma R1 in R2 (torej zrazdaljama O1O in O2O). Povr�sina ploskvi
e je sorazmerna z dol�zinama a
 in bd, torej zR1R2. Z drugimi besedami, �
e nas zanima ploskvi
a na valovni fronti, ki jo omejuje izbranaskupina �zarkov, potem se bo njena plo�s�
ina spreminjala sorazmerno z R1R2, ko se bomopremikali vzdol�z �zarkov.�Bron�stejn, p. 215. op. prev.yibid.zibid. p. 197Polje, v. 1



55 JAKOST 137Po drugi strani pa je jakost, torej gostota pretoka energije, obratno sorazmerna s povr�sino,skozi katero se pretaka dana koli�
ina svetlobne energije. Tako pridemo do zaklju�
ka, da jejakost enaka I = konstR1R2 : (54.1)Dobljeno ena�
bo si lahko razlagamo tudi tako. Na vsakem �zarku (AB na sliki 4) lahkodolo�
imo to�
ki O1 in O2, ki sta krivi�s�
i vseh valovnih front, ki sekajo izbrani �zarek. RazdaljiOO1 in OO2 od to�
ke O, kjer valovna fronta seka �zarek, do to�
k O1 inO2 sta krivinska polmeraR1 in R2 valovne fronte v to�
ki O. Ena�
ba (54.1) dolo�
a spreminjanje jakosti svetlobe vzdol�zdanega �zarka kot funk
ijo razdalj od dolo�
enih to�
k na tem �zarku. Poudariti moramo, da teena�
be ne moremo uporabiti za primerjavo jakosti v razli�
nih to�
kah na isti valovni fronti.Ker je jakost dolo�
ena s kvadratom amplitude polja, lahko spreminjanje polja vzdol�z �zarkazapi�semo kot f = konstpR1R2 eikR; (54.2)kjer lahko fazni faktor eikR zapi�semo kot eikR1 ali kot eikR2 . Koli�
ini eikR1 in eikR2 (za izbran�zarek) se med seboj razlikujeta samo za konstanten faktor, ker je razlika R1 � R2, razdaljamed obema krivi�s�
ema, konstanta.�Ce sta oba krivinska polmera enaka, lahko (54.1) in (54.2) zapi�semo kotI = konstR2 ; f = konstR eikR: (54.3)Krivinska polmera sta vedno enaka, kadar svetloba izvira iz to�
kastega izvira. Valovne fronteso tedaj kon
entri�
ne sfere, R pa je razdalja od to�
kastega izvora.Iz (54.1) je razvidno, da jakost postane neskon�
na v to�
kah R1 = 0, R2 = 0, torej vkrivi�s�
ih valovne fronte. �Ce to upo�stevamo za vse �zarke v snopu, ugotovimo, da je jakostsvetlobe v snopu v splo�snem neskon�
na na dveh ploskvah, kjer le�zijo vsa krivi�s�
a valovnihfront. Ti ploskvi imenujemo kavstiki (angl. 
austi
s). Poseben primer je snop �zarkov ssferi�
nimi valovnimi frontami, pri katerih se kavstiki zlijeta v eno samo to�
ko (gori�s�
e alifokus).Iz diferen
ialne geometrije poznamo lastnosti krivi�s�
 dru�zine ploskev, med drugim tisto,da so �zarki tangentni na kavstiko.Potrebno si je zapomniti, da pri konveksnih valovnih frontah krivi�s�
a ne le�zijo nujno na�zarkih samih, temve�
 se lahko nahajajo tudi na podalj�skih �zarkov onkraj opti�
nega sistema,od koder izhajajo. V tem primeru govorimo o imaginarnih kavstikah (ali gori�s�
ih) in jakostsvetlobe nikjer ne postane neskon�
na.Vedeti moramo, da v resni
i jakost ne postane zares neskon�
na v to�
kah na kavstiki: jakostje zelo velika, vendar kon�
na (glej nalogo v x59). Formalno nara�s�
anje proti neskon�
nostipomeni le, da pribli�zek geometrijske optike nikoli ne velja v bli�zini kavstik. To je povezanoz dejstvom, da spreminjanje faze vzdol�z �zarka v skladu z ena�
bo (54.2) velja le na obmo�
jih�zarka, ki se ne dotikajo kavstike. Pozneje (v x59) bomo pokazali, da se ob prehodu skozikavstiko faza zmanj�sa za �=2. To pomeni, da �
e je na primer polje sorazmerno z eikx (kjerje x koordinata vzdol�z �zarka) na delu �zarka pred prvim sekanjem kavstike, potem bo poljepo prehodu skozi kavstiko sorazmerno z ei(kx��=2). Isto se zgodi v bli�zini dotikali�s�
a z drugokavstiko, tako da je polje onkraj te to�
ke sorazmerno z ei(kx��). �� �Ceprav ena�
ba (54.2) sama ne velja v bli�zini kavstike, sprememba faze polja formalno ustreza spremembipredznaka (torej mno�zenju z ei�) koli�
in R1 in R2 v tej ena�
bi. Polje, v. 1



138 �SIRJENJE SVETLOBE 55x55 Kotni ikonalSvetlobni �zarek, ki potuje v vakuumu in zadane prozorno telo, bo po prehodu skozi to telov splo�snem imel druga�
no smer kot na za�
etku. Sprememba smeri bo seveda odvisna odlastnosti telesa in od njegove oblike. Lahko pa izpeljemo splo�sna pravila, s katerimi lahkodolo�
imo spremembo smeri svetlobnega �zarka na njegovi poti skozi poljubno snovno telo.Predpostaviti moremo le, da geometrijska optika velja tudi za �sirjenje �zarkov v notranjostiobravnavanega telesa. Kot je v navadi, bomo prozorna telesa, skozi katera se �sirijo svetlobni�zarki, imenovali opti�
ni sistemi.Zaradi analogije med �sirjenjem �zarkov in gibanjem del
ev, opisane v x53, veljajo za spre-membo smeri �zarka enaki splo�sni zakoni, ko za spremembo smeri gibanja del
a, ki se naza�
etku giblje v praznem prostoru, nato potuje skozi neko elektromagnetno polje, nato panadaljuje pot v praznem prostoru. Vseeno pa bomo v nadaljevanju ves �
as govorili o �sirjenjusvetlobnih �zarkov, �
eprav rezultati veljajo tudi za nabite del
e �.V prej�snjem razdelku smo videli, da lahko ena�
bo ikonala, ki opisuje �sirjenje �zarkov,zapi�semo v obliki (53.11) (za svetlobo z dolo�
eno frekven
o). V nadaljevanju bomo zaradila�zjega pisanja z  ozna�
ili ikonal  0, deljen s konstanto !=
. Osnovna ena�
ba geometrijskeoptike ima tedaj obliko (r )2 = 1: (55.1)Vsaka re�sitev te ena�
be opisuje dolo�
en snop svetlobnih �zarkov, pri �
emer je smer vseh�zarkov, ki gredo skozi dano to�
ko v prostoru, dolo�
ena z gradientom ikonala  v tej to�
ki.Nas pa ne zanima, kako skozi opti�
ni sistem potuje prav dolo�
en snop �zarkov, temve�
 i�s�
emosplo�sna pravila, ki opisujejo potovanje poljubnih �zarkov. Zato moramo uporabiti ikonal, ki jezapisan v tak�sni obliki, da lahko z njim opi�semo vse mogo�
e svetlobne �zarke, torej �zarke, kigredo skozi poljuben par to�
k v prostoru. V obi�
ajni obliki ikonal  (r) opisuje fazo �zarkovv nekem snopu, ki gredo skozi to�
ko r. Zato sedaj vpeljemo ikonal  (r; r0) kot funk
ijokoordinat dveh to�
k (r in r0 sta krajevna vektorja za�
etne in kon�
ne to�
ke �zarka). �Zarek grelahko skozi poljubni par to�
k r in r0, zato je  (r; r0) fazna razlika (ali bolje, dol�zina opti�
nepoti) tega �zarka med to�
kama r in r0. V nadaljevanju bosta r in r0 vedno krajevna vektorjato�
k na �zarku pred in po prehodu �zarka skozi opti�
ni sistem.�Ce je v  (r; r0) eden izmed krajevnih vektorjev, na primer r0, konstanten, potem  kotfunk
ija spremenljivke r opisuje dolo�
en snop �zarkov in si
er natanko tistega, ki gre skozito�
ko r0. Potem mora  re�siti ena�
bo (55.1), pri �
emer moramo odvajati po komponentah r.Podobno ena�
bo za  (r; r0) dobimo, �
e �ksiramo krajevni vektor r in odvajamo po r0. Veljatorej (rr )2 = 1; (rr0 )2 = 1: (55.2)Smer �zarka dolo�
a gradient njegove faze. Ker je  (r; r0) razlika faze med to�
kama r in r0,je smer �zarka v to�
ki r0 podana z vektorjem n0 = � =�r0, v to�
ki r pa z n = � =�r. Iz (55.2)je razvidno, da sta n in n0 enotska vektorja:n2 = n02 = 1: (55.3)�Stirje vektorji r, r0, n in n0 so med seboj povezani, saj sta dva izmed njih (n in n0) odvodaneke funk
ije  , ki je odvisna od drugih dveh (r in r0). Poleg tega funk
ija  zado�s�
a dodatnapogoja (55.2).�Na primer za sisteme elektronske optike, pospe�sevalnike ipd. op. prev.Polje, v. 1



56 KOTNI IKONAL 139Na poti do zveze med n, n0, r in r0 je smiselno namesto  vpeljati novo koli�
ino, ki ne rabizadostiti nobenemu drugemu pogoju (torej ne rabi biti re�sitev nobene diferen
ialne ena�
be).V funk
iji  sta neodvisni spremenljivki r in r0, zato je diferen
ial d enakd = � �r � dr+ � �r0 � dr0: = �n � dr+ n0 � dr0:Sedaj se z Legendrovo transforma
ijo preselimo iz nabora neodvisnih spremenljivk r, r0 vnabor n, n0; zapi�semo d = �d(n � r) + r � dn+ d(n0 � r0)� r0 � dn0;in vpeljemo funk
ijo � = n0 � r0 � n � r�  ; (55.4)za katero velja d� = �r � dn+ r0 � dn0: (55.5)Funk
ija � se imenuje kotni ikonal (angl. angular eikonal); kot je razvidno iz (55.5), staneodvisni spremenljivki sedaj n in n0. Za � ne veljajo dodatni pogoji. Ena�
ba (55.3) sedajnamre�
 omejuje le neodvisni spremenljivki: izmed treh komponent nx; ny; nz vektorja n stale dve neodvisni (podobno velja tudi za n0). Kot neodvisne spremenljivke bomo uporabljaliny; nz; n0y; n0z; tedaj sta nx =q1� n2y � n2z; n0x =q1� n0y2 � n0z2:To vstavimo v d� = �xdnx � y dny � z dnz + x0 dn0x + y0 dn0y + z0 dn0z;in dobimo diferen
ial d�d� = ��y � nynxx� dny ��z � nznxx� dnz +�y0 � n0yn0xx0� dn0y +�z0 � n0zn0xx0� dn0z:Od tod dobimo naslednje ena�
bey � nynz x = � ���ny ; z � nznxx = � ���nz ;y0 � n0yn0xx0 = ���n0y ; z0 � n0zn0xx0 = ���n0z ; (55.6)kar je iskana zveza med n;n0; r in r0. Funk
ija � opisuje lastnosti telesa, skozi katerega gre�zarek (ali lastnosti polja, �
e opisujemo gibanje nabitega del
a).Pri konstantnih vrednostih n in n0 vsak izmed dveh parov ena�
b (55.6) predstavlja ravno�
rto. Te �
rte so ravno �zarki pred in po prehodu skozi opti�
ni sistem. Zato ena�
be (55.6)neposredno dolo�
ajo pot �zarka na obeh straneh opti�
nega sistema. Polje, v. 1



140 �SIRJENJE SVETLOBE 56x56 Ozki snopi �zarkovPri obravnavi potovanja �zarkov skozi opti�
ne sisteme nas �se posebej zanimajo tak�sni snopi,pri katerih gredo vsi �zarki skozi isto to�
ko (tak�sne snope imenujemo homo
entri�
ni snopi).Po prehodu skozi opti�
ni sistem homo
entri�
ni snopi v splo�snem niso ve�
 homo
entri�
ni,kar pomeni, da se po prehodu skozi opti�
ni sistem ne zdru�zijo ve�
 v eno samo to�
ko. Samo vposebnih primerih se bomo �zarki, ki izvirajo iz svetle to�
ki, po prehodu skozi opti�
ni sistemponovno zbrali v eni sami to�
ki (sliki svetle to�
ke). �Poka�zemo lahko (glej x57), da je edini primer, ko homo
entri�
en snop ostane povsem ho-mo
entri�
en po prehodu skozi opti�
ni sistem, identi�
na preslikava. Tedaj se slika od predmetarazlikuje le v njenem polo�zaju ali usmerjenosti, lahko pa je tudi zr
alno obrnjena.Zato noben opti�
ni sistem ne more dati povsem ostre slike predmeta (ki je kon�
ne ve-likosti), razen v trivialnem primeru identi�
nega slikanja. y Slika razse�znega telesa bo zatovedno le pribli�zno ostra.Najpomembnej�si primer, pri katerem se homo
entri�
ni snop preslika v skoraj homo
en-tri�
ni snop, je tisti, v katerem zadosti ozek snop �zarkov (torej snop, ki se raz�sirja v majhenprostorski kot) potuje v bli�zini posebne �
rte (za izbran opti�
ni sistem). To �
rto imenujemoopti�
na os sistema.Vseeno moramo omeniti, da niti neskon�
no ozki snopi �zarkov (v treh dimenzijah) vsplo�snem niso homo
entri�
ni; videli smo (slika 4), da se 
elo v tem primeru razli�
ni �zarkisekajo v razli�
nih to�
kah (ta pojav se imenuje astigmatizem). Izjema so le tiste to�
ke navalovni fronti, v katerih sta oba glavna krivinska polmera enaka. Majhno obmo�
je valovnefronte v bli�zini teh to�
k lahko smatramo kot krogelno in ozek snop �zarkov, ki temu obmo�
juustreza, je homo
entri�
en.Oglejmo si osno simetri�
ni opti�
ni sistem. z Simetrijska os sovpada z opti�
no osjo. Valovnafronta snopa �zarkov, ki se gibljejo vzdol�z te osi, je ravno tako osno simetri�
na; kot vemo, imajorota
ijske ploskve dva enaka krivinska polmera v to�
kah, kjer se sekajo s simetrijsko osjo. Zatoozek snop �zarkov, ki se giblje v tej smeri, ostane homo
entri�
en.Kvantitativni opis tvorjenja slike z ozkim snopom �zarkov, ki potujejo skozi osno simetri�
niopti�
ni sistem, bomo dobili iz ena�
b (55.6). Najprej moramo dolo�
iti, kak�sno obliko imafunk
ija � v obravnavanem primeru.Ker je snop �zarkov ozek in se giblje v bli�zini opti�
ne osi, sta vektorja n in n0 vsakegasnopa usmerjena skoraj vzdol�z osi. �Ce le�zi opti�
na os v smeri osi X, potem bodo komponenteny, nz, n0y in n0z majhne v primerjavi z ena. Komponenta nx je skoraj enaka ena, nx � 1,komponenta n0x pa je lahko pribli�zno enaka +1 ali �1. V prvem primeru �zarki nadaljujejopot pribli�zno v za�
etni smeri in se pojavijo na drugi strani opti�
nega sistema, ki se v temprimeru imenuje le�
a (angl. lens). V nasprotnem primeru se �zarki \obrnejo" in potujejo vskoraj nasprotni smeri; tak�sen opti�
ni sistem se imenuje zr
alo (angl. mirror).Ker so ny; nz; n0y; n0z majhne koli�
ine, lahko kotni ikonal �(ny; nz; n0y; n0z) razvijemo v vrstoin obdr�zimo za�
etne �
lene. Zaradi osne simetrije 
elotnega sistema mora � biti invariantenna zasuke koordinatnega sistema okoli opti�
ne osi. Od tod je razvidno, da v razvoju � ne�To�
ka, v kateri se �zarki sekajo, lahko le�zi na samih �zarkih, ali pa na njihovih podalj�skih; v prvem primeruse slika imenuje prava (realna), v drugem pa navidezna (virtualna).yTak�sno slikanje dose�zemo z ravnim zr
alom.zPokazati se da, da lahko obravnavo tvorjenja slike z ozkim snopom �zarkov, ki se gibljejo v bli�zini opti�
neosi v sistemu, ki ni osno simetri�
en, poenostavimo na obravnavo tvorjenja slika v osno simetri�
nem sistemu zdodatnim zasukom dobljene slike glede na predmet.Polje, v. 1



56 OZKI SNOPI �ZARKOV 141more biti �
lenov prvega reda, sorazmernih s prvimi poten
ami komponent vektorjev n in n0v smereh y in z; tak�sni �
leni namre�
 ne bi bili invariantni proti zasukom. �Cleni drugega reda,ki iskano lastnost imajo, sta kvadrata n2 in n02, ter skalarni produkt n �n0. Kotni ikonal osnosimetri�
nega sistema ima torej do �
lenov drugega reda obliko� = konst + g2(n2y + n2z) + f(nyn0y + nzn0z) + h2 (n0y2 + n0z2); (56.1)kjer so f; g in h konstante.Bolj podrobno bomo obravnavali le�
e, zato postavimo n0x � 1; kot bomo videli kasneje, soena�
be za zr
ala podobne. Izraz (56.1) vstavimo v (55.6) in dobimony(x� g)� fn0y = y; fny + n0y(x0 + h) = y0;nz(x� g)� fn0z = z; fnz + n0z(x0 + h) = z0: (56.2)Oglejmo si homo
entri�
ni snop, ki izhaja iz to�
ke x; y; z; naj bo x0; y0; z0 to�
ka, v katerise �zarki iz snopa sekajo po prehodu skozi le�
o. �Ce bi bila prvi in drugi par ena�
b (56.2) medseboj neodvisna, bi te �stiri ena�
be pri danih x; y; z; x0; y0; z0 dolo�
ale en sam nabor vrednostiny; nz; n0y; n0z. To bi pomenilo, da bi en sam �zarek z za�
etkom v to�
ki x; y; z dosegel to�
kox0; y0; z0. �Ce naj vsi �zarki iz to�
ke x; y; z potekajo skozi to�
ko x0; y0; z0, je torej potrebno, daso ena�
be (56.2) med seboj odvisne; en par ena�
b mora biti posledi
a drugega para. Potrebnipogoj za tak�sno odvisnost je to, da so koe�
ienti v enem paru ena�
b sorazmerni s koe�
ientiv drugem paru. Zato mora veljatix� gf = � fx0 + h = yy0 = zz0 : (56.3)Od tod dobimo pomemben izraz (x� g)(x0 + h) = �f2: (56.4)Dobljene ena�
be so iskana zveza med koordinatami predmeta in slika pri tvorjenju slike zozkim snopom �zarkov.To�
ki x = g in x0 = �h na opti�
ni osi se imenujeta glavni gori�s�
i (angl. prin
ipal fo
i)opti�
nega sistema. Oglejmo si snop �zarkov, ki so vzporedni z opti�
no osjo. Izvor tak�snih�zarkov o�
itno le�zi v neskon�
nosti, zato je x = 1. Iz (56.3) v tem primeru dobimo x0 = �h.To pomeni, da se vzporedni snop �zarkov po prehodu skozi opti�
ni sistem zdru�zi v glavnemgori�s�
u. Velja tudi obratno: snop �zarkov, ki izhaja iz glavnega gori�s�
a, postane po prehoduskozi sistem vzporeden.V ena�
bi (56.3) merimo koordinati x in x0 iz istega izhodi�s�
a, ki le�zi na opti�
ni osi. Boljprimerno pa je koordinate predmeta in slike meriti glede na dve razli�
ni izhodi�s�
i, ki jupostavimo v ustrezni glavni gori�s�
i. Kot pozitivno smer koordinat si izberemo smer v kateripotuje svetloba. Nove koordinate predmeta in slike ozna�
imo z velikimi �
rkami. VeljaX = x� g; X 0 = x0 + h; Y = y; Y 0 = y0; Z = z; Z 0 = z0:Ena�
bi tvorjenja slike (56.3) in (56.4) se v novih koordinatah zapi�seta kotXX 0 = �f2; (56.5)Y 0Y = Z0Z = fX = �X0f : (56.6)Polje, v. 1



142 �SIRJENJE SVETLOBE 56Koli�
ina f se imenuje glavna gori�s�
na razdalja (angl. prin
ipal fo
al length) sistema.Razmerje Y 0=Y se imenuje pre�
na pove�
ava (angl. lateral magni�
ation). Vzdol�znopove�
avo (angl. longitudinal magni�
ation) moramo zapisati v diferen
ialni obliki, saj koor-dinati nista preprosto sorazmerni; primerjati moramo kratko razdaljo na predmetu (v smeriopti�
ne osi) s kratko razdaljo na ustreznem delu slike. Iz (56.5) razberemo, da je vzdol�znapove�
ava enaka ���� dX 0dX ���� = f2X2 = �Y 0Y �2 : (56.7)Iz tega rezultata je razvidno, da niti za neskon�
no majhne predmete ne moremo dobitigeometrijsko natan�
ne slike. Vzdol�zna pove�
ava ni nikoli enaka pre�
ni (razen v trivialnemprimeru identi�
ne preslikave).Snop, ki gre skozi to�
ko X = f na opti�
ni osi, se ponovno zdru�zi v to�
ki X 0 = �f na osi;ti to�
ki se imenujeta glavni to�
ki (angl. prin
ipal points). Iz ena�
b (56.2) (nyX � fn0y = Y ,nzX � fn0z = Z) je razvidno, da v tem primeru (X = f; Y = Z = 0) velja ny = n0y, nz = n0z.Zato vsak �zarek, ki seka opti�
no os v glavni to�
ki, ponovno seka opti�
no os v drugi glavnito�
ki v smeri, ki je vzporedna za�
etni smeri.�Ce koordinate predmeta in slike merimo glede na glavni to�
ki (in ne glede na glavnigori�s�
i), potem za ti koordinati � in �0 velja�0 = X 0 + f; � = X � f:�Ce to vstavimo v (56.5), dobimo nov zapis ena�
be tvorjenja slike:1� � 1�0 = � 1f : (56.8)Poka�zemo lahko, da pri tankem opti�
nem sistemu (na primer pri zr
alu ali pri tanki le�
i)obe glavni to�
ki skoraj sovpadata. V tem primeru je ena�
ba (56.8) �se posebej uporabna, sajmerimo � in �0 tako reko�
 glede na isto to�
ko.�Ce je gori�s�
na razdalja pozitivna, potem se predmeti pred gori�s�
em (X > 0) preslikajopokon�
no (Y 0=Y > 0); tak�sni opti�
ni sistemi so konvergentni. �Ce pa je f < 0, potem iz X > 0sledi Y 0=Y < 0 in slike so obrnjene; tak�sni sistemi so divergentni.Obstaja mejni primer tvorjenja slike, ki ni vsebovan v ena�
bi (56.8), in si
er primer, koso vsi trije koe�
ienti f; g; h neskon�
ni. Tedaj ima opti�
ni sistem neskon�
ni gori�s�
ni razdalji,glavni gori�s�
i pa sta v neskon�
nosti). V limiti, ko so f; g; h neskon�
ni, dobimo iz (56.4) ena�
box0 = hg x+ f2 � ghg :Ker nas zanima le primer, ko sta predmet in slika kon�
no oddaljena od opti�
nega sistema,morajo iti f; g; h proti neskon�
nosti tako, da so razmerja h=g in (f2�gh)=g kon�
na. Ozna�
imoju z �2 in � in dobimo x0 = �2x+ �:Za drugi koordinati dobimo iz splo�sne ena�
be (56.7)y0y = z0z = ��:Polje, v. 1



56 OZKI SNOPI �ZARKOV 143�Ce ponovno koordinati x in x0 merimo glede na razli�
ni izhodi�s�
i, in si
er x glede na nekopoljubno to�
ko A na osi in x0 glede na sliko to�
ke A, potem dobimo ena�
be tvorjenja slikepreproste oblike X 0 = �2X; Y 0 = ��Y; Z 0 = ��Z: (56.9)Vzdol�zna in pre�
na pove�
ava sta torej konstantni (nista pa enaki). V tem primeru re�
emo,da je tvorjenje slike teleskopsko.Vse ena�
be od (56.5) do (56.9), ki smo jih izpeljali za le�
e, veljajo tudi za zr
ala in 
eloza opti�
ne sisteme brez osne simetrije, �
e le slika nastane s pomo�
jo ozkih snopov �zarkov, kipotujejo blizu opti�
ne osi. Pri tem moramo izhodi�s�
ni to�
ki za koordinati x predmeta in slikeizbrati vzdol�z opti�
ne osi iz ustreznih to�
k (glavnega gori�s�
a ali glavne to�
ke) v smeri �sirjenja�zarka. Upo�stevati moramo, da v opti�
nem sistemu brez osne simetrije, smeri opti�
ne osi predin za sistemom ne le�zita v isti ravnini. NALOGENALOGA 1. Poi�s�
i gori�s�
no razdaljo za nastanek slike s pomo�
jo dveh osno simetri�
nih opti�
nihsistemov, katerih osi sovpadata.Re�sitev: Naj bosta f1 in f2 gori�s�
ni razdalji obeh sistemov. Za vsak sistem lo�
eno veljaX1X 01 = �f12; X2X 02 = �f22:Ker je slika, ki jo naredi prvi sistem, predmet drugega sistema, mora veljati X2 = X 02 � l, kjer je lrazdalja med zadnjim glavnim gori�s�
em prvega sistema in prednjim gori�s�
em drugega. �Ce izrazimoX 02 z X1, dobimo X 02 = X1f22f12 + lX1ali �X1 + f12l ��X 02 � f22l � = ��f1f2l �2 ;od koder je razvidno, da se glavni gori�s�
i sestavljenega sistema nahajata v to�
kah X1 = �f12=l inX 02 = f22=l, in da je gori�s�
na razdalja enaka f = �f1f2l(da si izberemo predznak te razdalje, moramo zapisati ustrezno razdaljo za pre�
no pove�
avo).�Ce je l = 0, je gori�s�
na razdalja neskon�
na, f =1, kar pomeni, da je tvorjenje slike sestavljenegasistema teleskopsko. V tem primeru velja X 02 = X1(f2=f1)2, od koder sledi, da je parameter � v splo�sniena�
bi (56.9) enak � = f2=f1.
1

3

2

0 xx Slika 5: Polje, v. 1



144 �SIRJENJE SVETLOBE 56NALOGA 2. Izra�
unaj gori�s�
no razdaljo \magnetne le�
e" v obliki vzdol�znega homogenega poljana obmo�
ju dol�zine l, ki deluje kot le�
a za nabite del
e (slika 5). �Re�sitev: Kineti�
na energija del
a se med njegovim gibanjem v magnetnem polju ohranja; zatolahko Hamilton-Ja
obijevo ena�
bo za okraj�sano ak
ijo S0(r) (
elotna ak
ija je enaka S = �Et + S0)zapi�semo kot �rS0 � e
A�2 = p2;pri �
emer je p2 = E2
2 �m2
2 = konst:Vektorski poten
ial homogenega magnetnega polja zapi�semo s pomo�
jo ena�
be (19.4). Pri tem os Xusmerimo v smeri polja in jo smatramo tudi kot opti�
no os osno-simetri�
nega opti�
nega sistema. Takodobimo Hamilton-Ja
obijevo ena�
bo oblike(�S0x)2 + (�S0r)2 + e24
2H2r2 = p2; (1)kjer je r razdalja od osi X , S0 pa je funk
ija spremenljivk x in r.Za ozek snop del
ev, ki se gibljejo v bli�zini opti�
ne osi, je koordinata r majhna, zato bomo poiskaliS0 kot poten�
no vrsto po r. Prva �
lena razvoja staS0 = px+ 12�(x)r2; (2)kjer je �(x) re�sitev ena�
be p�0(x) + �2 + e24
2H2 = 0: (3)Na obmo�
ju 1 pred le�
o, velja �(1) = px� x1 ;kjer je x1 < 0 konstanta. Ta re�sitev ustreza prostemu 
urku del
ev, ki izhajajo iz to�
ke x = x1 naopti�
ni osi na obmo�
ju 1 in letijo v ravnih �
rtah. Ak
ija za prosto gibanje del
a z gibalno koli�
ino p vsmeri stran od to�
ke x = x1 je namre�
S0 = ppr2 + (x � x1)2 � p(x� x1) + pr22(x� x1) :Podobno velja na obmo�
ju 2 za le�
o �(2) = px� x2 ;kjer je x2 koordinata slike to�
ke x1.Na obmo�
ju 3 v notranjosti le�
e, dobimo re�sitev ena�
be (3) z lo�
itvijo spremenljivk:�(3) = eH2
 
ot� eH2
px+ C� ;kjer je C poljubna konstanta.Konstanti C in x2 (za izbran x1) lahko dolo�
imo, �
e upo�stevamo, da je �(x) zvezna v to�
kah x = 0in x = l: � px1 = eH2
 
otC; pl� x2 = eH2
 
ot� eH2
pl + C� :�Tak�sno polje je na primer tisto v notranjosti dolgega solenoida, pri �
emer moramo zanemariti neho-mogenosti polja v bli�zini robov solenoida.Polje, v. 1



57 NASTANEK SLIKE PRI �SIROKIH SNOPIH �ZARKOV 145�Ce iz teh ena�
b izlo�
imo konstanto C, dobimo(x1 � g)(x2 + h) = �f2;kjer je � g = �2
peH 
ot eHl2
p ; h = g + l;f = 2
peH sin eHl2
p :x57 Nastanek slike pri �sirokih snopih �zarkovS pomo�
jo ozkih snopov �zarkov, ki smo jih obravnavali v prej�snjem razdelku, nastane slika,ki je le pribli�zna; slika je tem bolj�sa (bolj ostra), �
im o�zji je snop �zarkov. Sedaj nas zanima,kako nastane slika pri snopih �zarkov poljubne �sirine.Za razliko od slikanja predmetov z ozkim snopom �zarkov, kar lahko dose�zemo s poljubnimopti�
nim sistemom z osno simetrijo, je nastanek slike s �sirokimi snopi �zarkov mogo�
e le priprav posebno narejenih opti�
nih sistemih. Celo v tem primeru nastanek slike ni mogo�
 za vseto�
ke v prostoru, kot smo ugotovili �ze v x56.Izpeljava v nadaljevanju temelji na naslednji pomembni ugotovitvi. Mislimo si, da vsi�zarki izvirajo iz neke to�
ke O, potujejo skozi opti�
ni sistem, nato pa se ponovno zdru�zijo vneki to�
ki O0. Poka�zemo lahko, da je dol�zina opti�
ne poti  za vse te �zarke enaka. V bli�zinivsake izmed to�
k O in O0 so valovne fronte �zarkov, ki se v teh to�
kah sekajo, sfere s sredi�s�
iv O oziroma v O0. V limiti, ko se to�
kama pribli�zujemo, sfere degenerirajo v ti to�
ki sami.Valovne fronte pa so ploskve konstantne faze, zato je razlika faze vzdol�z razli�
nih �zarkov medpari to�
k, v katerih �zarki sekajo obe valovni fronti, enaka. Od tod sledi, da je 
elotna faznarazlika med to�
kama O in O0 enaka za razli�
ne �zarke.Oglejmo si pogoje, ki morajo biti izpolnjeni, da s �sirokim snopom dobimo sliko kratkegaodseka predmeta; tudi slika odseka bo kratek odsek. Izberimo si smeri teh odsekov kot smeriosi � in �0, izhodi�s�
i pa postavimo v ustrezni to�
ki O (na predmetu) in O0 (na sliki). Naj bo  dol�zina opti�
ne poti za �zarke, ki izvirajo v to�
ki O in ki dose�zejo to�
ko O0. Za �zarke, ki svojopot za�
nejo iz to�
ke, ki je in�nitezimalno blizu to�
ke O in ima koordinato d�, in ki prispejov to�
ko na sliki s koordinato d�0, je dol�zina opti�
ne poti  + d , kjer jed = � �� d� + � ��0 d�0:Vpeljemo \pove�
avo" �� = d�0d� ;ki je razmerje med dol�zino d�0 odseka na sliki in dol�zino d� odseka na predmetu. Ker jeslikani odsek kratek, lahko koli�
ino � smatramo kot konstantno vzdol�z odseka. Kot obi�
ajnozapi�semo � =�� = �n� in � =��0 = n�0 (n� in n�0 sta kosinusa kotov med smerjo �zarka inustreznima osema � in �0), in dobimod = (��n�0 � n�) d�:�Vrednost f je podana s pravilnim predznakom f . To lahko doka�zemo le z dodatnimi izra�
uni. Polje, v. 1



146 �SIRJENJE SVETLOBE 58Za vsak par to�
ke na predmetu in to�
ke na sliki, v katero naj se prva preslika, mora bitidol�zina opti�
ne poti  + d enaka za vse �zarke, ki za�
nejo pot v to�
ki d� in jo kon�
ajo vto�
ki d�0. Od tod dobimo pogoj ��n�0 � n� = konst: (57.1)To je pogoj, ki smo ga iskali. Vse poti �zarkov po opti�
nem sistemu mu morajo zadostiti, �
e�zelimo, da nastane slika kratkega odseka s pomo�
jo �sirokega snopa. Pogoj (57.1) mora bitiizpolnjen za vse �zarke, ki izhajajo iz to�
ke O.Oglejmo si uporabo tega pogoja na primeru slikanja s pomo�
jo osno simetri�
nega opti�
negasistema. Obravnavajmo najprej sliko odseka, ki sovpada z opti�
no osjo (os x); tudi slika odsekabo sovpadala z opti�
no osjo. �Zarek, ki potuje vzdol�z opti�
ne osi (nx = 1), zaradi osne simetrijesistema ob prehodu ne bo spremenil svoje smeri, zato bo tudi nx0 enak 1. Od tod sledi, da jekonstanta v (57.1) enaka �x � 1, zato lahko (57.1) zapi�semo kot1� nx1� n0x = �x:Z � in �0 ozna�
imo kota med opti�
no osjo in smerema �zarka v to�
ki predmeta in slike. Velja1� nx = 1� 
os � = 2 sin2 �2 ; 1� n0x = 1� 
os �0 = 2 sin2 �2 :Tako dobimo pogoj za nastanek slike oblikesin �2sin �02 = konst = p�x: (57.2)Sedaj pa si oglejmo slikanje kratkega dela ravnine, ki je pravokotna na opti�
no os osnosimetri�
nega sistema; tudi slika bo v tem primeru pravokotna na to os. Uporabimo (57.1) zapoljubni odsek, ki le�zi v slikani ravnini, in dobimo�r sin �0 � sin � = konst;kjer sta ponovno � in �0 kota med �zarkom in opti�
no osjo. Za �zarke, ki izhajajo iz prese�
i�s�
amed ravnino predmeta in opti�
no osjo, in ki so usmerjeni vzdol�z osi (� = 0), mora zaradisimetrije veljati �0 = 0. Zato je konstanta enaka ni�
 in dobimo naslednji pogoj za nastanekslike sin �sin �0 = konst = �r: (57.3)Vidimo, da je nastanek slike razse�znega telesa s �sirokim snopom �zarkov nemogo�
 tudi zatelesa z majhno prostornino, ker se pogoja (57.2) in (57.3) med seboj izklju�
ujeta.x58 Meje geometrijske optikeMonokromatsko ravno valovanje ima po de�ni
iji povsod in ves �
as enako amplitudo. Tak�snovalovanje je neskon�
no razse�zno v vseh smereh prostora in obstaja ve�
no, od �
asa �1 do +1.Vsakr�sno valovanje, katerega amplituda ni konstantna povsod in ves �
as, je lahko le pribli�znomonokromatsko. Sedaj bomo obravnavali vpra�sanje, kak�sna je \stopnja enobarvnosti" nekegavalovanja.Polje, v. 1



58 MEJE GEOMETRIJSKE OPTIKE 147Oglejmo si elektromagnetno valovanje, katerega amplituda je (v vsaki to�
ki) funk
ija �
asa.Naj bo !0 neka povpre�
na frekven
a valovanja. Tedaj lahko polje valovanja, na primer elek-tri�
no polje, v neki to�
ki zapi�semo kot E0(t)e�i!0t. To polje, �
etudi ni monokromatsko, lahkorazvijemo po monokromatskih valovanjih, torej ga zapi�semo kot Fourierev integral. Ampli-tuda komponente s frekven
o ! v razvoju je sorazmerna z integralomZ 1�1E0(t)ei(!�!0)t dt:Faktor ei(!�!0)t je periodi�
na funk
ija, katere povpre�
na vrednost je enaka ni�
. �Ce bi bilaE0 povsem konstanta funk
ija, bi ta integral bil enak ni�
 za vsak ! 6= !0. �Ce pa se E0(t)spreminja, vendar le po�
asi na �
asovnem intervalu velikostnega reda 1=j! � !0j, potem jeintegral skoraj enak ni�
, in si
er tem bolj, �
im bolj po�
asi se spreminja E0. �Ce naj bointegral ob�
utno razli�
en od ni�
, se mora E0(t) ob�
utno spremeniti v �
asovnem intervalu reda1=j! � !0j.Z �t ozna�
imo velikostni red �
asovnega intervala, v katerem se amplituda valovanja vdani to�
ki prostora ob�
utno spremeni. Iz prej�snjih ugotovitev je razvidno, da so frekven
e,ki se najbolj razlikujejo od !0 in ki so v spektralnem raz
epu �se izdatno zastopane, dolo�
enes pogojem 1=j! � !0j � �t. �Ce z �! ozna�
imo frekven�
ni interval okoli povpre�
ne frekven
e!0, ki nastopa v spektralnem raz
epu valovanja, potem velja zveza�!�t � 1: (58.1)Vidimo, da je valovanje tem bolj monokromatsko (torej tem manj�si je �!), �
im ve�
ji je �t,torej �
im po�
asnej�se je spreminjanje amplitude v izbrani to�
ki prostora.Ena�
be, podobne ena�
bi (58.1), lahko izpeljemo tudi za valovni vektor. Naj bodo �x,�y, �z velikostni redi razdalj vzdol�z osi X, Y , Z, po katerih se amplituda valovanja ob�
utnospremeni. Ob izbranem �
asu ima polje valovanja kot funk
ija koordinat oblikoE0(r)eik0�rkjer je k0 neka povpre�
na vrednost valovnega vektorja. Po analogiji z izpeljavo ena�
be (58.1)lahko dobimo interval �k vrednosti, ki nastopajo v razvoju valovanja v Fourierev integral:�kx�x � 1; �ky�y � 1; �kz�z � 1: (58.2)Bolj podrobno si oglejmo valovanje, ki je bilo izsevano v kon�
nem �
asovnem intervalu. Z�t ozna�
imo velikostni red tega intervala. Amplituda v izbrani to�
ki v prostoru se ob�
utnospremeni v �
asu �t, v katerem 
elotno valovanje prepotuje mimo to�
ke. Zaradi zveze (58.1)lahko trdimo, da to valovanje odstopa od enobarvnosti za koli�
ino �!, ki ne more biti manj�saod 1=�t (lahko pa je seveda ve�
ja): �! & 1�t : (58.3)Podobno, �
e so �x, �y, �z velikostni redi razse�znosti valovanja v prostoru, potem jerazmazanost komponent valovnega vektorja, ki nastopajo v spektralnem razvoju, enaka�kx & 1�x; �ky & 1�y ; �kz & 1�z : (58.4)Polje, v. 1



148 �SIRJENJE SVETLOBE 59Iz teh ena�
b sledi, da pri svetlobnem snopu kon�
ne �sirine smer raz�sirjanja svetlobe ne morebiti povsem konstantno. �Ce os X le�zi vzdol�z (povpre�
ne) smeri svetlobnega snopa, potem je�y & 1k�y � ��y ; (58.5)kjer je �y velikostni red odklona snopa od njegove povpre�
ne smeri v ravnini XY , � pa jevalovna dol�zina.Ena�
ba (58.5) je tudi odgovor na vpra�sanje meje ostrine pri nastanku slike v opti�
nihsistemih. Svetlobni snop, katerega �zarki naj bi se po pravilih geometrijske optike vsi sekaliv eni to�
ki, nam na slike ne dajo to�
ke, temve�
 ve�
jo piko. Velikost te pike, �, dobimo iz(58.5): � � 1k� � �� ; (58.6)kjer je � kot sto�z
a svetlobnega snopa. To ena�
bo ne velja le za sliko, temve�
 tudi za predmet.Trdimo namre�
 lahko, da pri opazovanju svetlobnega snopa, ki izhaja iz svetle to�
ke, te to�
kene moremo razlo�
iti od telesa velikost �=�. Na ta na�
in ena�
ba (58.6) dolo�
a mejo lo�
ljivosti(angl. resolving power) mikroskopa. Najmanj�so vrednost �, ki jo dobimo za � � 1, je �,kar je povsem v skladu z dejstvom, da mejo veljavnosti geometrijske optike dolo�
a valovnadol�zina svetlobe. NALOGANALOGA Dolo�
i velikostni red najmanj�se �sirine snopa svetlobe, ki nastane iz vzporednega snopa,na razdalji l od zaslonke.Re�sitev: Velikost odprtine v zaslonki ozna�
imo z d. Po ena�
be (58.5) je uklonski kot snopa enak�=d, zato je �sirina snopa reda d+ (�=d)l. Najmanj�sa vrednost te koli�
ine je p�l.x59 Uklon (difrak
ija)Zakoni geometrijske optike so popolnoma veljavni le v idealiziranem primeru, ko smemovalovno dol�zino smatrati kot neskon�
no kratko. �Cim slab�se je ta pogoj izpolnjen, tem ve�
jaso odstopanja od geometrijske optike. Pojavi, ki so posledi
a tak�snih odstopanj, se imenujejouklon (angl. di�ra
tion).Uklon lahko na primer opazimo, �
e na poti svetlobe � le�zi ovira { neprozorno telo (imenovaliga bomo zaslon (angl. s
reen) poljubne oblike. Do uklona prav tako pride, �
e svetloba svetiskozi luknje v neprozornem telesu. �Ce bi zakoni geometrijske optike strogo veljali, potem biza zaslonom imeli obmo�
ja \sen
e", ki bi se ostro lo�
ila od osvetljenih obmo�
ij. Zaradi uklonapa imamo namesto ostre meje med svetlobo in sen
o dokaj zapleteno porazdelitev jakostisvetlobe. Uklon je tem bolj opazen, �
im manj�si so zasloni ali odprtine v njih, oziroma �
imve�
ja je valovna dol�zina.V teoriji uklona je na�sa naloga poiskati porazdelitev svetlobe (torej elektromagnetnegapolja) v prostoru pri vnaprej podanih polo�zajih in oblikah teles, ter legah izvorov svetlobe.Nalogo lahko to�
no re�simo le z re�sevanjem valovne ena�
be s primernimi robnimi pogoji na�V nadaljevanju bomo pri obravnavi uklona ves �
as govorili o uklonu svetlobe, �
eprav vse ugotovitve veljajoza poljubno elektromagnetno valovanje.Polje, v. 1



59 UKLON (DIFRAKCIJA) 149povr�sini teles, ti pogoji pa so dolo�
eni z opti�
nimi lastnosti snovi. Tak pristop pa je obi�
ajnomatemati�
no zelo zahteven.Vendarle obstaja pribli�zna metoda, ki v �stevilnih primerih da zadovoljivo re�sitev za po-razdelitve svetlobe v bli�zini meje med svetlobo in sen
o. Ta postopek velja v primeru ma-jhnega odstopanja od geometrijske optike, za kar morata biti izpolnjena dva pogoja. Prvi�
,dimenzije vseh teles morajo biti velike v primerjavi z valovno dol�zino (ta zahteva velja takoza velikost zaslonov in odprtin v njih, kot za razdaljo med telesi in to�
kami, od koder svet-loba izhaja in to�
kami, kjer svetlobo opazujemo). Drugi�
, svetlobni �zarki se smejo le maloodkloniti od smeri, ki jih dolo�
a geometrijska optika.Obravnavajmo zaslon z odprtino, skozi katero prodira svetloba iz nekega izvira. Slika 6prikazuje zaslon od zgoraj (neprekinjena �
rta); svetloba potuje od leve proti desni. Z uozna�
imo eno izmed komponent E ali H. Tu bomo smatrali u kot funk
ijo koordinat, torejbrez faktorja e�i!t, ki dolo�
a �
asovno odvisnost. Na�sa naloga je poiskati jakost svetlobe, torejpolje u v poljubni to�
ki opazovanja P na desni strani zaslona. Pri pribli�znem re�sevanju tenaloge v primeru, ko je odstopanje od geometrijske optike majhno, smemo privzeti, da je vto�
kah v odprtini polje enako, kot bi bilo v odsotnosti zaslona. Z drugimi besedami, vrednostipolja v odprtini so tak�sne, kot bi bile v geometrijski optiki. V vseh to�
kah tik za zaslonomsmemo re�
i, da je polje enako ni�
. Zaradi tega lastnosti zaslona (oziroma snovi, iz katere jezaslon) ne igrajo nobene vloge. V obravnavanem primeru je o�
itno tudi to, da je pri uklonupomembna le oblika odprtine, medtem ko je oblika neprozornega zaslona nebistvena.
df n

R

P

Slika 6:Izberimo si neko ploskev, ki prekriva odprtino v zaslonu, in ki jo omejujejo robovi odprtine(pre�
ni pro�l te ploskve je prikazan �
rtkano na sliki 6). Ploskev razbijemo na majhne ploskvi
es plo�s�
ino df , ki je majhna v primerjavi z velikostjo odprtine, vendar velika v primerjavi zvalovno dol�zino svetlobe. Vsako izmed teh ploskvi
, skozi katere prodira svetloba, lahkosmatramo kot izvor svetlobnega valovanja, ki se �siri v sme smeri stran od ploskvi
e. Polje vto�
ki P je v tem pribli�zku kar superpozi
ija polj, ki izvirajo iz vseh ploskvi
 df na ploskvi,ki prekriva odprtino. (To je Huygensovo na�
elo.)Prispevek k polju v to�
ki P zaradi ploskvi
e df je o�
itno sorazmeren z vrednostjo u poljana ploskvi
i df sami (spomnimo naj, da smo privzeli, da je polje na ploskvi
i df tak�sno, kot�
e ne bi imeli zaslona). Prispevek je poleg tega sorazmeren s projek
ijo dfn plo�s�
ine df naravnino, ki je pravokotna na smer n �zarka, ki prihaja iz svetlobnega vira do ploskvi
e df . Toje razvidno iz dejstva, da bodo ne glede na obliko ploskvi
e df skoznjo prodrli isti �zarki, �
ePolje, v. 1



150 �SIRJENJE SVETLOBE 59bo le projek
ija dfn v vseh primerih enaka, zato bo tudi prispevek k polju v to�
ki P vednoenak.Prispevek k polju v to�
ki P zaradi ploskvi
e df je torej sorazmeren z udfn. Upo�stevatimoramo �se, da se amplituda in faza valovanja spremenita na potu od df do P . Ta spremembaje dolo�
ena z (54.3), zato moramo udfn pomno�ziti z (1=R)eikR (kjer je R razdalja od df doP , k pa je absolutna vrednost valovnega vektorja svetlobe). Iskani prispevek je torejaueikRR dfn;kjer je a neka doslej neznana konstanta. Polje v to�
ki P je se�stevek prispevkov iz vseh ploskvi
df in je torej enako uP = aZ ueikRR dfn; (59.1)kjer integriramo po ploskvi, ki jo omejuje rob odprtine. V na�sem pribli�zku ta integral sevedani odvisen od izbire ploskve. Ploskev (59.1) o�
itno velja tako za uklon na odprtini v zaslonu,kot za uklon na oviri, okoli katere svetloba potuje nemoteno. V slednjem primeru moramo v(59.1) integrirati po ploskvi, ki se od roba ovire razteza v neskon�
nost.Dolo�
imo �se konstanto a! Imejmo ravno valovanje, ki potuje v smeri osi X. Valovne fronteso vzporedne z ravnino Y Z. Naj bo u vrednost polja v ravnini Y Z. Tedaj je v to�
ki P , ki jopostavimo na os X, polje enako uP = eikx. Po drugi strani lahko polje v to�
ki P dolo�
imo izena�
be (59.1), v kateri integriramo (na primer) po ravnini Y Z. Pri tem so zaradi majhnegauklonskega kota pomembne le tiste to�
ke v ravnini Y Z, ki le�zijo v bli�zini izhodi�s�
a, torej tiste,za katere velja y; z � x (x je koordinata to�
ke P ). Zato jeR =px2 + y2 + z2 � x+ y2 + z2x ;in iz (59.1) dobimo uP = aueikxx Z +1�1 ei ky22x dy Z +1�1 ei kz22x dz;kjer je u konstanta (polje v ravnini Y Z); v faktorju 1=R smemo vzeti R � x = konst. Ssubstitu
ijo y = �p2x=k lahko integrala pretvorimo v integralZ +1�1 ei�2 d� = Z +1�1 
os �2 d� + iZ +1�1 sin �2 d� =r�2 (1 + i);in tako dobimo uP = aueikx2i�k :Po drugi strani je uP = ueikx, od koder sledia = k2�i :To vstavimo v (59.1) in dobimo re�sitev na�se naloge:uP = Z ku2�iReikR dfn: (59.2)Polje, v. 1



59 UKLON (DIFRAKCIJA) 151Pri izpeljavi ena�
be (59.2) smo privzeli, da je izvor svetlobe to�
kast in da je svetlobapovsem monokromatska. Pravega razse�znega izvira, ki oddaja svetlobo, ki ni monokromatska,vseeno ne rabimo posebej obravnavati. Zaradi popolne neodvisnosti (nekoherentnosti) svet-lobe, ki jo oddajajo razli�
ne to�
ke izvora, in zaradi nekoherentnosti razli�
nih prostorskihkomponent oddane svetlobe, je 
elotni uklonski vzore
 preprosto enak kar vsoti porazdelitevjakosti, ki jih dobimo za uklon razli�
nih neodvisnih komponent svetlobe.Uporabimo ena�
bo (59.2) za opis spremembe faze �zarka, ko gre ta skozi to�
ko, v katerise dotika kavstike (glej kone
 razdelka x54). Integra
ijska ploskev v (59.2) je lahko poljubnavalovna fronta, ra�
unamo pa polje uP v to�
ki P , ki le�zi na nekem �zarku pri razdalji x odto�
ke, kjer �zarek seka izbrano valovno fronto (v to se�
i�s�
e postavimo koordinatno izhodi�s�
eO, Y Z pa naj bo tangentna ravnina na valovno fronto v to�
ki O). Pri integra
iji v (59.2)je pomembno le majhno obmo�
je valovne fronte v bli�zini to�
ke O. �Ce sta ravnini XY inXZ izbrani tako, da sovpadata z glavnima krivinskima ravninama valovne fronte v to�
ki O,potem je v bli�zini te to�
ke ena�
ba ploskve enakaX = y22R1 + z22R2 ;kjer sta R1 in R2 krivinska polmera. Razdalja R od to�
ke na valovni fronti s koordinatamiX; y; z, do to�
ke P s koordinatami x; 0; 0 jeR =p(x�X)2 + y2 + z2 � x+ y22 �1x � 1R1�+ z22 �1x � 1R2� :Polje u na valovni fronti smemo smatrati kot konstantno; konstanten je pribli�zno tudi fak-tor 1=R. Ker nas zanima le sprememba faze valovanja, lahko koe�
iente kar izpu�s�
amo inpreprosto zapi�semouP � 1i Z eikR dfn � eikxi Z +1�1 dyeik y22 � 1x� 1R1 � Z +1�1 dzeik z22 � 1x� 1R2 �: (59.3)Krivi�s�
i valovne fronte le�zita na obravnavanem �zarku v to�
kah x = R1 in x = R2; v tehdveh to�
kah je �zarek tangenten na kavstiko. Predpostavimo, da je R2 < R1. Pri x < R2 stakoe�
ienta, ki stojita za imaginarno enoto i v eksponentih obeh integralov, pozitivna in obaintegrala sta sorazmerna z (1 + i). Zato je na delu �zarka pred prvim dotikali�s�
em s kavstikouP � eikx. �Ce je R2 < x < R1, torej �
e je to�
ka med obema dotikali�s�
ema, potem je integralpo y sorazmeren z (1 + i), integral po z je sorazmeren z (1 � i), njun produkt pa ne vsebujei. Zato imamo tu uP � �ieikx = ei(kx��=2), kar pomeni, da se �zarku v bli�zini prve kavstikefaza spremeni za ��=2. Kon�
no, �
e je x > R1, velja uP � �eikx = ei(kx��), kar pomeni, dase �zarku v bli�zini druge kavstike faza spremeni �se za nadaljnjih ��=2.NALOGANALOGA Izra�
unaj porazdelitev jakosti svetlobe v bli�zini to�
ke, kjer je �zarek tangenten nakavstiko.Re�sitev: Nalogo bomo re�sili z uporabo ena�
be (59.2). Integral bomo izra�
unali po poljubnivalovni ploskvi, ki je zadosti oddaljena od to�
ke, kjer je �zarek tangenten na kavstiko. Na sliki 7 je abdel te valovne ploskve, a0b0 pa del kavstike; a0b0 je evoluta krivulje ab. Zanima nas porazdelitev jakostiPolje, v. 1
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Slika 7:v bli�zini to�
ke O, kjer je �zarek QO tangenten na kavstiko; predpostavili bomo, da je dol�zina D dalji
eQO na �zarku velika. Z x ozna�
imo razdaljo od to�
ke O vzdol�z normale na kavstiko in predpostavimo,da pozitivne vrednosti x ustrezajo to�
kam na normali, ki le�zijo v smeri proti krivi�s�
u.Integrand v (59.2) je funk
ija razdalje R od poljubne to�
ke Q0 na valovni ploskvi do to�
ke P .Dobro poznana lastnost evolut je enakost vsote dol�zine dalji
e Q0O0 tangente v to�
ki O0 in dol�zineloka OO0 ter dol�zine QO tangente v to�
ki O. Za to�
ki O in O0, ki le�zita blizu skupaj, velja OO0 = ��(� je krivinski polmer kavstike v to�
ki O). Zato je razdalja Q0O0 = D � ��. Razdalja Q0O (po ravni�
rti) je pribli�zno (kot � naj bo majhen)Q0O � Q0O0 + � sin � = D � ��+ � sin � � D � ��36 :In kon�
no, razdalja R = Q0P je enaka R � Q0O � x sin � � Q0O � x�, zato jeR � D � x� � 16��3:Ta izraz vstavimo v ena�
bo (59.2) in dobimoup � Z 1�1 e�ikx��i k�6 �3 d� = 2 Z 10 
os�kx� + k�6 �3� d�(po�
asi spreminjajo�
i se faktor 1=D v integrandu je nepomemben v primerjavi z eksponentom, zatoga smemo smatrati kot konstantnega). Vpeljemo novo integra
ijsko spremenljivko � = (k�=2)1=3�, indobimo up = � x�2k2� �1=3! ;kjer je �(t) Airyjeva funk
ija �.� Airyjeva funk
ija �(t) je de�nirana kot�(t) = 1p� Z 10 
os��33 + �t� d�: (1)(Glej Kvantna mehanika, matemati�
ni dodatki, x b). Za velike pozitivne vrednosti argumenta se asimptoti�
naformula za �(t) zapi�se �(t) � 12t1=4 exp��23 t3=2� ; (2)kar pomeni, da �(t) pada eksponentno proti ni�
. Za velike negativne vrednosti, funk
ija �(t) niha z upadajo�
oPolje, v. 1



60 FRESNELOV UKLON 153Jakost I � jupj2 zapi�semo kotI = 2A(2k2� )1=6�20�x 2k2� !1=31A(izbira konstantnega faktorja je opisana spodaj).Za velike pozitivne vrednosti x od tod dobimo asimptoti�
no formuloI � A2px exp"�4x3=23 s2k2� # ;kar pomeni da jakost pada eksponentno (obmo�
je sen
e). Za velike negativne vrednosti x pa veljaI � 2Ap�x sin2 "2(�x)3=2x s2k2� + �4 # ;kar pomeni, da jakost hitro niha; povpre�
na vrednost jakosti jeI = Ap�x:Od tod je razviden pomen konstante A - to je jakost dale�
 stran od kavstike, kot bi jo izra�
unali zgeometrijsko optiko brez upo�stevanja u�
inkov uklona.Funk
ija �(t) dose�ze svoj maksimum 0:9494 pri t = �1:02; najve�
jo jakost imamo torej prix(2k2=�)1=3 = �1:02, kjer je I = 2:03Ak1=3��1=6:V to�
ki, kjer je �zarek tangenten na kavsitko (x = 0), je I = 0:89Ak1=3��1=6 [ker je �(0) = 0:629℄.V bli�zini kavstike je jakost sorazmerna z k1=3, torej z ��1=3 (� je valovna dol�zina). Za � ! 1postane jakost neskon�
na, kot mora biti (glej x 54).x60 Fresnelov uklon�Ce sta tako svetlobni vir, kot to�
ka P , v kateri ra�
unamo jakost svetlobe, dale�
 stran odzaslona, potem jakost v to�
ki P dolo�
ajo le prispevki iz to�
k, ki le�zijo na majhnem obmo�
juvalovne fronte, po kateri integriramo v (59.2). To obmo�
je je tisto, ki le�zi blizu �
rte, kipovezuje izvor in to�
ko P . Ker je odstopanje od geometrijske optike majhno, jakost svetlobe,ki pride do P iz razli�
nih to�
k na valovni fronti, hitro upada, ko se oddaljujemo od te �
rte.Primer, ko pri uklonu igra vlogo le majhen del valovne fronte, se imenuje Fresnelov uklon.amplitudo kot �(t) � 1(�t)1=4 sin�23(�t)3=2 + �4� : (3)Airyjeva funk
ija je povezana z Ma
Donaldovo funk
ijo (modi�
irano Hankelovo funk
ijo) reda 1=3:�(t) =pt=3�K1=3(23 t3=2): (4)Ena�
ba (2) ustreza asimptoti�
nemu razvoju funk
ije K�(t):K�(t) �r �2t e�t: Polje, v. 1



154 �SIRJENJE SVETLOBE 60Oglejmo si Fresnelov uklon na zaslonu. Iz pravkar povedanega sledi, da je pri ra�
unanjuuklona za dano to�
ko P pomembno le majhno obmo�
je na robu zaslona. Majhna obmo�
jazaslona pa lahko smatramo kot ravna. V nadaljevanju bo zato rob zaslona za nas pomenilkratek odsek ravne �
rte.Ravnino XY si izberimo tako, da sovpada z ravnino v kateri le�zi izvor svetlobe Q (slika 8)in rob zaslona. Ravnina XZ naj poteka skozi to�
ko Q in to�
ko opazovanja P , v katerira�
unamo jakost svetlobe. In kon�
no, izhodi�s�
e O postavimo na rob zaslona. S tem smodolo�
ili vse tri osi.
Q X

Z Y

ODq
Dp

d

pα

Slika 8:Z Dq ozna�
imo razdaljo od izvora svetlobe Q do izhodi�s�
a. Koordinata x to�
ke opazovanjaP naj bo Dp, njena koordinata z, torej razdalja od ravnine XY , pa naj bo d. V skladu zgeometrijsko optiko bi svetlobe imeli le nad ravninoXY ; obmo�
je pod ravninoXY je obmo�
je,v kateri bi v geometrijski optiki imeli le sen
o (to je torej obmo�
je geometrijske sen
e).Sedaj bomo dolo�
ili porazdelitev jakosti svetlobe na ekranu v bli�zini geometrijske sen
e,torej za vrednosti d, ki so majhne v primerjavi z Dp in Dq. Negativni d pomeni, da se to�
kaP nahaja v geometrijski sen
i.Kot integra
ijsko obmo�
je v (59.2) si izberemo polravnino, katere meja je rob zaslona,in ki je pravokotna na ravnino XY . Koordinati to�
ke na tej ploskvi, x in y, sta povezani zena�
bo x = y tan� (� je kot med robom zaslona in osjo Y ), koordinata z pa je pozitivna.Polje valovanja iz izvora Q pri razdalji Rq od izvira je sorazmerno z eikRq . Zato je polje u naintegra
ijski ploskvi enakou � exp�ikqy2 + z2 + (Dq + y tan�)2� :V integralu (59.2) moramo R nadomestiti zR =qy2 + (z � d)2 + (Dp � y tan�)2:Po�
asi spreminjajo�
i se faktorji v integrandu so nepomembni v primerjavi z eksponentom.Zato lahko 1=R smatramo za konstanto, namesto dfn pa lahko pi�semo dy dz. Polje v to�
kiP je tedajuP � Z +1�1 Z 10 exp�ik�q(Dq + y tan�)2 + y2 + z2 +q(Dp � y tan�)2 + (z � d)2 + y2�� dy dz:(60.1)Polje, v. 1



60 FRESNELOV UKLON 155Kot re�
eno, svetloba prihaja v to�
ko P predvsem iz to�
k na integra
ijski ploskvi, ki so vbli�zini izhodi�s�
a. Zato so v integralu (60.1) pomembne le majhne koordinate y in z (majhnev primerjavi z Dq in Dp) . Iz tega razloga lahko pi�semoq(Dq + y tan�)2 + y2 + z2 � Dq + y2 + z22Dq + y tan�;q(Dp � y tan�)2 + y2 + z2 � Dp + (z � d)2 + y22Dp � y tan�:To vstavimo v (60.1). Ker nas zanima le polje kot funk
ija razdalje d, lahko konstantni faktorexp (ik(Dp +Dq)) izpustimo; integral po y nam da izraz, ki ni odvisen od d, zato ga lahkoprav tako izpustimo. Tako dobimouP � Z 10 exp�ik� 12Dq z2 + 12Dp (z � d)2�� dz:Ta izraz pretvorimo:uP � exp�ik d22(Dp +Dq)�Z 10 exp0B�ik 12 h� 1Dp + 1Dq� z � dDp i21Dp + 1Dq 1CA dz: (60.2)Jakost polja je dolo�
ena s kvadratom polja, torej s kvadratom modula juP j2. Kar se ti�
ejakosti polja, je torej eksponentni faktor pred integralom irelevanten, saj ima modul ena. Zo�
itno substitu
ijo se integral poenostavi vuP � Z 1�w ei�2 d�; (60.3)kjer je w = ds kDq2Dp(Dq +Dp) : (60.4)Jakost v to�
ki P je torejI = I02 �����r 2� Z 1�w ei�2 d������2 = I02 "�C(w2) + 12�2 +�S(w2) + 12�2# ; (60.5)kjer sta C(z) =r 2� Z pz0 
os �2 d�; S(z) =r 2� Z pz0 sin �2 d�Fresnelova integrala. Ena�
ba (60.5) je re�sitev na�se naloge: dobili smo jakost svetlobe kotfunk
ijo spremenljivke d. Koli�
ina I0 je jakost na osvetljenem obmo�
ju v to�
kah, ki nisopreblizu roba sen
e (bolj natan�
no, v to�
kah, kjer je w � 1, saj je C(1) = S(1) = 12 v limitiw !1).Obmo�
je geometrijske sen
e ustreza negativnim vrednostim w. Preprosto lahko dolo�
imoasimptoti�
no obna�sanje funk
ije I(w) pri velikih negativnih vrednostih. Najprej integriramoper partes: Z 1jwj ei�2 d� = � 12ijwjeiw2 + 12i Z 1jwj ei�2 d��2 : Polje, v. 1



156 �SIRJENJE SVETLOBE 61Nato �se enkrat integriramo per partes na desni strani ena�
be in ta postopek ve�
krat ponovimo.Tako dobimo razvoj po poten
ah 1=jwj:Z 1jwj ei�2 d� = eiw2 �� 12ijwj + 14jwj3 � : : :� : (60.6)�Ceprav tak�sna neskon�
na vrsta ne konvergira, nam da prvi �
len dober pribli�zek za funk
ijo nalevi pri zadosti velikih jwj, ker zaporedni �
leni na desni hitro padajo pri velikih vrednostih jwj(tak�sna vrsta se imenuje asimptoti�
na). Za jakost I(w), (60.5), dobimo naslednjo asimptoti�
noformulo, ki velja pri velikih negativnih vrednostih w:I = I04�w2 : (60.7)Vidimo, da v obmo�
ju geometrijske sen
e, dale�
 stran od njenega roba, jakost pada proti ni�
obratno sorazmerno z razdaljo od roba sen
e.Sedaj si oglejmo pozitivne vrednosti w, torej obmo�
je nad ravnino XY . Zapi�semoZ 1�w ei�2 d� = Z +1�1 ei�2 d� � Z �w�1 ei�2 d� = (1 + i)r�2 � Z 1w ei�2 d�:Pri zadosti velikih w lahko uporabimo asimptoti�
ni zapis integrala na desni strani ena�
be.Dobimo Z 1�w ei�2 d� �= (1 + i)r�2 + 12iw eiw2 : (60.8)To vstavimo v (60.5) in dobimoI = I0 1 +r 1� sin(w2 � �4 )w ! : (60.9)V osvetljenem obmo�
ju, dale�
 stran od roba sen
e, ima jakost neskon�
no zaporedje maksimu-mov in minimumov, zato I=I0 niha okoli ena. Amplituda teh nihanj pada obratno sorazmernoz razdaljo od roba geometrijske sen
e, vrednosti zaporednih maksimumov in minimumov pase pribli�zujejo vrednosti 1.Pri majhnih w se funk
ija I(w) kvalitativno podobno obna�sa (slika 9). Na obmo�
jugeometrijske sen
e jakost monotono upada, ko se oddaljujemo od roba. Na samem robu jeI=I0 = 14 . Pri pozitivnih w jakost niha med maksimumi in minimumi. V prvem (najve�
jem)maksimumu je I=I0 = 1:37.x61 Fraunhoferjev uklonUklon, do katerega pride, ko raven vzporeden snop �zarkov vpada na ekran, je �zikalno �seposebej zanimiv. Zaradi uklona �zarek ni ve�
 vzporeden in svetloba se �siri tudi v smereh, kiniso enake za�
etni. Sedaj bi radi dolo�
i porazdelitev jakosti uklonjene svetlobe po smereh privelikih razdaljah od zaslona (ta formula
ija naloge se imenuje Fraunhoferjev uklon). Ponovnose bomo omejili na primer majhnih odstopanj od geometrijske optike, zato bomo privzeli, daso uklonski koti, pod katerimi se svetloba uklanja iz za�
etne smeri, majhni.Naloge bi se lahko lotili s splo�sno ena�
bo (59.2) v limiti, ko sta vir svetlobe in to�
kaopazovanja neskon�
no oddaljeni od zaslona. Posebna lastnost obravnavanega primera je ta,Polje, v. 1
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Slika 9:da je v integralu, ki dolo�
a jakost uklonjene svetlobe, pomembno 
elotna valovna fronta, pokateri integriramo (za razliko od Fresnelovega uklona, ker so pomembni le deli valovne frontev bli�zini roba ekrana). �La�zje pa je, �
e se naloge lotimo s �
isto novim pristopom, brez uporabe splo�sne ena�
be(59.2).Z u0 ozna�
imo polje, ki bi ga imeli za zasloni, �
e bi geometrijska optika veljala strogo. Topolje je ravno valovanje povsod, razen na tistih delih pre�
nega preseka, ki ustrezajo \sen
am"neprozornih zaslonov, in kjer je polje enako ni�
. Z S ozna�
imo tisti del ravnega pre�
negapreseka, kjer je polje u0 razli�
no od ni�
; ker je vsaka tak�sna ravnina valovna fronta ravnegavalovanja, je u0 = konst na 
elotni ploskvi S.V resni
i valovanje, ki ima omejeni pre�
ni obseg, ne more zares biti ravno valovanje (glejx58). V prostorskem Fourierevem razvoju nastopajo komponente z valovnimi vektorji, kiimajo druga�
no smer, in natanko to je izvor uklona.Razvijmo polje u0 kot dvodimenzionalni Fourierev integral po koordinatah y in z v ravninipre�
nega preseka valovanja. Fourierove komponente souq = Z Z u0e�iq�r dy dz; (61.1)kjer so vektorji q konstantni vektorji v ravnini Y Z; integrirati moramo po ploskvi S, kjer jeu0 od ni�
 razli�
en. �Ce je k valovni vektor vpadnega valovanja, ima komponenta polja uqeiq�rvalovni vektor k0 = k + q. Zato vektor q = k0 � k dolo�
a spremembo valovnega vektorjapri uklonjeni svetlobi. Absolutna vrednost k = k0 = !=
 in majhna uklonska kota �y, �z vravninah XY in XZ so povezani s komponentama vektorja q po ena�
bahqy = !
 �y; qz = !
 �z: (61.2)�Kriterij za Fresnelov oziroma za Fraunhoferjev uklon zlahka dobimo, �
e se vrnemo k ena�
bi (60.2) in jouporabimo na primer za zarezo �sirine a (namesto za rob samostojnega zaslona). V (60.2) moramo integriratipo z od 0 do a. Fresnelov uklon ustreza primeru, ko je �
len z z2 v eksponentu pomemben, in ko lahko zgornjomejo integra
ije postavimo v neskon�
nost. To lahko storimo, �
e je izpolnjen pogojka2� 1Dp + 1Dq�� 1:Po drugi strani, �
e velja neenakost v drugi smeri, potem lahko �
len z z2 zanemarimo; tedaj imamo opravka sFraunhoferjevim uklonom. Polje, v. 1



158 �SIRJENJE SVETLOBE 61Pri majhnih odstopanjih od geometrijske optike lahko privzamemo, da so komponentev razvoju polja u0 enake komponentam dejanskega polja uklonjene svetlobe, zato je ena�
ba(61.1) re�sitev na�se naloge.Porazdelitev jakosti uklonjene svetlobe je podana kot funk
ija vektorja q s kvadratomjuqj2. Povezava z jakostjo vpadne svetlobe je podana z ena�
boZ Z u20 dy dz = Z Z juqj2 dqy dqz(2�)2 (61.3)[glej (49.8)℄. Od tod je razvidno, da je relativna jakost svetlobe, uklonjene v prostorski kotdo = d�y d�z, podana z juqj2u20 dqy dqz(2�)2 = � !2�
�2 ����uqu0 ����2 do: (61.4)Oglejmo si Fraunhoferjev uklon na dveh \komplementarnih" zaslonih: prvi zaslon imaluknje tam, kjer je drugi neprozoren, in obratno. Z u(1) in u(2) ozna�
imo polje uklonjenesvetlobe na prvem oziroma na drugem zaslonu (vpadna svetloba je v obeh primerih enaka).Ker u(1)q in u(2)q izrazimo z integraloma (61.1) po povr�sinah odprtin obeh zaslonov, in ker soodprtine v obeh zaslonih komplementarne, je vsota u(1)q + u(2)q enaka Fourierevi komponentipolja, ki bi ga imeli v odsotnosti zaslona, torej polju vpadne svetlobe. Ker pa je vpadnasvetloba pravo ravno valovanje s povsem dolo�
eno smerjo �sirjenja, je u(1)q +u(2)q = 0 za vse odni�
 razli�
ne vrednosti vektorja q. Zato je u(1)q = �u(2)q , za ustrezni jakosti pa veljaju(1)q j2 = ju(2)q j2 za q 6= 0: (61.5)To pomeni, da pri komplementarnih zaslonih dobimo isto porazdelitev jakosti uklonjenesvetlobe (to je Babinetovo na�
elo).Poudariti moramo zanimivo posledi
o Babinetovega na�
ela. Imejmo �
rno telo, ki povsemabsorbira vso svetlobo, ki pada nanj. �Ce bi geometrijska optika strogo veljala, bi za osvetljenim�
rnim telesom imeli obmo�
je geometrijske sen
e, katere pre�
ni presek bi imel povr�sino, enakopovr�sini telesa v smeri, pravokotni na smer vpadne svetlobe. Zaradi uklona pa se svetloba,ki potuje mimo telesa, delno odkloni iz svoje za�
etne smeri. Zato dale�
 za telesom ne bomoimeli popolne sen
e, temve�
 bomo poleg svetlobe, ki potuje v za�
etni smeri, imeli tudi nekajsvetlobe, ki potuje pod majhnim kotom glede na za�
etno smer. Jakosti te sipane svetlobe nite�zko dolo�
iti. Po Babinetovem na�
elu je koli�
ina svetlobe, ki se uklanja na obravnavanemtelesu, enaka koli�
ini svetlobe, ki bi se uklonila na odprtini v neprozornem zaslonu, ki bi imelaobliko in velikost enaki pre�
nemu preseku telesa. V Fraunhoferjevem uklon na odprtini se izza�
etne smeri odkloni vsa svetloba, ki gre skozi odprtino. Od tod sledi, da je 
elotna koli�
inasvetlobe, ki jo uklanja �
rno telo, enako koli�
ini svetlobe, ki pada na njegovo povr�sino in jeabsorbirana. NALOGENALOGA 1. Izra�
unaj, kak�sen je Fraunhoferjev uklon ravnega valovanja, ki vpada pravokotno naneskon�
no zarezo (�sirine 2a) z vzporednima strani
ama v neprozornem zaslonu.Re�sitev: Ravnina zareze naj bo ravnina Y Z, tako da je os Z vzporedna z zarezo (slika 10). Kersvetloba vpada v pravokotni smeri, je zareza ena izmed valovnih ploskev in jo lahko uporabimo kotPolje, v. 1
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Slika 10:integra
ijsko povr�sino v ena�
bi (61.1). Ker je zareza neskon�
no dolga, se svetloba uklanja le v ravniniXY [ker je integral (61.1) enak ni�
, �
e je qz 6= 0℄.Zato polje razvijemo le po koordinati Y :uq = u0 Z a�a e�iqy dy = 2u0q sin qa:Jakost uklonjene svetlobe v intervalu kotov d� jedI = I02a juqu0 j2 dq2� = I0�ak sin2 ka��2 d�;kjer je k = !=
, I0 pa je jakost svetlobe, ki pada na zarezo.Funk
ija dI= d� kot funk
ija sipalnega kota ima obliko, prikazano na sliki 11. Ko � nara�s�
av poljubni smeri od � = 0, ima jakost zaporedje maksimalnih vrednosti s hitro upadajo�
o vi�sino.Zaporedni maksimumi so lo�
eni z minimumi v to�
kah � = n�=ka (kjer je n 
elo �stevilo); v minimumihje jakost enaka ni�
.

-2 Π -Π Π 2 Π
x

sin2  x
����������������
x2

Slika 11:NALOGA 2. Izra�
unaj Fraunhoferjev uklon na uklonski mre�zi
i { ploskem zaslonu, v katerega jezarezano zaporedje enakih vzporednih zarez (�sirina zarez naj bo 2a, dol�zina neprozornega zaslona medsosednjima zarezama 2b, �stevilo zarez pa naj bo N). Polje, v. 1



160 �SIRJENJE SVETLOBE 61Re�sitev: Mre�zi
a naj le�zi v ravnini Y Z, tako da je os Z vzporedna z zarezami. Do uklona pridev ravnini XY , z integra
ijo (61.1) pa dobimouq = u0q N�1Xn=0 e�2inqd = u0q 1� e�2iNqd1� e�2iqd ;kjer je d = a+b, u0q pa je rezultat integra
ije po eni sami re�zi. Z re�sitvijo iz prve naloge lahko zapi�semodI = I0aN� � sinNqdsin qd �2 � sin qaqa �2 dq = I0N�ak � sinNk�dsin k�d �2 sin2 ka��2 d�(I0 je 
elotna jakost svetlobe, ki gre skozi vse re�ze).V primeru velikega �stevila re�z (N ! 1) lahko izraz zapi�semo druga�
e. Za vrednosti q = �n=d,kjer je n 
elo �stevilo, ima dI= dq maksimum; v bli�zini maksimuma (torej za qd = n� + �, pri �
emer je� majhna koli�
ina) velja dI = I0a� sin qaqa �2 sin2N��N�2 dq:V limiti N !1 pa velja � limN!1 sin2Nx�Nx2 = Æ(x):Zato lahko v bli�zini vsakega maksimuma zapi�semodI = I0 ad � sin qaqa �2 Æ� d�:V tej limiti so torej maksimumi neskon�
no ozki, 
elotna jakost svetlobe v n-tem vrhu pa jeI(n) = I0 d�2a sin2(n�a=d)n2 :NALOGA 3. Dolo�
i porazdelitev jakosti sipane svetlobe po smereh, �
e svetloba vpada pravokotnona zaslon z okroglo odprtino polmera a.Re�sitev: Vpeljemo valjne koordinate z; r; �, pri �
emer os Z poteka skozi sredino odprtine in jepravokotna na ravnino zaslona. Uklon je o�
itno simetri�
en okoli osi Z, zato ima vektor q samo radialnokomponento qr = q = k�. �Ce merimo kot � od smeri vektorja q in integriramo v ena�
bi (61.1) poravnini odprtine, dobimo:uq = u0 Z a0 Z 2�0 e�iqr 
os �r d� dr = 2�u0 Z a0 J0qrr dr;kjer je J0 Besselova funk
ija ni�
elnega reda. Z uporabo dobro poznanega pravilaZ a0 J0qrr dr = aq J1(aq)dobimo uq = 2�u0aq J1(aq);�Za x 6= 0 je funk
ija na levi strani izraza enaka ni�
, po dobro poznanem pravilu iz teorije Fourierevih vrstpa je limN!1� 1� Z a�a f(x) sin2NxNx2 dx� = f(0):Od tod je razvidno, da so lastnosti te funk
ija kar enake lastnostim funk
ije Æ (glej opombo na strani 72).Polje, v. 1



61 FRAUNHOFERJEV UKLON 161po (61.4) pa dobimo jakost svetlobe, ki se sipa v prostorski kot do:dI = I0 J21 (ak�)��2 do;kjer je I0 
elotna jakost svetlobe, ki pada na odprtino.

Polje, v. 1



Poglavje 8Polje gibajo�
ih se nabojevx62 Zakasnjeni poten
ialiV 5. poglavju smo obravnavali stati�
no polje, ki ga ustvarjajo nepremi�
ni naboji, v 6. poglavjupa spremenljiva polja v odsotnosti nabojev. Sedaj nas bodo zanimala spremenljiva polja vprisotnosti nabojev, ki se gibljejo na poljuben na�
in.Izpeljali bomo ena�
be za poten
iale, ki jih ustvarjajo gibajo�
i se naboji. Izpeljevali bomoz uporabo ena�
b v �stiridimenzionalni obliki, ki je bolj primerna. Ponovili bomo izpeljavo izx46, le da bomo uporabili druga�
en drugi par Maxwellovih ena�
b oblike (30.2):�F ik�xk = �4�
 ji:Ista desna stran se pojavi tudi v (46.8), in �
e si izberemo Lorentzevo umeritev�Ai�xi = 0; torej 1
 ���t +r �A = 0; (62.1)dobimo �2Ai�xk�xk = 4�
 ji: (62.2)Ta ena�
ba dolo�
a poten
iale poljubnega elektromagnetnega polja. V tridimenzionalniobliko jo zapi�semo z dvema ena�
bama, prvo za A in drugo za �:�A� 1
2 �2A�t2 = �4�
 j; (62.3)��� 1
2 �2��t2 = �4��: (62.4)Pri stati�
nih poljih se ti ena�
bi poenostavita v �ze poznani ena�
bi (36.4) in (43.4), pri spre-menljivih poljih brez nabojev pa v homogeni valovni ena�
bi.Kot �ze vemo, lahko re�sitev nehomogenih linearnih ena�
b (62.3) in (62.4) zapi�semo kotvsoto re�sitev teh ena�
b brez desnih strani in partikularnih re�sitev ena�
b z desno stranjo.Partikularno re�sitev dobimo tako, da 
elotni prostor razbijemo na neskon�
no majhna obmo�
jain dolo�
imo polja, ki jih ustvarjajo naboji v vsakem izmed teh majhnih delov prostora. Zaradilinearnosti ena�
b polja bo dejansko polje vsota polj, ki jih proizvajajo naboji v vsakem izmeddel�
kov prostora. 162



62 ZAKASNJENI POTENCIALI 163Naboj de v nekem del�
ku prostora je v splo�snem funk
ija �
asa. �Ce postavimo izhodi�s�
ekoordinatnega sistema v obravnavani del�
ek prostora, potem je gostota naboja enaka � =de(t)Æ(R), kjer je R razdaljo od izhodi�s�
a. Zato moramo re�siti ena�
bo��� 1
2 �2��t2 = �4� de(t)Æ(R): (62.5)Povsod razen v izhodi�s�
u je Æ(R) = 0 in velja ena�
ba��� 1
2 �2��t2 = 0: (62.6)Funk
ija � je o�
itno sredi�s�
no simetri�
na in je odvisna le od spremenljivkeR. �Ce Lapla
eovoperator zapi�semo v krogelnih koordinatah, se ena�
ba (62.6) poenostavi v1R2 ��R �R2 ���R�� 1
2 �2��t2 = 0:To ena�
bo re�simo z nastavkom � = �(R; t)=R. Dobimo ena�
bo za �:�2��R2 � 1
2 �2��t2 = 0:To pa je ena�
ba ravnega valovanja, ki ima re�sitev oblike (glej x47)� = f1�t� R
 �+ f2�t+ R
 � :Ker i�s�
emo le partikularno re�sitev ena�
be, zado�s�
a, da obdr�zimo le eno izmed funk
ij f1in f2. Obi�
ajno je primerno, �
e postavimo f2 = 0 (o tem je ve�
 povedanega v nadaljevanju).Potem je funk
ija � oblike � = � �t� R
 �R (62.7)povsod razen v izhodi�s�
u.Do tu je bila funk
ija � poljubna; sedaj jo moramo dolo�
iti tako, da bomo dobili pravilnovrednost poten
iala v izhodi�s�
u. Z drugimi besedami, funk
ija � mora biti tak�sna, daje v izhodi�s�
u zado�s�
eno ena�
bi (62.5). Opazimo, da poten
ial v izhodi�s�
u nara�s�
a protineskon�
nosti, zato njegovi odvodi po koordinatah nara�s�
ajo hitreje kot odvodi poten
iala po�
asu. Zato lahko v limiti R ! 0 v ena�
bi (62.5) zanemarimo �
len (1=
2)(�2�=�t2) v primer-javi s �
lenom ��. Tedaj postane ena�
ba (62.5) enaka ena�
bi (36.9), iz katere smo dobiliCoulombov zakon. Zato mora v bli�zini izhodi�s�
a ena�
ba (62.7) postati enaka Coulombovemuzakonu, od koder sledi, da je �(t) = de(t), in posledi�
no dobimo� = de �t� R
 �R :Od tod brez te�zav dobimo re�sitev ena�
be (62.4) za poljubno porazdelitev nabojev�(x; y; z; t). Najprej zapi�semo de = �dV ( dV je diferen
ialna prostornina) in integriramopo 
elotnem prostoru. K tej re�sitvi nehomogene ena�
be (62.4) lahko pri�stejemo re�sitev �0 teena�
be brez desne strani. Zato je splo�sna re�sitev oblike�(r; t) = Z 1R��r0; t� R
 � dV 0 + �0; (62.8)Polje, v. 1



164 POLJE GIBAJO�CIH SE NABOJEV 63R = r� r0; dV 0 = dx0 dy0 dz0;kjer sta r = (x; y; z); r0 = (x0; y0; z0);R pa je razdalja od diferen
ialne prostornine dV do to�
ke v polju, v kateri ra�
unamo poten
ial.Ta izraz lahko kraj�se zapi�semo kot� = Z �t�(R=
)R dV + �0; (62.9)kjer spodnji indeks pomeni, da moramo koli�
ino � vzeti ob �
asu t � (R=
), opustili pa smotudi pisanje �
rti
e ob diferen
ialu dV .Podobno velja za vektorski poten
ial:A = 1
 Z jt�(R=
)R dV +A0; (62.10)kjer je A0 re�sitev ena�
be (62.3) brez desne strani.Poten
iala (62.9) in (62.10) (brez �0 in A0) se imenujeta zakasnjena (retardirana) poten-
iala.Koli�
ini A0 in �0 v (62.9) in (62.10) moramo dolo�
iti tako, da so izpolnjeni pogoji zas-tavljene naloge. Zado�s�
a, �
e dolo�
imo za�
etne pogoje, torej �
e dolo�
imo vrednosti polja obza�
etnem �
asu. Pogosto pa tak�snih za�
etnih pogojev niti ne potrebujemo, temve�
 imamopodane robne pogoje dale�
 stran od sistema, ki veljajo ves �
as. Podan je lahko na primerrobni pogoj, da od zunaj na sistem valovanje vpada. Zaradi tega se lahko polje, ki nastaneob interak
iji valovanja s sistemom, od zunanjega polja razlikuje le za valovanje, ki ga sevasistem. To sevanje mora imeti pri velikih razdaljah obliko valovanja, ki se �siri navzven izsistema, torej v smeri nara�s�
ajo�
e spremenljivke R. Natanko ta pogoj pa je izpolnjen, �
euporabljamo zakasnjene poten
iale. Te re�sitve torej predstavljajo polje, ki ga ustvarja sistem,medtem ko �0 in A0 ustrezata zunanjemu polju, ki deluje na sistem.x63 Lienard-Wie
hertov poten
ialDolo�
imo poten
ial polja, ki ga ustvarja naboj, ki se giblje po vnaprej dolo�
eni poti s trajek-torijo r = r0(t).Po formulah za zakasnjene poten
iale je polje v to�
ki opazovanja P (x; y; z) ob �
asu tdolo�
eno z gibanjem naboja ob predhodnem �
asu t0. Ta �
as je tak�sen, da je �
as �sirjenjasvetlobnega signala iz to�
ke r0(t0), kjer se je naboj nahajal, do to�
ke P , kjer ra�
unamo polje,enak t� t0. Naj bo R(t) = r� r0(t) krajevni vektor od naboja e do to�
ke P ; tako kot r0(t)je tudi R(t) vnaprej dolo�
ena funk
ija �
asa. �Cas t0 dolo�
imo z ena�
bot0 + R(t0)
 = t: (63.1)Za vsako vrednost t ima ta ena�
ba natanko eno re�sitev t0. ��To je si
er o�
itno, vendar se lahko tudi neposredno prepri�
amo. To�
ko P in �
as opazovanja t si izberemokot izhodi�s�
e O �
etvernega koordinatnega sistema in konstruiramo svetlobni sto�ze
 (x2) z vrhom v to�
ki O.Spodnja polovi
a sto�z
a, katere notranjost ustreza absolutni preteklosti (glede na dogodek O), je mno�zi
ato�
k, iz katerih lahko potujejo signali v to�
ko O. To�
ke, v katerih hiper-sto�ze
 seka svetovni
o naboja, sore�sitve ena�
be (63.1). Ker pa je hitrost del
a vedno manj�sa od svetlobne hitrosti, je naklon svetovni
e glede na�
asovno os vedno manj�si od naklona svetlobnega sto�z
a. Od tod sledi, da lahko svetovni
a del
a seka spodnjopolovi
o svetlobnega sto�z
a v eni sami to�
ki.Polje, v. 1



63 LIENARD-WIECHERTOV POTENCIAL 165V opazovalnem sistemu, v katerem dele
 ob �
asu t0 miruje, je poten
ial ob �
asu t v to�
ki,kjer polje opazujemo, enak Coulombskemu poten
ialu,� = eR(t0) ; A = 0: (63.2)Izraz za poten
ial v poljubnem opazovalnem sistemu dobimo tako, da poi�s�
emo �
etvere
hitrosti, ki se za v = 0 ujema s pravkar zapisanima poten
ialoma � in A. Zaradi (63.1) lahkopoten
ial � v (63.2) zapi�semo kot � = e
(t� t0) :Od tod dobimo iskani vektor �
etvere
: Ai = e uiRkuk ; (63.3)kjer je uk �
etvere
 hitrosti naboja, Rk pa je �
etvere
 Rk = [
(t� t0); r� r0℄, kjer so koordinatex0; y0; z0; t0 med seboj povezane z (63.1), ki se v �
etverni obliki glasiRkRk = 0: (63.4)Sedaj se vrnimo k uporabi tridimenzionalnega zapisa in zapi�simo poten
ial polja, ki ga proiz-vaja to�
kast naboj, ki se giblje po poljubni poti:� = e�R� v�R
 � ; A = ev
 �R� v�R
 � ; (63.5)kjer je R krajevni vektor, ki ka�ze iz to�
ke, kjer se naboj nahaja, proti to�
ki P , kjer ra�
unamopolje, vse koli�
ine na desni strani ena�
be pa moramo ra�
unati ob �
asu t0, dolo�
enem iz ena�
be(63.1). Poten
ial polja, zapisan v obliki (63.5), se imenuje Lienard-Wie
hertov poten
ial.Jakost elektri�
nega in magnetnega polja dobimo iz ena�
bE = �1
 �A�t �r�; H = r�A;kjer moramo � in A odvajati po koordinatah x; y; z to�
ke P , in po �
asu opazovanja t. Ena�
bi(63.5) izra�zata poten
iala kot funk
iji spremenljivke t0, tako da sta poten
iala preko zveze(63.1) impli
itni funk
iji spremenljivk x; y; z; t. Potrebne odvode dobimo tako, da najprejodvajamo po t0. Izraz R(t0) = 
(t� t0) odvajamo po t in dobimo�R�t = �R�t0 �t0�t = �R � vR �t0�t = 
�1� �t0�t � :(Vrednost odvoda �R=�t0 dobimo tako, da odvajamo identiteto R2 = R2 in vstavimo�R(t0)=�t0 = �v(t0). Predznak minus dobimo zato, ker je R krajevni vektor, ki ka�ze odnaboja e proti to�
ki P in ne nasprotno.)Od tod dobimo �t0�t = 11� v�RR
 : (63.6)�Ce podobno odvajamo isti izraz po koordinatah, dobimort0 = �1
rR(t0) = �1
 ��R�t0rt0 + RR� ; Polje, v. 1



166 POLJE GIBAJO�CIH SE NABOJEV 64tako da je rt0 = � R
 �R� R�v
 � : (63.7)S pomo�
jo teh ena�
b ni te�zko izra�
unati polj E in H. Vmesne korake bomo izpustili innavedli le rezultat:E = e 1� v2
2�R� R�v
 �3 �R� v
 R�+ e
2 �R� R�v
 �3R� h�R� v
 �� _vi ; (63.8)H = 1RR�E: (63.9)Tu je _v = �v=�t0; vse koli�
ine na desni strani ena�
b moramo vzeti ob �
asu t0. Zanimivo je,da je magnetno polje povsod pravokotno na elektri�
no.Elektri�
no polje je sestavljeno iz dveh razli�
nih prispevkov. Prvi �
len je odvisen le odhitrosti del
a (ne pa od njegovega pospe�ska) in se pri velikih razdaljah obna�sa kot 1=R2.Drugi �
len je odvisen od pospe�ska in pri velikih razdalja pada kot 1=R. Pozneje (x66) bomovideli, da je ta �
len povezan z elektromagnetnim valovanjem, ki ga seva pospe�sen dele
.Prvi �
len mora ustrezati polju, ki ga ustvarja dele
, ki se giblje s konstantno hitrostjo, sajv �
lenu ne nastopa pospe�sek del
a. Pri konstantni hitrosti je razlikaRt0 � v
 Rt0 = Rt0 � v(t� t0)kar enaka razdalji Rt od naboja do to�
ke P v trenutku, ko polje \izmerimo". Z neposrednimizra�
unom se lahko hitro prepri�
amo, da velja �seRt0 � 1
Rt0 � v =rR2t � 1
2 (v �Rt)2 = Rtr1� v2
2 sin2 �t;kjer je �t kot med Rt in v. Prvi �
len v (63.8) je torej povsem enak izrazu (38.9).NALOGANALOGA Izpelji Lienard-Wie
hertov poten
ial z integra
ijo ena�
b (62.9) in (62.10).Re�sitev: Ena�
bo (62.8) zapi�semo v obliki�(r; t) = ZZ �(r0; �)jr� r0j Æ�� � t+ 1
 jr� r0j� d� dV 0(in podobno za A(r; t)), pri �
emer smo vpeljali dodatno funk
ijo delta in tako odpravili impli
itneargumente funk
ije �. Za to�
kast naboj, ki se giblje po tiru r = r0(t), imamo�(r0; �) = eÆ[r0 � r0(�)℄:�Ce vstavimo ta izraz in integriramo po dV 0, dobimo�(r; t) = r Z d�jr� r0(�)jÆ �� � t+ 1
 jr� r0(�)j� :Integra
ijo po � izra�
unamo z uporabo pravilaÆ[F (�)℄ = Æ(� � t0)F 0(t0)[kjer je t0 koren ena�
be F (t0) = 0℄, in dobimo izraz (63.5).Polje, v. 1



64 SPEKTRALNI RAZCEP ZAKASNJENIH POTENCIALOV 167x64 Spektralni raz
ep zakasnjenih poten
ialovPolje, ki ga proizvajajo gibajo�
i se naboji, lahko razvijemo po ravnih enobarvnih valovan-jih. Poten
iali razli�
nih monokromatskih komponent polja so oblike �!e�i!t, A!e�i!t. Tudigostoto naboja in gostoto toka naboja sistema del
ev lahko razvijemo v Fourierovo vrsto aliintegral. O�
itno je vsaka Fouriereva komponenta koli�
in � in j odgovorna za nastanek ustrezneenobarvne komponente polja.Fourierove komponente polja, izra�zene s Fourierevimi komponentami gostote naboja intoka, dobimo tako, da v (62.9) namesto � in � vstavimo �!e�i!t in �!e�i!t. Tako dobimo�!e�i!t = Z �! e�i!(t�R
 )R dV:Izpostavimo e�i!t in vstavimo absolutno vrednost valovnega vektorja k = !=
. Sledi�! = Z �! eikRR dV: (64.1)Podobno dobimo za A!: A! = Z j! eikR
R dV: (64.2)Opazimo lahko, da ena�
ba (64.1) predstavlja posplo�sitev re�sitve Poissonove ena�
be za boljsplo�sno ena�
bo oblike ��! + k2�! = �4��! (64.3)(ki jo dobimo iz ena�
b (62.4) za � in �, katerih �
asovna odvisnost je vsebovana v faktorjue�i!t).�Ce imamo opravka z razvojem v Fourierev integral, potem so Fourierove komponentegostote naboja enake �! = Z +1�1 �ei!t dt:To vstavimo v (64.1) in dobimo�! = Z +1�1 Z �Rei(!t+kR) dV dt: (64.4)Sedaj se bomo iz obravnave zveznih porazdelitev gostote naboja preselili k obravnavi to�
kastihnabojev, katerih gibanje nas pravzaprav zanima. �Ce bi imeli en sam naboj, bi zapisali� = eÆ[r� r0(t)℄;kjer je r0(t) krajevni vektor naboja, torej podana funk
ija �
asa. Ta izraz vstavimo v (64.4)in izra�
unamo prostorski integral [pri �
imer je r nadome�s�
en z r0(t)℄. Dobimo�! = eZ +1�1 1R(t)ei![t+R(t)=
℄ dt; (64.5)kjer je R(t) razdalja od gibajo�
ega se naboja do to�
ke, kjer opazujemo polje. Podobno dobimotudi za vektorski poten
ial A! = e
 Z +1�1 v(t)R(t)ei![t+R(t)=
℄ dt; (64.6)Polje, v. 1



168 POLJE GIBAJO�CIH SE NABOJEV 65kjer je v = _r0(t) hitrost del
a.Ena�
bi, analogni ena�
bam (64.5) in (64.6), lahko zapi�semo tudi za primer, kjer je spek-tralni raz
ep gostote naboja in gostote toka naboja sestavljen iz zaporedja diskretnih frekven
.Pri periodi�
nem gibanju to�
kastega naboja [s periodo T = 2�=!℄ spektralni raz
ep vsebuje lefrekven
e oblike m!0, ustrezne komponente vektorskega poten
iala pa soAn = e
T Z T0 v(t)R(t)ein!0[t+R(t)=
℄ dt (64.7)(in podobno za �n). Tako v (64.6) kot v (64.7) so Fourierove komponente de�nirane tako,kot je opisano v x49. NALOGANALOGA Razvij polje naboja, ki se giblje enakomerno nepospe�seno, v ravne valove.Re�sitev: Postopek je podoben tistemu iz x 51. Gostoto naboja zapi�semo v obliki � = eÆ(r� vt),kjer je v hitrost del
a. Izra�
unamo Fourierove komponente ena�
be 2� = �4�eÆ(r � vt) in dobimo(2�)k = �4�ee�i(v�k)t.Po drugi strani velja � = Z eik�r�k d3k(2�)3 ;od koder sledi (2�)k = �k2�k � 1
2 �2�k�t2 :Zato je 1
2 �2�k�t2 + k2�k = 4�ee�i(v�k)t;od tod pa kon�
no dobimo �k = 4�e e�i(v�k)tk2 � �k�v
 �2 :Iz izraza je razvidno, da ima valovanje z valovnim vektorjem k frekven
o ! = k � v. Na podobenna�
in dobimo tudi vektorski poten
ial Ak = 4�e ve�i(v�k)tk2 � �k�v
 �2 :Zapi�simo �se polji: Ek = �ik�k + ik � v
 Ak = 4�ei�k+ (k�v)
2 vk2 � �k�v
 �2 e�i(k�v)t;Hk = ik�Ak = 4�e
 i k� vk2 � �k�v
 �2 e�i(k�v)t:Polje, v. 1



65 LAGRANGEVA FUNKCIJA DO �CLENOV DRUGEGA REDA 169x65 Lagrangeva funk
ija do �
lenov drugega redaV obi�
ajni klasi�
ni mehaniki lahko sistem interagirajo�
ih del
ev opi�semo z Lagrangevofunk
ijo, ki je odvisna samo od koordinat in hitrosti del
ev (vzetih ob enem in istem �
asu).To je dopustno, �
e privzamemo, da je hitrost �sirjenja interak
ij neskon�
na, kar je osnovnapodmena klasi�
ne mehanike.Ugotovili smo �ze, da moramo zaradi kon�
ne hitrosti �sirjenja polje obravnavati kot neod-visen sistem z lastnimi \prostostnimi stopnjami". Od tod je razvidno, da moramo pri opisusistema interagirajo�
ih del
ev (nabojev), obravnavati sistem, ki je sestavljen iz del
ev samihin iz polja. To pomeni, da kadar upo�stevamo kon�
no hitrost �sirjenja interak
ij, sistema in-teragirajo�
ih del
ev ne moremo povsem dobro opisati z Lagrangevo funk
ijo, ki je odvisna leod koordinat in hitrosti del
ev, in ki ne vsebuje nobenih koli�
in, ki so povezane z notranjimi\prostostnimi stopnjami" polja.�Ce pa je hitrost vseh del
ev v majhna v primerjavi s svetlobno hitrostjo, potem lahkosistem pribli�zno opi�semo z Lagrangevo funk
ijo. Izka�ze se, da lahko vpeljemo Lagrangevofunk
ijo, ki opisuje sistem ne le tedaj, ko zanemarimo vse �
lene s faktorji v=
 (klasi�
na La-grangeva funk
ija), temve�
 ko ta vsebuje �
lene do drugega reda, v2=
2. To je povezano stem, da se izsevano elektromagnetno valovanje zaradi gibajo�
ih se nabojev (in posledi�
notudi \lastno" polje) pojavi �sele v tretjem pribli�zku po v=
 (glej x67). �Uvodoma naj spomnimo, da je v ni�
elnem pribli�zku, torej ko povsem zanemarimo retar-da
ijo poten
ialov, Lagrangeva funk
ija sistema enakaL(0) =Xa 12mav2a �Xa>b eaebRab (65.1)(se�stevamo po vseh nabojih v sistemu). Drugi �
len je poten
ialna energija interak
ije, ki jetak�sna, kot �
e bi naboji mirovali.Vi�sje pribli�zke bomo dobili po naslednjem postopku. Lagrangeva funk
ija za naboj ea vzunanjem polju je La = �ma
2r1� v2a
2 � ea�+ ea
 A � va: (65.2)Izberemo si torej enega izmed nabojev v sistemu in dolo�
imo poten
iala � in A polja, ki gaustvarjajo vsi ostali naboji na mestu izbranega naboja, ter ga izrazimo s koordinatami inhitrostmi nabojev, ki polje ustvarjajo (to lahko storimo le pribli�zno, in si
er do �
lenov redav2=
2 za � in do �
lenov reda v=
 za A). Tak�sna izraza za poten
iala vstavimo v (65.2). Takobomo dobili Lagrangevo funk
ijo za enega izmed nabojev v sistemu (pri danem gibanju ostalihnabojev). Iz te Lagrangeve funk
ije bomo nato zlahka dobili Lagrangevo funk
ijo 
elotnegasistema.Za�
nemo z izrazoma za retardirana poten
iala� = Z �t�R=
R dV; A = 1
 Z jt�R=
R dV:�Ce so hitrosti vseh nabojev majhne v primerjavi s svetlobno, potem se porazdelitev nabojevne spremeni ob�
utno v �
asu R=
. Zato lahko razvijemo �t�R=
 in jt�R=
 v vrsto po poten
ah�Pri sistemih del
ev, ki imajo enako razmerje med nabojem in maso, se sevanje pojavi �sele v petem pribli�zkupo v=
; v tem primeru obstaja Lagrangeva funk
ija do �
etrtega reda po v=
. [Glej B.M.Barker in R. F.O'Connel, Can. J. Phys. 58, 1659 (1980).℄ Polje, v. 1



170 POLJE GIBAJO�CIH SE NABOJEV 65R=
. Skalarni poten
ial je do �
lenov drugega reda enak� = Z �dVR � 1
 ��t Z �dV + 12
2 �2�t2 Z R�dV(� brez dodatnega indeksa je vrednost koli�
ine � ob �
asu t; �
asovne odvode smo smeli iz-postaviti pred integralski znak). Ker je R �dV konstantni 
elotni naboj sistema, je drugi �
lenv razvoju enak ni�
 in velja � = Z �dVR + 12
2 �2�t2 Z R�dV: (65.3)Podobno bi lahko storili z A, vendar ena�
ba za vektorski poten
ial, izra�zen z gostoto toka,�ze vsebuje 1=
, in ko ga vstavimo v Lagrangevo funk
ije je pomno�zen �se z dodatnim faktorjem1=
. Ker nam zadostuje Lagrangeva funk
ija do �
lenov drugega reda, se lahko ustavimo priprvem �
lenu v razvoju poten
iala A, torejA = 1
 Z �vR dV (65.4)(tok j smo tu nadomestili z �v).Najprej predpostavimo, da obstaja en sam to�
kast naboj e. V tem primeru dobimo izena�
b (65.3) in (65.4) � = eR + e2
2 �2R�t2 ; A = ev
R; (65.5)kjer je R razdalja od naboja.Namesto � in A si izberimo druga�
na poten
iala �0 in A0, ki ju dobimo s transforma
ijo(glej x 18): �0 = �� 1
 �f�t ; A0 = A+rf;kjer si za f izberemo funk
ijo f = e2
 �R�t :Tako dobimo � �0 = eR; A0 = ev
R + e2
r�R�t :Pri izra�
unu poten
iala A0 najprej upo�stevamo r(�R=�t) = (�=�t)rR. Gradient pomeniodvajanje po koordinatah to�
ke v polje, kjer ra�
unamo vrednost A0. Zato je rR enotskivektor n, ki ka�ze v smeri od naboja e proti to�
ki, kjer dolo�
amo polje, in slediA0 = ev
R + e2
 _n:Zapi�semo lahko _n = ��t �RR� = _RR � R _RR2 :Odvod � _R pri �ksni to�
ki v polju je kar enak hitrosti naboja v, odvod _R pa dobimo, �
eodvajamo R2 = R2, torej iz R _R = R � _R = �R � v:�Poten
iala nista ve�
 umerjena z Lorentzevo umeritvijo (62.1), niti nista re�sitvi ena�
b (62.3) in (62.4).Polje, v. 1



65 LAGRANGEVA FUNKCIJA DO �CLENOV DRUGEGA REDA 171Dobimo _n = �v+ n(n � v)R :�Ce to vstavimo v izraz za A0, kon�
no dobimo�0 = eR; A0 = e[v + (v � n)n℄2
R : (65.6)�Ce imamo ve�
 nabojev, moramo o�
itno se�steti tak�sna izraza po vseh nabojih v sistemu.Ta izraza vstavimo v (65.2) in dobimo Lagrangevo funk
ijo La za naboj ea (pri vnaprejdolo�
enem gibanju vseh ostalih del
ev). Pri tem moramo �se razviti prvi �
len v (65.2) popoten
ah va=
 in obdr�zati �
lene do drugega reda. Tako dobimo:La = mav2a2 + 18mav4a
2 � eaXb 0 ebRab + ea2
2Xb 0 ebRab [va � vb + (va � nab)(vb � nab)℄(se�stevamo po vseh nabojih z izjemo ea; nab je enotski vektor v smeri od eb proti ea).Od tod ni ve�
 te�zko dobiti Lagrangevo funk
ijo za 
eloten sistem. Hitro se lahkoprepri�
amo, da ta funk
ija ni vsota funk
ij La za vse naboje, temve�
 da se glasiL =Xa mav2a2 +Xa mav4a8
2 �Xa>b eaebRab +Xa>b eaeb2
2Rab [va � vb + (va � nab)(vb � nab)℄: (65.7)Za vsak naboj (pri danem gibanju vseh ostalih) funk
ija L preide v zgoraj podano funk
ijoLa. Izraz (65.7) je Lagrangeva funk
ija sistema nabojev, ki je pravilna do �
lenov drugegareda. (Prvi jo je izpeljal C. G. Darwin leta 1922.)Poi�s�
imo �se Hamiltonovo funk
ijo sistema nabojev v okviru istega pribli�zka. To bi lahkodosegli z uporabno splo�snega pravila za ra�
unanjeH iz L, vendar obstaja tudi la�zja pot. Drugiin �
etrti �
len v (65.7) sta majhna popravka k L(0) (65.1). Po drugi strani vemo iz mehanike,da za majhne popravke k L in H velja, da so enaki po velikosti, a nasprotnih predznakov(pri tem varia
ijo L jemljemo pri konstantnih koordinatah in hitrostih, popravek k H pa prikonstantnih koordinatah in gibalnih koli�
inah). �Zato lahko H zapi�semo tako, da odH(0) =Xa p2a2ma +Xa>b eaebRabod�stejemo drugi in �
etrti �
len ena�
be (65.7), hitrosti pa nadomestimo z gibalnimi koli�
inamis prvim pribli�zkom va = pa=ma. Zato jeH =Xa p2a2ma �Xa p4a8
2m3a +Xa>b eaebRab �Xa>b eaeb2
2mambRab [pa �pb+(pa �nab)(pb �nab)℄: (65.8)
NALOGE�Glej Mehanika, x50. Polje, v. 1



172 POLJE GIBAJO�CIH SE NABOJEV 65NALOGA 1. Izra�
unaj (do �
lenov drugega reda natan�
no) te�zi�s�
e sistema interagirajo�
ih del
ev.Re�sitev: Nalogo najla�ze re�simo z uporabo ena�
beR = Pa Eara + R W r dVPa Ea + R W dV[glej (14.6)℄, kjer je Ea kineti�
na energija del
a (vklju�
no z njegovo mirovno energijo), W pa je gostotaenergije polja, ki ga ustvarjajo del
i. Ker Ea vsebujejo velike koli�
ine ma
2, v naslednjem pribli�zkuzado�s�
a, da v Ea in W obdr�zimo le tiste �
lene, ki ne vsebujejo 
. To pomeni, da v obzir vzamemo lenerelativisti�
no kineti�
no energijo del
ev in energijo elektrostati�
nega polja. Tako dobimoZ W r dV = 18� Z E2r dV= 18� Z (r�)2r dV= 18� Z � df � r�22 � r� 18� Z r�22 dV � 18� Z ��� r dV ;integral po neskon�
no oddaljeni ploskvi odpade; tudi drugi integral lahko prevedemo na ploskovniintegral in ga tako odpravimo. V tretji integral vstavimo �� = �4�� in dobimoZ W r dV = 12 Z ��r dV = 12Xa ea�ara;kjer je �a poten
ial, ki ga v to�
ki ra ustvarijo vsi naboji razen ea. �Kon�
no dobimo R = 1EX ra ma
2 + pa22ma + ea2Xb 0 ebRab!(se�stevamo po vseh b razen b = a), kjer jeE =Xa  ma
2 + pa22ma +Xa>b eaebRab !
elotna energija sistema. V izbranem pribli�zku lahko torej koordinate te�zi�s�
a izrazimo s koli�
inami, kise nana�sajo izklju�
no na del
e.NALOGA 2. Zapi�si Hamiltonovo funk
ijo v drugem pribli�zku za sistem dveh del
ev. Iz nalogeodpravi gibanje sistema kot 
elote.Re�sitev: Izberemo si opazovalni sistem, v katerem je 
elotna gibalna koli�
ina obeh del
ev enakani�
. Gibalni koli�
ini zapi�semo z odvodi ak
ije in dobimop1 + p2 = �S�r1 + �S�r2 = 0:Od tod je razvidno, da je v izbranem sistemu ak
ija funk
ija spremenljivke r = r1�r2, razlike krajevnihvektorjev obeh del
ev. Zato imamo p2 = �p1 = p, kjer je p = �S=�r gibalna koli�
ina relativnegagibanja del
ev. Hamiltonova funk
ija se glasiH = 12 � 1m1 + 1m2� p2 � 18
2 � 1m13 + 1m23� p4 + e1e2r + e1e22m1m2
2r [p2 + (p � n)2℄:�S tem, ko odpravimo lastna polja del
ev, dose�zemo \renormaliza
ijo" mas, ki smo jo opisali v opombi nastrani 94.Polje, v. 1



Poglavje 9Sevanje elektromagnetnegavalovanjax66 Polje sistema nabojev pri veliki oddaljenosti od sistemaZanima nas, kak�sno je polje, ki ga proizvaja sistem gibajo�
ih se nabojev, pri oddaljenosti, kije velika v primerjavi z velikostjo sistema.Naj izhodi�s�
e koordinatnega sistema O le�zi nekje v notranjosti sistema nabojev. Z R0ozna�
imo krajevni vektor od to�
ke O do to�
ke P , v kateri ra�
unamo polje, enotski vektor vtej smeri pa naj bo n. Krajevni vektor do diferen
ialnega naboja de = �dV ozna�
imo z r,krajevni vektor od de do to�
ke P pa z R. O�
itno velja R = R0 � r.Pri veliki oddaljenosti od sistema nabojev je R0 � r, tako da pribli�zno veljaR = jR0 � rj � R0 � r � n:To vstavimo v ena�
bi (62.9) in (62.10) za retardirana poten
iala. V imenoval
u integrandovlahko r �n zanemarimo v primerjavi z R0. V t� (R=
) pa tega v splo�snem ne smemo storiti; otem ne odlo�
a razmerje med vrednostma R0=
 in r � (n=
), temve�
 to, za koliko se koli�
ini � inj spremenita v �
asu r � (n=
). Ker je R0 konstanta pri integriranju, jo lahko izpostavimo predintegralski znak. Za poten
iala polja pri veliki oddaljenosti od sistema nabojev torej dobimo� = 1R0 Z �t�R0
 +r�n
 dV; (66.1)A = 1
R0 Z jt�R0
 +r�n
 dV: (66.2)Pri veliki oddaljenosti od sistema nabojev lahko polje na zadosti majhnih obmo�
jih pros-tora obravnavamo kot ravno valovanje. Za to ni potrebno le to, da je oddaljenost velika vprimerjavi z velikostjo sistema, temve�
 mora ta biti tudi ve�
ja od valovne dol�zine elektromag-netnih valovanj, ki jih seva sistem. Tisti del prostora, kjer sta pogoja izpolnjena, imenujemovalovno obmo�
je (angl. wave zone).Pri ravnem valovanju sta polji E in H med seboj povezani z (47.4), E = H � n. Kerje H = r � A, bo polje v valovnem obmo�
ju povsem dolo�
eno, �
e izra�
unamo vektorskipoten
ial. V ravnem valovanju je H = (1=
) _A � n [glej (47.3)℄, kjer pika ozna�
uje odvod po173



174 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 66�
asu. � �Ce torej poznamo A, dobimo H in E iz ena�
b yH = 1
 _A� n; E = 1
 ( _A� n)� n: (66.3)Vidimo, da je polje pri veliki oddaljenosti od sistema obratno sorazmerno s prvo poten
orazdalje R0 od sistema. Opazimo �se, da �
as t v izrazih od (66.1) do (66.3) vedno nastopa vobliki izraza t� (R0=
).Za sevanje enega samega to�
kastega naboja, ki se giblje po poljubni poti, se izpla�
a upora-biti Lienard-Wie
hertov poten
ial. Pri veliki oddaljenosti lahko krajevni vektor R v ena�
bi(63.5) nadomestimo s konstantnim vektorjem R0, v pogoju (63.1), ki dolo�
a t0, pa uporabimoR = R0 � r0 � n (pri tem je r0(t) krajevni vektor naboja). Sledi zA = ev(t0)
R0 �1� n�v(t0)
 � ; (66.4)�
as t0 pa je dolo�
en z t0 � r0(t)
 � n = t� R0
 : (66.5)Izsevano elektromagnetno valovanje odna�sa energijo. Pretok energije je podan s Poyntin-govim vektorjem, ki ga lahko za ravno valovanje zapi�semo v oblikiS = 
H24� n:Jakost sevanja dI v diferen
ialni prostorski kot do je de�nirana kot koli�
ina energije, ki naenoto �
asa preide skozi diferen
ialno ploskvi
o df = R20 do na krogelni ploskvi polmera R0s sredi�s�
em v izhodi�s�
u. Ta koli�
ina mora biti enaka pretoku energije S pomno�zenem z df ,torej dI = 
H24� R20 do: (66.6)Ker je polje H obratno sorazmerno z R0, je koli�
ina energije, ki jo seva sistema na enoto �
asav diferen
ialni prostorski kot do, enaka pri vseh oddaljenostih (�
e so vrednosti t� (R0=
) zavse razdalje enake). To je natanko tako, kot mora biti, ker se izsevana energija oddaljuje shitrostjo 
 v okoli�ski prostor, in se nikjer ne nabira niti izginja.Izpeljimo ena�
bo za spektralni raz
ep polja izsevanega valovanja. Te ena�
be lahko dobimoneposredno iz tistih, ki smo jih izpeljali v x64. V (64.2) vstavimo R = R0 � r � n (v imen-oval
u integranda lahko postavimo R = R0) in dobimo Fourierove komponente vektorskegapoten
iala: A! = eikR0
R0 Z j!e�ik�r dV (66.7)�V tem primeru lahko ena�
bo preprosto preverimo z neposrednim izra�
unom rotorja izraza (66.2), pri �
emermoramo �
lene reda 1=R20 zanemariti v primerjavi s �
leni reda 1=R0.yEna�
ba E = �1=
 _A [glej (47.3)℄ tu ne velja za poten
iala � in A, saj ta ne izpolnjujeta dodatnega pogoja,ki smo ga zanju zahtevali v x47.zTa pribli�zek ustreza temu, da v ena�
bi (63.8) za elektri�
no polje zanemarimo prvi �
len v primerjavi zdrugim.Polje, v. 1



66 POLJE SISTEMA NABOJEV PRI VELIKI ODDALJENOSTI OD SISTEMA 175(kjer je k = kn). Komponente H! in E! so dolo�
ene z ena�
bo (66.3). Vanjo namesto H, Ein A vstavimo H!e�i!t, E!e�i!t in A!e�i!t, nato pa delimo z e�i!t. Tako dobimoH! = ik�A!; E! = i
! (k�A!)� k: (66.8)Ko govorimo o spektralni gostoti jakosti sevanja, moramo lo�
iti med razvojem v Fourierovovrsto in razvojem v Fourierev integral. Razvoj v Fourierev integral uporabimo v primerusevanja ob trku nabitih del
ev. V tem primeru je koli�
ina, ki bi jo radi dolo�
ili, 
elotnaenergija, ki je bila izsevana ob trku (in ki sta jo naboja torej izgubila). Naj bo dEn! energija,izsevana v diferen
ialni prostorski kot do v obliki valovanj s frekven
ami v intervalu d!.Ena�
ba (49.8) nam pove, da dobimo dele�z 
elotnega sevanja na frekven�
nem obmo�
ju �sirined!=2� iz obi�
ajne ena�
be za jakost, �
e kvadrat polja nadomestimo z kvadratom amplitude(modula) ustrezne Fourierove komponente in pomno�zimo z dva. Namesto (66.6) dobimo torejdEn! = 
2� jH!j2R20 do d!2� : (66.9)�Ce se naboji gibljejo periodi�
no, potem moramo sevanje razviti v Fourierovo vrsto. Posplo�sni ena�
bi (49.4) dobimo jakosti razli�
nih komponent Fourierevega raz
epa iz obi�
ajneena�
be za jakost, �
e nadomestimo polje s Fourierevimi komponentami in pomno�zimo z dva.Zato je jakost sevanja v diferen
ialni prostorski kot do s frekven
o ! = n!0 enakadIn = 
2� jHnj2R20 do: (66.10)Kon�
no zapi�simo �se ena�
be, ki dolo�
ajo Fourierove komponente polja izsevanega valovanjaiz poznanih trajektorij nabojev, ki sevajo. Pri razvoju v Fourierev integral imamoj! = Z 1�1 jei!t dt:To vstavimo v (66.7), namesto zvezne porazdelitve toka pa v ena�
bi upo�stevamo gibanjeenega naboja po trajektoriji r0 = r0(t) (glej x64). DobimoA! = eikR0
R0 Z +1�1 ev(t)ei[!t�k�r0(t)℄ dt: (66.11)Ker je v = dr0=dt, velja v dt = dr0, zato lahko zgornjo ena�
bo zapi�semo v obliki integralapo poti vzdol�z trajektorije naboja:A! = eeikR0
R0 Z ei(!t�k�r0) dr0: (66.12)Fourierove komponente magnetnega polja zapi�semo z uporabo ena�
be (66.8):H! = ei!eikR0
2R0 Z ei(!t�k�r0)n� dr0: (66.13)�Ce se naboji gibljejo periodi�
no po sklenjenih orbitah, moramo polje razviti v Fourierovovrsto. Komponente dobimo tako, da integra
ijo po �
asu v ena�
bah (66.11)-(66.13) nadomes-timo s povpre�
jem po periodi gibanja T (glej x 49). Fourierove komponente magnetnega poljaPolje, v. 1



176 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 66s frekven
o ! = n!0 = n(2�=T ) soHn = e2�ineikR0
2T 2R0 Z T0 ei[n!0t�k�r0(t)℄n� v(t) dt= e2�ineikR0
2T 2R0 I ei(n!0t�k�r0)n� dr0: (66.14)V drugem integralu moramo integrirati po sklenjeni orbiti del
a.NALOGENALOGA 1. Poi�s�
i �stiridimenzionalni zapis izraza za spektralni raz
ep �
etver
a gibalne koli�
ine,ki ga izseva naboj, ki se giblje po dani trajektoriji.Re�sitev: Ena�
bo (66.8) vstavimo v (66.9) in upo�stevamo, da zaradi pogoja (62.1) velja k�! =k �A! . Dobimo dEn! = 
2� (k2jA! j2 � jk �A!j2)R20 do d!2�= 
k22� (jA! j2 � j�! j2)R20 do d!2� = �
k22� Ai!Ai�!R20 do d!2� :�Cetvere
 poten
iala Ai! zapi�semo k obliki, podobni (66.12):dEn! = �k2e24�2 �i�i� do dk;kjer �i ozna�
uje �
etvere
 �i = Z exp(�iklxl) dxiintegrirati pa moramo vzdol�z svetovni
e del
a. Kon�
no se preselimo v �stiridimenzionalni zapis[vklju�
no s �
etverno \diferen
ialno prostornino" v prostoru k, kot v ena�
bi (10.2)℄, in dobimo izraz zaizsevan �
etvere
 gibalne koli�
ine: dP i = e2ki2�2
�j�j�Æ(kmkm)d4k:NALOGA 2. Poi�s�
i �stiridimenzionalni zapis spektralnega raz
epa �
etver
a gibalne koli�
ine, ki gaizseva naboj, ki se giblje po danem tiru.Re�sitev: V ena�
bo (66.9) vstavimo (66.8) in upo�stevamo, da zaradi pogoja (62.1) velja k�! =k �A! . Dobimo dEn! = 
2� (k2jA! j2 � jk �A!j2)R20 do d!2�= 
k22� (jA! j2 � j�! j2)R20 do d!2� = �
k22� Ai!Ai�!R20 do d!2� :�Ce �
etverni poten
ial Ai! zapi�semo v obliki, podobni tisti iz ena�
be (66.12), dobimodEn! = �k2e24�2 �i�i� do dk;kjer je �i enak �i = Z exp(�iklkl) dxiPolje, v. 1



67 SEVANJE DIPOLA 177integriramo pa po svetovni
i del
a. Na kon
u se preselimo v �stiridimenzionalni zapis [vklju�
imo�stiridimenzionalni diferen
ial prostornini v prostoru k, kot v (10.2)℄ in dobimo izsevani �
etvere
 gibalnekoli�
ine: dP i = e2ki2�2
�i�i�Æ(kmkm)d4k:x67 Sevanje dipola�Cas r�(n=
) v integrandu izrazov (66.1) in (66.2) za retardirana poten
iala lahko zanemarimo,�
e se porazdelitev nabojev v tem �
asu ne spremeni veliko. Hitro lahko dolo�
imo pogoje, da bota zahteva izpolnjena. Naj T ozna�
uje velikostni red �
asa, v katerem se porazdelitev nabojevv sistemu ob�
utno spremeni. Sevanje sistema bo seveda vsebovalo tudi valovanje s periodoreda T (torej s frekven
o reda 1=T ). Z a ozna�
imo velikostni red razse�znosti sistema. Tedajbo �
as r�(n=
) pribli�zno enak a=
. Porazdelitev naboja v sistemu se ne bo ob�
utno spremenilav tem �
asu, �
e velja a=
� T . Koli�
ina 
T pa je ravno valovna dol�zina sevanja �. Zato lahkopogoj a� 
T zapi�semo kot a� �; (67.1)kar pomeni, da mora biti sistem majhen v primerjavi z valovno dol�zino izsevane svetlobe.Pogoj (67.1) lahko dobimo tudi iz (66.7). Koli�
ina r v integrandu zavzame vrednostina obmo�
ju velikostnega reda razse�znosti sistema, saj je izven sistema j enak ni�
. Zato jeeksponent ik � r majhen in ga lahko zanemarimo za valovanja, pri katerih je ka � 1, kar jeenakovredno ena�
bi (67.1).Pogoj lahko zapi�semo �se v eni obliki, �
e upo�stevamo, da je T � a=v, in je zato � � 
a=v,kjer je v velikostni red hitrosti nabojev. Iz a� � nato dobimov � 
; (67.2)kar pomeni, da morajo biti hitrosti nabojev majhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo.Privzeli bomo, da je ta pogoj izpolnjen, in si ogledali sevanje pri oddaljenostih od se-vajo�
ega sistema, ki so velike v primerjavi z valovno dol�zino (in vsekakor velike v primer-javi z razse�znostjo sistema). Kot smo poudarili v x 66, lahko pri tak�sni oddaljenosti poljeobravnavamo kot ravno valovanje, zato bo polje povsem dolo�
eno, �
e izra�
unamo vektorskipoten
ial.Vektorski poten
ial (66.2) zapi�semo kotA = 1
R0 Z jt0 dV; (67.3)kjer �
as t0 = t � (R0=
) ni ve�
 odvisen od integra
ijskih spremenljivk. Vstavimo j = �v inena�
bo zapi�semo v obliki A = 1
R0 (X ev)(se�stevamo po vseh nabojih v sistemu; zaradi kraj�sega zapisa izpu�s�
amo indeks t0 { vse koli�
inena desni strani ena�
be se nana�sajo na �
as t0). VeljaX ev = ddtX er = _d; Polje, v. 1



178 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 67kjer je d dipolni moment sistema. Zato jeA = 1
R0 _d: (67.4)Magnetno polje dobimo s pomo�
jo ena�
be (66.3):H = 1
2R0 �d� n; (67.5)elektri�
no polje pa je enako E = 1
2R0 (�d� n)� n: (67.6)Ugotovimo, da je v tem pribli�zku sevanje dolo�
eno z drugim odvodom dipolnega momentasistema. Tovrstno sevanje imenujemo sevanje dipola (angl. dipole radiation).Ker je d =P er, je �d =P e _v. Naboji lahko torej sevajo le, �
e so pospe�seni. Naboji, ki segibljejo enakomerno premo�
rtno, ne sevajo. To sledi tudi neposredno iz na�
ela relativnosti,ker lahko enakomerno premo�
rtno gibajo�
i se dele
 opi�semo tudi v iner
ialnem sistemu, vkaterem dele
 miruje, mirujo�
i dele
 pa ne seva.�Ce vstavimo (67.5) v (66.6), dobimo jakost sevanja dipola:dI = 14�
3 (�d� n)2 do = �d24�
3 sin2 � do; (67.7)kjer je � kot med �d in n. To je koli�
ina energije, ki jo sistem izseva na enoto �
asa v diferen
ialniprostorski kot do. Opozorimo naj, da je kotna porazdelitev sevanja podana s faktorjem sin2 �.�Ce vstavimo do = 2� sin � d� in integriramo po � od 0 do �, dobimo 
elotno sevanje:I = 23
3 �d2: (67.8)�Ce se v zunanjem polju giblje en sam naboj, je d = er in �d = ew, kjer je w pospe�seknaboja. Celotno sevanje naboja, ki se giblje, jeI = 2e2w23
3 : (67.9)Opozorimo naj, da izoliran sistem del
ev, ki imajo vsi isto razmerje med nabojem in maso,ne more sevati kot dipol. Dipolni moment tak�snega sistema je namre�
d =X er =X emmr = konstXmr;kjer je konst razmerje med nabojem in maso, ki je enako za vse del
e. VsotaPmr pa je enakaRPm, kjer je R krajevni vektor te�zi�s�
a sistema (spomniti se moramo, da so vse hitrostimajhne, v � v, zato velja nerelativisti�
na mehanika). Zato je �d sorazmeren s pospe�skomte�zi�s�
a, ki pa je enak ni�
, ker se te�zi�s�
e giblje premo�
rtno nepospe�seno.Zapi�simo �se ena�
bo za spektralni raz
ep jakosti sevanja dipola. V primeru sevanja obtrku vpeljemo koli�
ino dE!, energijo izsevano ob trku v obliki valovanj s frekven
o v intervalud!=2� (glej x 66). Dobimo jo, �
e vektor �d v (67.8) nadomestimo s Fourierovo komponento�d! in pomno�zimo z dva: dE! = 43
3 (�d!)2 d!2� :Polje, v. 1



67 SEVANJE DIPOLA 179Izraz lahko poenostavimo. Velja namre�
�d!e�i!t = d2dt2 (d!e�i!t) = �!2d!e�i!t;od koder sledi �d! = �!2d!. Tako dobimodE! = 4!43
3 jd!j2 d!2� : (67.10)V primeru, ko se del
i gibljejo periodi�
no, po podobni poti dobimo jakost sevanja sfrekven
o ! = n!0: In = 4!40n43
3 jdnj2: (67.11)NALOGENALOGA 1. Kako seva dipol d, ki se vrti v ravnini s konstantno kotno hitrostjo 
. �Re�sitev: Ravnina vrtenja naj bo ravnina XY . Veljadx = d0 
os
t; dy = d0 sin
t:Ker sta ti funk
iji monokromatski, je tudi sevanje monokromatsko s frekven
o ! = 
. Z uporaboena�
be (67.7) dobimo kotno porazdelitev sevanja (povpre�
eno po periodi vrtenja):dI = d20
48�
3 (1 + 
os2 �) do;kjer je � kot med smerjo sevanja n in osjo Z. Celotno sevanje jedI = 2d20
43
3 :Sevanje je polarizirano v smeri vektorja �d�n = !2n�d. �Ce ta vektor raz
epimo na komponento vravnini n; Z in pravokotno nanjo, ugotovimo, da je sevanje elipti�
no polarizirano, razmerje med osemaelipse je enako nz = 
os �; posebni primer je sevanje v smeri osi Z, ki je kro�zno polarizirano.NALOGA 2. Dolo�
i kotno porazdelitev sevanja sistema nabojev, ki se kot 
elota giblje s hitrostjov, �
e poznamo porazdelitev sevanja v opazovalne sistemu, v katerem naboji kot 
elota mirujejo.Re�sitev: Naj bo dI 0 = f(
os �0; �0) do0; do0 = d 
os � d�0jakost sevanja v opazovalnem sistemu K 0, ki se giblje skupaj s sistemom nabojev (�0 in �0 sta polarnikoordinati; polarna os naj le�zi v smeri gibanja sistema). Energija dE , ki je izsevana v �
asu dt vnepremi�
nem (laboratorijskem) opazovalnem sistemu K je povezana z energijo dE 0, ki je izsevana vsistemu K 0, s pretvorbenim pravilomdE 0 = dE �V � dPq1� V 2
2 = dE 1� V
 
os �q1� V 2
2�Sevanje rotatorja ali simetri�
ne vrtavke, ki ima dipolni moment, je te vrste. V prvem primeru je d 
elotnidipolni moment rotatorja; v drugem primeru je d projek
ija dipolnega momenta vrtavke na ravnino, ki jepravokotna na pre
esijsko os vrtavke (i.e. torej na smer 
elotne vrtilne koli�
ine). Polje, v. 1



180 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 68(gibalna koli�
ina sevanja, ki potuje v dani smeri, je povezana z energijo po ena�
bi j dPj = dE=
).Polarna kota � in �0 smeri sevanja v sistemih K in K 0 sta med seboj povezana z ena�
bama (5.6),azimutna kota � in �0 pa sta enaka. Kon�
no moramo upo�stevati �se, da �
asovni interval dt0 v sistemuK 0 ustreza intervalu dt = dt0q1� V 2
2v sistemu K.Tako dobimo jakost v sistemu K, dI = (dE= dt) do:dI = �1� V 2
2 �2�1� V
 
os ��3 f  
os � � V
1� V
 
os � ; �! do:Za dipol, ki se giblje v smeri lastne osi, je f = konst � sin2 �0 in z uporabo zgornje ena�
be dobimodI = konst � �1� V 2
2 �3 sin2 ��1� V
 
os ��5 do:x68 Dipolno sevanje ob trkuKo obravnavamo sevanje, ki nastane ob trkih, nas obi�
ajno ne zanima sevanje, ki nastane obtrku dveh del
ev, ki se gibljeta po dolo�
enih trajektorijah. Bolj zanimivo je sipanje 
elotnegasnopa del
ev, ki se gibljejo vzporedno, ra�
unamo pa 
elotno sevanje na enoto gostote tokadel
ev.�Ce je gostota toka enaka ena, torej �
e na enoto �
asa preide skozi enoto �
elnega presekasnopa natanko en dele
, tedaj je �stevilo del
ev s \parametrom trka" med � in �+ d� enako2��d� (to je plo�s�
ina obro�
a, ki ga omejujeta kroga s polmeroma � in �+��). Iskano 
elotnosevanje dobimo, �
e pomno�zimo energijo �E , ki jo izseva en dele
 (pri danem parametru trka)z 2��d�, in integriramo po � od 0 do 1. Tako dobljena koli�
ina ima dimenzijo energije,pomno�zene s plo�s�
ino. Imenujemo jo efektivno sevanje (po analogiji z efektivnim presekompri sipanju), ozna�
imo pa jo z {: �{ = Z 10 �E � 2��d�: (68.1)Na podoben na�
in lahko dolo�
imo efektivno sevanje v dan diferen
ialni prostorski kot do, nadanem frekven�
nem intervalu d!, ipd. yIzpeljali bomo splo�sno ena�
bo za kotno porazdelitev sevanja pri sipanju snopa del
ev nasredi�s�
no simetri�
nem polju, �
e privzamemo, da je sipanje povsem dipolno.Jakost sevanja (ob nekem �
asu) za vsakega izmed del
ev v obravnavanem snopu je podanaz ena�
bo (67.7), v kateri moramo za d vzeti dipolni moment del
a glede na sipale
. z Najprej�Razmerje med { in energijo sistem, ki seva, se imenuje sipalni presek za izgubo energije z sevanjem.y �Ce je izraz, ki ga moramo integrirati, odvisen od kota projek
ije dipolnega momenta del
a na ravnino, kile�zi pre�
no na snop, potem moramo najprej izra�
unati povpre�
je po vseh smereh v tej ravnini, �sele potem papomno�zimo z 2�� d� in integriramo.zV resni
i moramo obi�
ajno vzeti dipolni moment dveh del
ev { sipanega del
a in sipal
a { glede na njunoskupno te�zi�s�
e.Polje, v. 1



68 DIPOLNO SEVANJE OB TRKU 181izra�
unamo povpre�
je tega izraz po vseh smereh vektorja �d v ravnini, pravokotni na smersnopa. Velja (�d�n)2 = �d2� (n � �d)2, od koder je razvidno, da ra�
unanje povpre�
ja prizadenele (n � �d)2. Ker je sipalno polje sredi�s�
no simetri�
no, vpadni snop pa je vzporeden, ima sipalnipro
es (in s tem tudi sevanje) osno simetrijo glede na os, ki poteka skozi sipale
. Ta os najbo os X. Iz simetrije je razvidno, da se prvi poten
i �dy in �dz ob ra�
unanju povpre�
ja izni�
ita,in ker na �dx povpre�
enje ne vpliva, velja�dx �dy = �dx �dz = 0:Povpre�
ni vrednosti od �d2y in od �d2z sta enaki in zna�sata�d2y = �d2z = 12[(�d)2 � �d2x℄:�Ce vse to upo�stevamo, brez te�zav dobimo(�d� n)2 = 12(�d2 + �d2x) + 12(�d2 � 3 �d2x) 
os2 �;kjer je � kot med smerjo izsevane svetlobe n in osjo X.Jakost integriramo po �
asu in po vseh parametrih trka. Dobimo naslednji izraz za efektivnosevanje kot funk
ijo smeri sevanja:d{n = do4�
3 �A+B 3 
os2 � � 12 � ; (68.2)kjer sta A = 23 Z 10 Z +1�1 �d2 dt2��d�; B = 13 Z 10 Z +1�1 (�d2 � 3 �d2x) dt2��d�: (68.3)Drugi �
len v (68.2) je zapisan v tak�sni obliki, da odpade pri ra�
unanju povpre�
ja po vsehsmereh, zato je efektivno sevanje enako { = A=
3. Poudariti moramo, da je kotna porazdelitevsevanja simetri�
na glede na ravnino, ki poteka skozi sipale
 in je pravokotna na snop �zarkov,saj se izraz (68.2) ne spremeni, �
e � nadomestimo z � � �. Ta jo posebna lastnost dipolnegasevanja, ki ne velja ve�
 v vi�sjih pribli�zkih po v=
.Jakost sevanja, ki nastane pri trku, lahko razstavimo na dva prispevka { na sevanje, ki jepolarizirano v ravnini, v kateri le�zita os X in smer n (ta ravnina naj bo ravnina XY ), in nasevanje z vektorjem polariza
ije v pravokotni ravnini XZ.Vektor elektri�
nega polja ka�ze v smeri vektorjan� (�d� n) = n(n � �d)� �d[glej (67.6)℄. Komponenta tega vektorja v smeri, pravokotni na ravnino XY , je � �dz, njegovaprojek
ija na ravninoXY pa je j sin � �dx�
os � �dyj. Slednjo koli�
ino najla�ze dolo�
imo s pomo�
jokomponente magnetnega polja v smeri osi Z, katere smer je �d� n.Jakost polja E kvadriramo in izra�
unamo povpre�
je po vseh smereh vektorja �d v ravniniY Z. Tako lahko ugotovimo, da je povpre�
je zmno�zka projek
ije polja na ravnino XY sprojek
ijo pravokotno nanjo enako ni�
. To pomeni, da lahko jakost zapi�semo kot vsoto dvehneodvisnih prispevkov, dveh jakosti sevanja s polariza
ijo v dveh med seboj pravokotnihsmereh. Polje, v. 1



182 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 69Jakost sevanja, polariziranega pravokotno na ravnino XY , je dolo�
ena s povpre�
jemkvadrata �d2z = 12 (�d2 � �d2x). Ustrezni del efektivnega sevanja dobimo iz izrazad{?n = do4�
3 12 Z 10 Z +1�1 (�d2 � �d2x) dt2��d�: (68.4)Ta del sevanja je izotropen. Izraza za efektivno sevanje, katerega vektor elektri�
nega poljale�zi v ravnini XY , ni potrebno zapisati, saj o�
itno veljad{kn + d{?n = d{n:Na podoben na�
in lahko izpeljemo izraz za kotno porazdelitev efektivnega sevanja v danemfrekven�
nem intervalu d!:d{n;! = �A(!) +B(!)3 
os2 � � 12 � do2�
3 d!2� ; (68.5)kjer sta A(!) = 2!43 Z 10 d2!2��d�; B(!) = !43 Z 10 (d2! � 3d2x!)2��d�: (68.6)x69 Nizkofrekven�
no sevanje ob trkuOglejmo si nizkofrekven�
ni \rep" spektralne porazdelitve zavornega sevanja (nem.bremsstrahlung), torej podro�
je frekven
, manj�sih od frekven
e !0, okoli katere je zbranave�
ina spektralne gostote: ! � !0: (69.1)V nasprotju s predhodnim razdelkom tu ne bomo privzeli, da so hitrosti trkajo�
ih del
ev ma-jhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo; naslednje ena�
be bodo veljavne za poljubne hitrosti.V nerelativisti�
nem primeru je !0 � 1=� , kjer je � velikostni red trajanja trka; v ultrarela-tivisti�
nem primeru je !0 sorazmeren s kvadratom energije sevajo�
ega del
a (glej x 77).V integralu H! = Z 1�1Hei!t dtje polje H sevanja ob�
utno razli�
no od ni�
 le v �
asovnem intervalu dol�zine reda 1=!0. Zaradi(69.1) lahko zato predpostavimo, da v integrandu velja !t� 1, zato lahko ei!t nadomestimoz ena; tedaj je H! = Z 1�1Hdt:Upo�stevamo H = _A� n=
 in izra�
unamo integral po �
asu. DobimoH! = 1
 (A2 �A1)� n; (69.2)kjer je A2 �A1 razlika vektorskega poten
iala, ki jo ob trku povzro�
i trkajo�
i dele
.Celotno sevanje (s frekven
o !), izsevano v �
asu trajanja trka, dobimo, �
e (69.2) vstavimov (66.9): dEn! = R204
�2 [(A2 �A1)� n℄2 do d!: (69.3)Polje, v. 1



70 NIZKOFREKVEN�CNO SEVANJE OB TRKU 183V ta izraz vstavimo Lienard-Wie
hertov vektorski poten
ial (66.4). SledidEn! = 14�2
3 �X e� v2 � n1� (1=
)n � v2 � v1 � n1� (1=
)n � v1��2 do d!; (69.4)kjer sta v1 in v2 hitrosti del
a pred in po trku, se�steti pa moramo po vseh del
ih, ki sodelujejopri trku. Vidimo, da je izraz pred d! neodvisen od frekven
e. Z drugimi besedami, spektralnaporazdelitev je pri nizkih frekven
ah neodvisna od frekven
e, dEn!=d! pa gre proti konstanti,ko gre ! ! 0. ��Ce so hitrosti del
ev majhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo, potem se ena�
ba (69.4)poenostavi v dEn! = 14�2
3 [X e(v2 � v1)� n℄2 do d!: (69.5)Ta izraz ustreza sevanju dipola z vektorskim poten
ialom, podanim z izrazom (67.4).Te formule lahko uporabimo na zanimivem primeru sevanja ob nastanku novega nabitegadel
a (na primer razpada, pri katerem iz jedra odleti dele
 �). Ta pro
es lahko obravnavamokot hitro spremembo hitrosti del
a od ni�
 do njegove trenutne vrednosti. [Zaradi simetrijeena�
be (69.5) na zamenjavo koli�
in v1 in v2 je sevanje v tem pro
esu enako sevanju, ki binastalo pri obratnem pro
esu, v katerem se dele
 v trenutku ustavi.℄ Bistveno je to, da je\trajanje" tega pro
esa enako � ! 0, zato je pogoj (69.1) izpolnjen za vse frekven
e. yNALOGANALOGA Dolo�
i spektralno porazdelitev 
elotnega sevanja izsevanega, ko odleti nabiti dele
 shitrostjo v.Re�sitev: Po ena�
bi (69.4) (v katero vstavimo v2 = v;v1 = 0) veljadE! = d! e2v24�2
3 Z �0 sin2 ��1� v
 
os ��2 2� sin � d�:Izra�
unamo integral z in dobimo dE! = e2�
 � 
v ln 
+ v
� v � 2� d!: (1)V limiti v � 
 se ena�
ba poenostavi v dE! = 2e2v23�
3 d!;kar lahko dobimo tudi neposredno iz (69.5).� �Ce integriramo po parametru trka, lahko dobimo analogen rezultat za efektivno sevanje pri sipanju snopadel
ev. Upo�stevati pa moramo, da rezultat za efektivno sevanje ne velja, �
e med del
i deluje Coulombskainterak
ija, saj je integral po � (logaritmi�
no) divergenten za velike �. V naslednjem razdelku bomo videli, daje v tem primeru efektivno sevanja pri nizkih frekven
ah logaritemsko odvisno od frekven
e in ni konstantno.yVeljavnost teh ena�
b je vseeno omejena s kvantnim pogojem, da je energija ~! majhna v primerjavi s
elotno kineti�
no energijo del
a.z �Ceprav je pogoj (69.1) izpolnjen za vse frekven
e, saj se pro
es zgodi v \trenutku', ne moremo dobiti
elotne izsevanje energije z integra
ijo ena�
be (1) po ! { integral pri visokih frekven
ah divergira. Dele
 senamre�
 pri visokih frekven
ah ne obna�sa klasi�
no. Poleg tega dobimo v obravnavanem primeru divergen
o tudizaradi napa�
ne formula
ije klasi�
ne naloga, saj smo del
u v za�
etnem trenutku pripisali neskon�
en pospe�sek.Polje, v. 1



184 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 70x70 Sevanje v primeru Coulombske interak
ijeV tem razdelku bomo za poznej�so uporabo izpeljali nekaj rezultatov o dipolnem sevanjusistema dveh nabitih del
ev. Predpostavimo, da so hitrosti del
ev majhne v primerjavi ssvetlobno hitrostjo.Enakomerno gibanje sistema kot 
elote, torej gibanje njegovega te�zi�s�
a, nas ne zanima,saj ne povzro�
a sevanja. Ogledali si bomo torej le medsebojno gibanje del
ev. Koordinatnoizhodi�s�
e naj le�zi v te�zi�s�
u. Dipolni moment sistema d = e1r1 + r2r2 zapi�semo kotd = e1m2 � e2m1m1 +m2 r = �� e1m1 � e2m2� r; (70.1)kjer se indeksa 1 in 2 nana�sata na prvi in drugi dele
, r = r1 � r2 je krajevni vektor mednjima, � pa je redu
irana masa � = m1m2m1 +m2 :Opi�simo najprej sevanje pri elipti�
nem gibanju dveh del
ev, med katerima deluje privla�
naCoulombska sila. Kot �ze vemo iz mehanike �, lahko to gibanje opi�semo kot gibanje del
a zmaso � po elipsi, katere ena�
bo v polarnih koordinatah zapi�semo kot1 + � 
os� = a(1 � �2)r ; (70.2)kjer sta dol�zina glavne osi a in eks
entri�
nost � podani za = �2jEj ; � =s1� 2jEjM2��2 : (70.3)Tu je E 
elotna energija del
ev (brez njune mirovne energije!), ki je negativna pri omejenemgibanju; M = �r2 _� je vrtilna koli�
ina, � pa je konstanta iz Coulombovega zakona� = je1e2j:�Casovno odvisnost koordinat lahko opi�semo s parametri�
nima ena�
bamar = a(1� � 
os �); t =r�a3� (� � � sin �): (70.4)Perioda gibanja po elipsi ustreza spremembi parametra � od 0 do 2�:T = 2�r�a3� :Izra�
unajmo Fourierove komponente dipolnega momenta. Ker je gibanje periodi�
no,imamo opravka z razvojem v Fourierovo vrsto. Dipolni moment je sorazmeren s kra-jevnim vektorjem r, zato se naloga poenostavi na izra�
un Fourierevih komponent koordinatx = r 
os� in y = r sin�. �Casovna odvisnost koli�
in x in y je podana s parametri�
nimiena�
bami x = a(
os � � �); y = ap1� �2 sin �;!0t = � � � sin �: (70.5)�Glej Mehanika, x 15.Polje, v. 1



70 SEVANJE V PRIMERU COULOMBSKE INTERAKCIJE 185Vpeljali smo frekven
o !0 = 2�=T =p�=�a3 = (2jEj)3=2��1=2 :Namesto Fourierevih komponent koordinat lahko izra�
unamo Fourierove komponentehitrosti in upo�stevamo, da velja _xn = �i!0nxn in _yn = �i!0nyn. Zapi�semo torejxn = _xn�i!0n = i!onT Z T0 ei!0nt _xdt:Sedaj upo�stevamo, da je _xdt = dx = �a sin � d�, in prevedemo integral po t na integral po �:xn = � ia2�n Z 2�0 ein(��� sin �) sin � d�:Podobno izra�
unamo �seyn = iap1� �22�n Z 2�0 ein(��� sin �) 
os � d� = iap1� �22�n� Z 2�0 ein(��� sin �) d�(iz prvega dobimo drugi integral tako, da integrand zapi�semo kot 
os � � (
os � � 1=�) + 1=�;integral z 
os � � 1=� znamo izra�
unati, in si
er dobimo identi�
no ni�
). Sedaj uporabimorezultat iz teorije Besselovih funk
ij:12� Z 2�0 ei(n��x sin �) d� = 1� Z �0 
os(n� � x sin �) d� = Jn(x); (70.6)kjer je Jn(x) n-ta Besselova funk
ija. Z uporabo tega pravila dobimo naslednja izraza zaiskani Fourierevi komponenti:xn = anJ 0(n�); yn = iap1� �2n� Jn(n�) (70.7)(�
rti
a ob znaku za Besselovo funk
ijo pomeni odvod po argumentu funk
ije).Izraz za jakost monokromatskih komponent sevanja dobimo, �
e xn in yn vstavimo v ena�
boIn = 4!40n43
3 �2� e1m1 � e2m2�2 (jxnj2 + jynj2)[glej (67.11)℄. �Ce a in !0 izrazimo z � in energijo E , kon�
no dobimoIn = 64n2E43
3�2 � e1m1 � e2m2�2 �J 02n(n�) + 1� �2�2 J2n(n�)� : (70.8)Poi�s�
imo asimptoti�
no formulo za jakost zelo visokih harmonikov (velik n) pri gibanju poorbiti, ki je pribli�zno paraboli�
na (� blizu 1). Najprej uporabimo pribli�zekJn(n�) � 1p� � 2n�1=3 � ��n2�2=3 (1� �2)� ; n� 1; 1� �� 1; (70.9)kjer je � Airyjeva funk
ija, de�nirana na strani 152. �� �Ce je n� 1, dobimo najve�
ji prispevek k vrednosti integralaJn(n�) = 1� Z �0 
os[n(� � � sin �)℄ d� Polje, v. 1



186 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 70To vstavimo v (70.8) in dobimoIn = 64 � 23=23� n4=3E4
3�2 � e1m1 � e2m2�2 ��((1� �2)�2 ��n2�2=3 (1� �2)�+� 2n�2=3 �02 ��n2�2=3 (1� �2)�) :(70.10)Rezultat lahko lep�se zapi�semo z Ma
Donaldovo funk
ijo Ky:In = (1� �2)2 649�2 n2E4
3�2 � e1m1 � e2m2�2 nK21=3 hn3 (1� �2)3=2i+K22=3 hn3 (1� �2)3=2io(ena�
be, ki jih za izpeljavo potrebujemo, so zapisane v opombi na strani 205).Sedaj obravnavajmo �se trk dveh nabitih del
ev, ki se privla�
ita. Njuno medsebojno gibanjeopi�semo kot gibanje del
a z maso � po hiperboli z ena�
bo1 + � 
os� = a(�2 � 1)r ; (70.11)kjer je a = �2E ; � =s1 + 2EM2��2 (70.12)(sedaj je E > 0). �Casovna odvisnost razdalje r je podana s parametri�
nima ena�
bamar = a(� 
osh � � 1); t =r�a3� (� sinh � � �); (70.13)kjer parameter � zavzame vrednosti od �1 do +1. Koordinati x in y zapi�semo kotx = a(�� 
osh �); y = ap�2 � 1 sinh �: (70.14)Fourierove komponente (sedaj imamo opravka z raz
epom v Fourierev integral)izra�
unamo na podoben na�
in kot v predhodnem primeru. Dobimox! = �a! H(1)iv 0(i��); y! = ��ap�2 � 1!� H(1)iv (i��); (70.15)kjer je H(1)iv Hankelova funk
ija prve vrste �
etrtega reda, vpeljali pa so tudi zapis� = !q ��a3 = !��v30 (70.16)na obmo�
ju majhnih vrednosti � (pri ve�
jih vrednostih � integral hitro niha okoli ni�
le). Zato razvijemoargument funk
ije kosinus po poten
ah �:Jn(n�) = 1� Z 10 
os �n�1� �22 � + �36 �� d�;ker integral hitro konvergira, smo zgornjo mejo poslali proti neskon�
nosti; �
len z �3 moramo obdr�zati, ker je�
len prvega reda pomno�zen z majhnim koe�
ientom 1�� � (1��2)=2. Zgornji integral lahko zapi�semo v obliki(70.9) z substitu
ijo, ki je o�
itna.Polje, v. 1



70 SEVANJE V PRIMERU COULOMBSKE INTERAKCIJE 187(v0 je relativna hitrost del
ev v neskon�
nosti; 
elotna energija je E = �v20). � V izra�
unihsmo uporabili rezultat iz teorije Besselovih funk
ijZ +1�1 ep��ix sinh � d� = i�H(1)p (ix): (70.17)Vstavimo (70.15) v ena�
bodE! = 4!4�23
3 � e1m1 � e2m2�2 (jx!j2 + jy!j2) d!2�[glej (67.10)℄, pa dobimodE! = ��2�2!26
3E2 � e1m1 � e2m2�2�[H(1)iv 0(i��)℄2 + �2 � 1�2 [H(1)iv (i��)℄2� d!: (70.18)Bolj kot energija nas zanima \efektivno sevanje" ob sipanju vzporednega snopa del
ev(glej x68). Izra�
unamo ga tako, da dE! pomno�zimo z 2��d� in integriramo po � od 0 doneskon�
nosti. Integral po � pretvorimo v integral po � (med 1 in 1), pri �
emer upo�stevamo,da je 2��d� = 2�a2�d�; to sledi iz de�ni
ije (70.12), v kateri sta vrtilna koli�
inaM in energijaE povezani s parametrom trka � in hitrostjo v0 zM = ��v0; E = �v202 :Tako dobimo integral, ki ga lahko integriramo z uporabo pravilaz �Z 02p +�p2z2 � 1�Z2p� = ddz (zZpZ 0p);kjer je Zp(z) poljubna re�sitev Besselove ena�
be p-tega reda. y �Ce upo�stevamo, da gre Han-kelova funk
ija H(1)iv (i��) proti ni�
, ko gre � proti neskon�
nosti, dobimo kot kon�
ni rezultatnaslednjo ena�
bo: d{! = 4�2�3!3
3�v50 � e1m1 � e2m2�2 jH(1)iv (i�)jH(1)iv 0(i�) d!: (70.19)Oglejmo si mejna primera nizkih in visokih frekven
. V integralu (de�ni
iji Hankelovefunk
ije) Z +1�1 ei�(��sinh �) d� = i�H(1)iv (i�); (70.20)je edino obmo�
je integra
ijskega parametra �, ki da znaten prispevek k vrednosti integrala,tisto, za katero je eksponent velikostnega reda 1. Pri nizkih frekven
ah (� � 1), je pomembnoobmo�
je velikih vrednosti �. Pri velikih � pa je sinh � � �. Zato je pribli�znoH(1)iv 0(i�) � � i� Z +1�1 e�i� sinh � d� = H(1)0 (i�):�Funk
ija H(1)iv (i��) je imaginarna, odvod H(1)iv 0(i��) pa je realen.yPravilo je neposredna posledi
a Besselove ena�
beZ00 + 1zZ0 + (1� p2z2 )Z = 0: Polje, v. 1



188 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 70Podobno ugotovimo, da je H(1)iv 0(i�) � H(1)0 0(i�):Z uporabo naslednjega pribli�zka za majhne x iz teorije Besselovih funk
ijiH(1)0 (ix) � 2� ln 2
x(
 = eC , kjer je C Eulerjeva konstanta; 
 = 1:781 : : :) dobimo kon�
ni izraz za efektivnosevanje pri nizkih frekven
ah:d{! = 16�23v20
3 � e1m1 � e2m2�2 ln�2�v30
!�� d!; za ! � �v30� : (70.21)Frekven�
na odvisnost efektivnega sevanja je torej logaritemska.Pri visokih frekven
ah (� � 1) pa je pomembno obmo�
je majhnih vrednosti � v integralu(70.20). Zato razvijemo eksponent v integrandu po poten
ah � in dobimo pribli�zni rezultatH(1)iv (iv) � � i� Z +1�1 e� i��36 d� = �2i� <�Z 10 e� i��36 d� d�� :S substitu
ijo i��3=6 = � integral prevedemo na funk
ijo gama in dobimoH(1)iv (i�) � � i�p3 �6��1=3 ��13� :Podobno izpeljemo tudi H(1)iv 0(i�) � 1�p3 �6��2=3 ��23� :Nato uporabimo rezultat iz teorije funk
ije gama,�(x)�(1� x) = �sin�x;in dobimo efektivno sevanje pri visokih frekven
ah:d{! = 16��233=2v20
3 � e1m1 � e2m2�2 d!; za ! � �v30� ; (70.22)torej izraz, ki ni odvisen od frekven
e.Zaklju�
imo z obravnavo sevanja, ki nastane ob trku dveh del
ev, med katerima delujeodbojna Coulombska interak
ija U = �=r (� > 0). Del
a se gibata po hiperboli�1 + � 
os� = a(�2 � 1)r ; (70.23)x = a(�+ 
osh �); y = ap�2 � 1 sinh �;t =r�a3� (� sinh � + �) (70.24)Polje, v. 1



70 SEVANJE V PRIMERU COULOMBSKE INTERAKCIJE 189[a in � sta de�nirana v (70.12)℄. Vse rezultate lahko izrazimo s predhodnimi, zato ne bomozapisali 
elotnega postopka. Integralx! = ia! Z +1�1 ei�(� sinh �+�) sinh � d� (70.25)za Fourierovo komponento koordinate x, se s substitu
ijo � ! i� � � prevede na integral, kivelja v primeru privla�
ne interak
ije, ki je pomno�zen z dodatnim faktorjem �e��� ; to veljatudi za y!.Zato se izraza za Fourierevi komponenti x! in y! v primeru odbojne sile razlikujeta odistih izrazov v primeru privla�
ne sile za faktor e��� . Edina razlika v izrazu za sevanje jetorej dodatni faktor e�2�� . Pri nizkih frekven
ah tako dobimo isti rezultat (70.12) (saj veljae�2�� � 1, ko je � � 1). Pri visokih frekven
ah pa je efektivno sevanje enakod{! = 16��233=2v20
3 � e1m1 � e2m2�2 exp��2�!��v30 � d!; za ! � �v30� : (70.26)Efektivno sevanje pada eksponentno z nara�s�
ajo�
o frekven
o.NALOGENALOGA 1. Izra�
unaj povpre�
no 
elotno jakost sevanja v primeru elipti�
nega gibanja dveh nabo-jev, ki se privla�
ita.Re�sitev: Z uporabo izraza (70.1) za dipolni moment dobimo za 
elotno jakost sevanja:I = 2�23
3 � e1m1 � e2m2�2 �r2 = 2�23
3 � e1m1 � e2m2�2 1r4 ;pri �
emer smo uporabili gibalno ena�
bo ��r = ��r=r2. Koordinato r izrazimo z � iz ena�
be orbite(70.2) in z uporabo ena�
be dt = �r2 d�=M nadomestimo �
asovni integral z integralom po kotu � (kite�
e od 0 do 2�). Rezultat je povpre�
na jakostI = 1T Z T0 I dt = 23=23
3 � e1m1 � e2m2�2 �5=2�3jEj3=2M5 �3� 2jEjM2��2 � :NALOGA 2. Izra�
unaj 
elotno sevanje �E ob trku dveh nabitih del
ev.Re�sitev: V primeru privla�
ne interak
ije je trajektorija hiperbola (70.11), v primeru odbojneinterak
ije pa hiperbola (70.23). Kot med asimptotama hiperbole in njeno osjo je �0, ki ga dolo�
imoz ena�
bo 
os�0 = 1=�, kot odklona del
ev (v koordinatnem sistemu, kjer te�zi�s�
e miruje) pa je � =j� � 2�0j. Izra�
un potek podobno kot v prvi nalogi (integral izra�
unamo med mejama ��0 in �0). Vprimeru privla�
ne sile je rezultat�E = �3v053
3j�j tan3 �2 h(� + �)�1 + 3 tan2 �2�+ 6 tan �2 i� e1m1 � e2m2�2 ;v primeru odbojne sile pa�E = �3v053
3� tan3 �2 h(� � �)�1 + 3 tan2 �2 �� 6 tan �2 i� e1m1 � e2m2�2 : Polje, v. 1



190 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 71V obeh ena�
bah je � pozitiven kot, ki ga dolo�
imo z ena�
bo
ot �2 = �v02�� :Za �
elni trk (�! 0; �! �) nabojev, ki se med seboj odbijata, tako dobimo�E = 8�3v0545
3� � e1m1 � e2m2�2 :NALOGA 3. Izra�
unaj 
elotno efektivno sevanje pri sipanju snopa del
ev na odbojnem Coulomb-skem polju.Re�sitev: Iskana koli�
ina je� = Z 10 Z +1�1 I dt2�� d� = 2�23
3 � e1m1 � e2m2�2 2� Z 10 Z 1�1 1r4 dt� d�:�Casovni integral nadomestimo z integralom po r vzdol�z poti del
a tako, da zapi�semo dt = dr=vr.Radialna hitrost vr � _r lahko izrazimo z r z ena�
bovr =s 2� �E � M22�r2 � U(r)� =sv02 � �2v02r2 � 2��r :Po r moramo integrirati od 1 do razdalje najmanj�se oddaljenosti r0 = r0(�) (to�
ka, kjer je vr = 0),nato pa ponovno od r0 do 1; to je enako z dva pomno�zeni vrednosti integrala od r0 do 1. Dvojniintegral najla�ze izra�
unamo tako, da zamenjamo vrsti red integriranja: najprej integriramo po �, natopa po r. Tako dobimo � = 8�9
3��v0 � e1m1 � e2m2�2 :NALOGA 4. Izra�
unaj kotno porazdelitev 
elotnega sevanja, ki nastane, ko en naboj leti mimodrugega, v primeru ko je hitrost tako velika (vseeno pa majhna v primerjavi s svetlobno), da je odklonod premo�
rtnega gibanja majhen.Re�sitev: Odklonski kot je majhen, �
e je kineti�
na energija �v2=2 velika v primerjavi s poten
ialnoenergijo, ki je velikostnega reda �=� (�v2 � �=�). Kot ravnino gibanja si izberemo ravnino XY ,izhodi�s�
e postavimo v te�zi�s�
e, os X pa v smeri hitrosti. V prvem pribli�zku je trajektorija ravna �
rtax = vt, y = �. V naslednjem pribli�zku se gibalni ena�
bi glasita��x = �r2 xr � �vtr3 ; ��y = �r2 yr � ��r3 ;kjer je r =px2 + y2 �p�2 + v2t2:Z uporabo (67.7) dobimodEn = do �24�
3 � e1m1 � e2m2 � Z 1�1[�x2 + �y2 � (�xnx + �yny)℄ dt;kjer je n enotski vektor v smeri diferen
ialnega prostorskega kota do. Integrand izrazimo z t inizra�
unamo integral. DobimodEn = �232v
3�3 � e1m1 � e2m2 �2 (4� n2x � 3n2y) do:Polje, v. 1



71 KVADRUPOLNO IN MAGNETNO DIPOLNO SEVANJE 191x71 Kvadrupolno in magnetno dipolno sevanjeSedaj si bomo ogledali sevanje, ki je povezano z vi�sjimi �
leni v razvoju vektorskega poten
ialapo poten
ah razmerja med velikostjo sistema a in valovno dol�zino �. Ker je a=� majhnakoli�
ina, so ti �
leni obi�
ajno majhni v primerjavi s prvim (dipolnim) �
lenom, so pa pomembnitedaj, ko je dipolni moment sistema enak ni�
, in sistem ne seva dipolno.Integrand v (66.2) A = 1
R0 Z jt0+ r�n
 dV;razvijemo po poten
ah r � n=
 do prvega reda:A = 1
R0 Z jt0 dV + 1
2R0 ��t0 Z (r � n)jt0 dV:Vstavimo j = �v in upo�stevamo, da so naboji to�
kasti. DobimoA = P ev
R0 + 1
2R0 ��tX ev(r � n): (71.1)(V nadaljevanju bomo spu�s�
ali indeks t0 pri vseh koli�
inah, podobno kot smo to storili v x 67.)Drugi �
len preoblikujemo:v(r � n) = 12 ��tr(n � r) + 12v(n � r)� 12r(n � v)= 12 ��tr(n � r) + 12(r� v)� n:Za A dobimo izraz A = _d
R0 + 12
2R0 �2�t2 X er(n � r) + 1
R0 ( _m� n); (71.2)kjer je d dipolni moment sistema, m pa je magnetni moment:m = 12
X er� v:V nadaljevanju bomo upo�stevali, da lahko k A pri�stejemo poljuben vektor, sorazmeren zn, ne da bi s tem spremenili polje, saj sta po (66.3) polji H in E invariantni na tak�snetransforma
ije. Zato lahko (71.2) nadomestimo zA = _d
R0 + 16
2R0 �2�t2 X e[3r(n � r)� nr2℄ + 1
R0 _m� n:Izraz, ki sledi znaku za se�stevanje, je zmno�zek n�D�� vektorja n in tenzorja kvadrupolnegamomenta D�� =P e(3x�x� � Æ��r2) (glej x 41). Vpeljemo vektor D s komponentami D� =D��n� in dobimo kon�
ni izraz za vektorski poten
ialA = _d
R0 + 16
2R0 �D+ 1
R0 _m� n: (71.3)Polje, v. 1



192 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 71S poznanim poten
ialom A lahko dolo�
imo polji sevanja H in E z uporabo splo�sne ena�
be(66.3): H = 1
2R0 ��d� n+ 16
 ...D� n+ (�m� n)� n�E = 1
2R0 �(�d� n)� n+ 16
(...D� n)� n+ n� �m:� (71.4)Jakost sevanja dI v diferen
ialni prostorski kot do je podana s splo�sno ena�
bo (66.6). Tubomo izra�
unali 
elotno sevanje, torej energijo, ki jo sistem izseva v vse smeri prostora naenoto �
asa. V ta namen bomo izra�
unali povpre�
je dI po vsem smereh n; 
elotno sevanjeje enako temu povpre�
ju, pomno�zenem z 4�. Pri ra�
unanju povpre�
ja kvadrata magnetnegapolja odpadejo vsi navzkri�zni zmno�zki v H, preostanejo le povpre�
ni kvadrati treh �
lenov. Spreprostim izra�
unom � dobimo naslednji rezultat za I:I = 23
3 �d2 + 1180
5 ...D2�� + 23
3 �m2: (71.5)Celotno sevanje je sestavljeno iz treh neodvisnih prispevkov, ki se imenujejo dipolno,kvadrupolno in magnetno dipolno sevanje.Omenimo naj, da pri �stevilnih sistemih magnetnega sevanja ni. Ni ga na primer prisistemih, v katerih imajo vsi naboji enako razmerje med nabojem in maso (v tem primeru tudidipolnega sevanja ni, glej x 67). V tak�snem sistemu je namre�
 magnetni moment sorazmerenz vrtilno koli�
ino (glej x 44), zato se ohranja tudi magnetni moment, _m = 0. Iz istega razlogatudi poljubni sistem dveh del
ev ne seva kot magnetni dipol (glej nalogo v x 44. V temprimeru ne moremo ni�
 re�
i o obstoju dipolnega sevanja).NALOGENALOGA 1. Izra�
unaj 
elotno efektivno sevanje pri sipanju snopa nabitih del
ev na del
ih istevrste.Re�sitev: Pri sipanju identi�
nih del
ev ne pride do dipolnega sipanja (pa tudi do magnetnegadipolnega sipanja ne), zato moramo izra�
unati kvadrupolno sevanje. Tenzor kvadrupolnega momentsistema dveh enakih del
ev (glede na njuno te�zi�s�
e) jeD�� = e2(3x�x� � r2Æ��);� Povpre�
je vrednosti zmno�zka komponent enotskega vektorja lahko izra�
unamo z uporabnim trikom. Kerje tenzor n�n� simetri�
en, ga lahko izrazimo z enotskim tenzorjem Æ�� . Ker je sled tenzorja enaka ena, moraveljati n�n� = 13 Æ��:Povpre�
je zmno�zka �stirih komponent jen�n�n
nÆ = 115 (Æ��Æ
Æ + Æ�
Æ�Æ + Æ�ÆÆ�
):Desno stran smo sestavili iz enotskih vektorjev na tak na�
in, da smo dobili tenzor �
etrtega reda, ki je simetri�
env vseh svojih indeksih; koe�
ient smo dobimo tako, da skr�
imo po dveh parih indeksov, pri �
emer moramodobiti ena.Polje, v. 1



72 KVADRUPOLNO IN MAGNETNO DIPOLNO SEVANJE 193pri �
emer so x� komponente vektorja medsebojne oddaljenosti med del
ema r. Tenzor D�� najprejtrikrat odvajamo, nato pa prvi, drugi in tretji odvod koli�
in x� po �
asu izrazimo z relativno hitrostjomed del
ema v� kot: _x� = v�; ��x� = m2 �x� = e2x�r3 ; m2 ...x� = e2 v�r � 3x�vrr4 ;kjer je vr = v � r=r radialna komponenta hitrosti (druga ena�
ba je gibalna ena�
ba naboja, tretjo padobimo z odvajanje druge). Izra�
un nas pripelje do naslednjega izraza za jakost:I = ...D2��180
5 = 2e615m2
5r4 (v2 + 11v2�)(v2 = v2r + v2�); v in v� lahko izrazimo z r z uporabo ena�
bv2 = v20 � 4e2mr ; v� = �v0r :�Casovni integral nadomestimo z integralom po r na enak na�
in, kot smo to storili v tretji nalogi vx 70. Zapi�semo dt = drvr = drqv20 � �2v20r2 � 4e2mr :V dvojnem integralu (po � in po r) najprej opravimo integra
ijo po �, nato pa po r. Kot kon�
nirezultat tako dobimo � = 4�9 e4v30m
5 :NALOGA 2. Poi�s�
i silo reak
ije, ki deluje na sistem nabojev, ki se gibljejo sta
ionarno v omejenemprostoru in pri tem sevajo.Re�sitev: Iskano silo F dobimo tako, da izra�
unamo, koliko gibalne koli�
ine se izgubi na enoto�
asa, torej gostoto toka gibalne koli�
ine, ki jo odnese elektromagnetno valovanje, ki ga seva sistem:F� = � I ��� = � Z ���n�R20 do;integriramo po veliki sferi polmera R0. Napetostni tenzor je podan z ena�
bo (33.3), polji E in H pa z(71.4). Ker sta ti polji pre�
ni, se integral poenostavi naF = � 18� Z 2H2nR20 do:Povpre�
je po smeri n dobimo z uporabo ena�
b v opombi na strani 192 (produkt lihega �stevila kom-ponent vektorja n ne prispeva ni�
). Rezultat je: �F� = � 14�
4 � 115
 ...D�� �d� + 23(�d�m)�� :�Omenimo naj, da je ta sila vi�sjega reda po 1=
 kot Lorentzeva sila trenja (x 75). Slednja ne prispeva k
elotni sili odboja: vsota sil (75.5), ki delujejo na dele
 v elektri�
no nevtralnem sistemu, je enaka ni�
.Polje, v. 1



194 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 72x72 Sevalno polje v bli�zini izvoraEna�
be za dipolno sevanje smo izpeljali za polje pri razdaljah od izvora, ki so velike v primer-javi z valovno dol�zino (in ki so �se toliko ve�
je od razse�znosti sistema, ki seva). V tem razdelkubomo kot prej predpostavili, da ja valovna dol�zina velika v primerjavi z velikostjo sistema,ogledali pa si bomo polje pri razdaljah, ki so enakega velikostnega reda kot valovna dol�zina.Ena�
ba (67.4) za vektorski poten
ial A = 1
R0 _d (72.1)�se vedno velja, ker smo pri njeni izpeljavi privzeli le to, da je R0 velik v primerjavi zrazse�znostjo sistema. Vendar pa zdaj polja ne moremo ve�
 smatrati kot ravno valovanje nitina majhnih obmo�
jih prostora. Ena�
bi (67.5) in (67.6) za elektri�
no in magnetno polje neveljata ve�
. Polji lahko zato izra�
unamo le tako, da najprej dolo�
imo tako vektorski poten
ialA kot skalarni poten
ial �.Ena�
bo za skalarni poten
ial lahko dobimo neposredno iz tiste za vektorski poten
ial, �
esi izberemo umeritev (62.1), r �A+ 1
 ���t = 0:V to ena�
bo vstavimo (72.1) in integriramo po �
asu. Dobimo� = �r � dR0 : (72.2)Integra
ijsko konstantno (poljubno funk
ijo koordinat) smo izpustili, saj nas zanima le tistidel poten
iala, ki se spreminja s �
asom. Spomnimo naj, da moramo v ena�
bi (72.2), tako kotv ena�
bi (72.1), vzeti vrednost d ob �
asu t0 = t� (R0=
). �Jakost elektri�
nega in magnetnega polja ni te�zko izra�
unati z uporabo obi�
ajnih zvez medpoten
ialoma in poljema: H = 1
r� _dR0 ; (72.3)E = r(r � dR0 )� 1
2 �dR0 : (72.4)Izraz za E lahko zapi�semo v druga�
ni obliki, �
e upo�stevamo, da je dt0=R0 [tako kot poljubnadruga funk
ija koordinat in �
asa oblike 1=R0f(t�R0=
)℄ re�sitev valovne ena�
be1
2 �2�t2 � dR0� = �� dR0� :Z uporabo pravila r� (r� a) = r(r � a)��a�V�
asih vpeljemo Hertzev vektor, de�niran kotZ = � 1R0d�t� R0
 � :Tedaj lahko zapi�semo A = �1
 _Z; � = r � Z:Polje, v. 1



72 SEVALNO POLJE V BLI�ZINI IZVORA 195dobimo E = r� (r� dR0 ): (72.5)Dobljeni rezultati dolo�
ajo polje pri razdaljah, primerljivih z valovno dol�zino. Pazljivimoramo biti na to, da v vseh zapisanih ena�
bah ne smemo izpostaviti 1=R0 pred znak zaodvod, saj je razmerje med �
leni reda 1=R20 in 1=R0 enakega velikostnega reda kot �=R0.Zapi�simo �se ena�
be za Fourierove komponente polja. Komponento H! dolo�
imo tako, dav (72.3) vstavimo namesto H in d njuni monokromatski komponenti H!e�i!t in d!e�i!t. Pritem moramo paziti, da se koli�
ine na desnih straneh ena�
b od (72.1) do (72.5) nana�sajo na�
as t0 = t� (R0=
). Zato moramo namesto d vstaviti izrazd!e�i!�t�R0
 � = d!e�i!t+ikR0 :Dobljen izraz delimo �se z e�i!t in dobimoH! = �ikr��d! eikR0R0 � = ikd! �reikR0R0 ;�
e izra�
unamo �se odvod pa slediH! = ikd! � n� ikR0 � 1R20� eikR0 ; (72.6)kjer je n enotski vektor v smeri R0.Na podoben na�
in dobimo izE! = k2d! eikR0R0 + (d! � r)reikR0R0 ;z odvajanjem pa od tod slediE! = d! � k2R0 + ikR20 � 1R30� eikR0 + n(n � d!)�� k2R0 � 3ikR20 + 3R30� eikR0 : (72.7)Pri velikih razdaljah v primerjavi z valovno dol�zino (kR0 � 1) lahko zanemarimo �
lenereda 1=R20 in 1=R30 v ena�
bah (72.7) in (72.6), in dobimo polje v \valovnem obmo�
ju":E! = k2R0n� (d! � n)eikR0 ; H! = � k2R0d! � neikR0 :Pri razdaljah, ki so majhne v primerjavi z valovno dol�zino (kR0 � 1), lahko zanemarimo�
lena z 1=R0 in 1=R20 in postavimo eikR0 � 1; tedaj jeE! = 1R30 [3n(d! � n)� d!℄;kar je enako stati�
nemu polju elektri�
nega dipola (x 40); v tem pribli�zku magnetnega poljani. NALOGE Polje, v. 1



196 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 72NALOGA 1. Izra�
unaj polji kvadrupolnega in magnetno dipolnega sevanja v bli�zini izvira.Re�sitev: Zaradi enostavnosti predpostavimo, da elektri�
nega dipolnega sevanja ni. Tedaj velja(glej izra�
un v x 71): A = 1
 Z jt�R
 dVR � �1
 Z (r � r) jt�R
R0 dV;kar dobimo z razvojem po r = R0�R. V nasprotju z izpeljavo v x 71 tu ne moremo izpostaviti faktorja1=R0 pred znak za odvajanje Diferen
ialni operator prenesemo pred integral in integral zapi�semo stenzorskim zapisom: A� = �1
 ��X� Z x�j�R0 dV(X� so komponente krajevnega vektorja R0). Integral pretvorimo v vsoto po nabojih in dobimoA� = �1
 ��X� (P ev�x�)t0R0 :Kot v x 71 lahko ta izraz raz
epimo na kvadrupolni in magnetni dipolni del. Ustrezna skalarnapoten
iala izra�
unamo iz vektorskih poten
ialov na enak na�
in kot v x 71. Tako dobimo za kvadrupolnosevanje A� = � 16
 ��X� _D��R0 ; � = 16 �2�X�X� D��R0 ;za magnetno dipolno sevanje pa A = r� mR0 ; � = 0[vse koli�
ine na desnih straneh ena�
b se kot vedno nana�sajo na �
as t0 = t� (R0=
)℄.Jakosti polja magnetnega dipolnega sevanja staE = �1
r� _mR0 ; H = r� (r�mR0):S primerjavo z (72.3) in (72.5) ugotovimo, da se E in H zapi�seta z m na enak na�
in, kot se E in Hzapi�seta z d v primeru elektri�
nega dipolnega sevanja.Spektralne komponente poten
ialov kvadrupolnega sevanja soA(!)� = ik6 D(!)�� ��X� eikR0R0 ; �(!) = 16D(!)�� �2�X��X� eikR0R0 :Ker sta izraza za polje zelo kompleksna, ju ne bomo zapisali.NALOGA 2. Izra�
unaj, kako hitro izgublja vrtilno koli�
ino sistem nabojev zaradi dipolnega sevanjaelektromagnetnih valov.Re�sitev: Iz ena�
be (32.9) izvemo, da je gostota toka vrtilne koli�
ine elektromagnetnega valovanjapodana s prostorskimi komponentami tenzorja �
etver
a xiT kl�xkT il. Preselimo se v tridimenzionalnizapis in vpeljemo tridimenzionalni vektor vrtilne koli�
ine s komponentami 12e��
M�
 ; gostota toka jetedaj podana s tridimenzionalnim tenzorjem12e��
(x��
Æ � x
��Æ);kjer je ��� � T�� tridimenzionalni Maxwellov napetostni tenzor (vse indekse pi�semo spodaj v skladuz obi�
ajnim dogovorom za tridimenzionalni zapis). Celotna vrtilna koli�
ina, ki jo izgubi sistem naenoto �
asa, je enaka pretoku vrtilne koli�
ine sevanja skozi krogelno povr�sino polmera R0:� dM�dt = I e��
x��
ÆnÆ df;Polje, v. 1



73 SEVANJE HITREGA DELCA 197kjer je df = R20 do, n pa je enotski tenzor v smeri R0. Uporabimo tenzor ��� iz (33.3) in dobimodMdt = R304� Z [(n�E)(n � E) + (n�H)(n �H)℄ do: (1)Ko uporabimo to ena�
bo za sevalno polje pri veliki oddaljenosti od sistema, se ne smemo ustavitipri �
lenih reda � 1=R0; v tem pribli�zku je n � E = n �H = 0, zato bi bil integral enak ni�
. Te �
leni[podani z (67.5), (67.6)℄ zadostujejo, da izra�
unamo faktorja n�E in n�H; longitudinalni komponentipolja n �E in n �H dobimo iz �
lenov reda � 1=R20 (posledi
a tega je, da integrand v (1) postane � 1=R30in razdalja R0 odpade iz re�sitve, kot tudi mora). V dipolnem pribli�zku � � a, zato moramo lo�
iti�
lene, ki vsebujejo dodatne faktorje [glede na (67.5),(67.6)℄ � �=R0 ali � a=R0; zadostuje, da obdr�zimoprve. Te �
lene dobimo iz (72.3) in (72.5); z izra�
unom do drugega reda po 1=R0 dobimo �E � n = 2
R20n � _d; H � n = 0: (2)V (1) vstavimo (2) in (67.6), pa dobimodMdt = 12�
3 Z (n� �d)(n � _d) do:Integrand nato zapi�semo kot e��
n� �d
nÆ _dÆ in izra�
unamo povpre�
je po smeri n. SledidMdt = � 23
3 _d � �d: (3)Omenimo naj, da je za linearno nihalo (d = d0 
os!t z realno amplitudo d0) izraz (3) enak ni�
;tak�sen sistem ne izgublja vrtilne koli�
ine s sevanjem.x73 Sevanje hitrega del
aObravnavajmo nabiti dele
, ki se giblje s hitrostjo, ki ni majhna v primerjavi s svetlobno.Ena�
b iz x 67, ki smo jih izpeljali ob predpostavki v � 
, ne moremo neposredno uporabiti.Lahko pa dele
 obravnavamo v opazovalnem sistemu, v katerem dele
 ob izbranem trenutkumiruje; v tem opazovalnem sistemu omenjene ena�
be seveda veljajo (poudariti moramo, dalahko to storimo le za en sam dele
; za sistem ve�
 del
ev v splo�snem ne moremo poiskatiopazovalnega sistema, v katerem bi vsi del
i hkrati mirovali).V tem opazovalnem sistemu dele
 v �
asu dt izseva energijodE = 2e23
3w2 dt (73.1)[kar sledi iz (67.9)℄, kjer je w pospe�sek del
a v tem opazovalnem sistemu. V tem opazovalnemsistemu je 
elotna izsevana gibalna koli�
ina enaka ni�
:dP = 0: (73.2)Izsevana gibalna koli�
ina je namre�
 podana z integralom gostote gibalne koli�
ine v poljusevanja po sklenjeni ploskvi, ki obkro�za dele
. Ker je dipolno sevanje simetri�
no, sta gibalnikoli�
ini, oddani v dve nasprotni smeri, po velikosti enaki, a nasprotnih smeri; zato je integralidenti�
no enak ni�
.�Od ni�
 razli�
no vrednost za n �H bi dobili le, �
e bi upo�stevali �
lene vi�sjega reda po a=R0. Polje, v. 1



198 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 73Da se bomo lahko preselili v poljubni opazovalni sistem, moramo najprej ena�
bi (73.1) in(73.2) zapisati v �stiridimenzionalni obliki. Hitro se lahko prepri�
amo, da moramo \izsevano�
etverno gibalno koli�
ino" dPi zapisati kotdP i = �2e23
 dukds dukds dxi = �2e23
 dukds dukds ui ds: (73.3)V opazovalnem sistemu, kjer dele
 miruje, so namre�
 prostorske komponente �
etver
a hitrostidui enake ni�
, tako da velja dukds dukds = �w2
4 ;zato so prostorske komponente �
etver
a dP i enake ni�
, �
asovna komponenta pa je enakaena�
bi (73.1).Celotna �
etverna gibalna koli�
ina, ki jo izseva dele
, ko potuje v danem elektromagnetnempolju, je enaka integralu izraza (73.3), torej�P i = �2e23
 Z dukds dukds dxi: (73.4)To ena�
bo lahko zapi�semo tudi druga�
e, �
e �
etvere
 pospe�ska dui=ds zapi�semo s tenzorjemelektromagnetnega polja, pri �
emer uporabimo gibalno ena�
bo (23.4):m
 dukds = e
Fklul:Dobimo �P i = � 2e43m2
5 Z (Fklul)(F kmum) dxi: (73.5)�Casovni komponenti ena�
b (73.4) in (73.5) sta enaki 
elotni izsevani energiji �E . �Ce vse�
etverne koli�
ine zapi�semo s tridimenzionalnimi oblikami, dobimo�E = 2e23
3 Z 1�1 w2 � (v�w)2
2�1� v2
2 �3 dt (73.6)(w = _v je pospe�sek del
a). Iz ena�
be (73.5) pa dobimo�E = 2e43m2
3 Z 1�1 �E+ 1
v �H	2 � 1
2 (E � v)21� v2
2 dt: (73.7)Izraza za 
elotno izsevano gibalno koli�
ino se od zgornjih dveh izrazov razlikujeta le v tem,da imata v integrandu dodatni faktor v.Iz ena�
be (73.7) je razvidno, da je pri hitrostih blizu svetlobne 
elotna izsevana energijana enoto �
asa od hitrosti odvisna kot [1 � (v2=
2)℄�1, in je torej sorazmerna s kvadratomenergije potujo�
ega del
a. Edina izjema je gibanje v elektri�
nem polju v smeri polja. V temprimeru se faktor [1 � (v2=
2)℄ v imenoval
u okraj�sa z enakim faktorjem v �stev
u, tako dasevanje ni odvisno od energije del
a.Zanima nas �se kotna porazdelitev sevanja hitrega del
a. Pri re�sevanju te naloge si pomag-amo z Lienard-Wie
hertovima izrazoma za polji, (63.8) in (63.9). Pri velikih oddaljenostihPolje, v. 1



73 SEVANJE HITREGA DELCA 199zadostuje, �
e obdr�zimo �
len najni�zjega reda po 1=R [drugi �
len v (63.8)℄. �Ce vpeljemo enotskivektor n v smeri sevanja (R = nR), dobimo ena�
biE = e
2R n� ��n� v
 ��w	�1� n�v
 �3 ; H = n�E; (73.8)kjer moramo vse koli�
ine na desni vzeti ob \zakasnjenem" �
asu t0 = t� (R=
).Jakost sevanja, izsevanega v prostorski kot do, je dI = (
=4�)E2R2 do. Razvijemo E2 indobimo dI = e24�
3 8<:2(n �w)(v �w)
 �1� v�n
 �5 + w2�1� v�n
 �4 � �1� v2
2 � (n �w)2�1� v�n
 �6 9=; do: (73.9)�Ce nas zanima kotna porazdelitev 
elotnega sevanja, ki je nastalo med gibanjem del
a,moramo jakost integrirati po �
asu. Pri tem je pomembno, da upo�stevamo, da je integrandfunk
ija spremenljivke t0; zato moramo zapisatidt = �t�t0 dt0 = �1� n � v
 � dt0 (73.10)[glej (63.6)℄, nato pa lahko brez te�zav integriramo po t0. Tako dobimo naslednji izraz za
elotno sevanje v prostorski kot do:dEn = e24�
3 doZ 8<:2(n �w)(v �w)
 �1� v�n
 �4 + w2�1� v�n
 �3 � �1� v2
2 � (n �w)2�1� n�v
 �5 9=; dt0: (73.11)Kot je razvidno iz (73.9), je v splo�snem kotna porazdelitev sevanja dokaj zapletena. Vultrarelativisti�
nem primeru, ko je (1� v=
)� 1, pa ima porazdelitev karakteristi�
no obliko,ki je povezana s prisotnostjo visokih poten
 razlike 1� (v �n=
) v imenoval
ih razli�
nih �
lenovv tem izrazu. Zato je jakost velika v ozkem kotnem obmo�
ju, za katere je razlika 1� (v �n)=
majhna. Z � ozna�
imo kot med n in v. Velja1� v
 
os � � 1� v
 + �22 � 12 �1� v2
2 + �2� ;ta razlika je majhna za � �r1� v2
2 : (73.12)Zato ultrarelativisti�
ni dele
 seva predvsem v smeri svojega gibanja, na ozkem kotnemobmo�
ju (73.12) okoli smeri vektorja hitrosti.Poudariti moramo �se, da pri poljubni hitrosti in pospe�sku del
a vedno obstajata dve smeri,v katerih je jakost izsevane svetlobe enaka ni�
. To sta smeri, za kateri je vektor n � (v=
)vzporeden z vektorjem w, tako da je polje (73.8) enako ni�
. (Glej nalogo 2 v tem razdelku.)Kon�
no bomo podali �se izraza, v katera se (73.9) poenostavi v dveh posebnih primerih.�Ce sta hitrost in pospe�sek del
a vzporedna, jeH = e
2R w� n�1� n�v
 �3 ; Polje, v. 1



200 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 73jakost pa je dI = e24�
3 w2 sin2 ��1� v
 
os ��6 do: (73.13)Jakost je seveda simetri�
na okoli skupne smeri vektorjev v in w, in je enaka ni�
 v smerihitrosti (� = 0) in v nasprotni smeri (� = �). V ultrarelativisti�
nem primeru ima jakost kotfunk
ija spremenljivke � dva ostra vrhova na obmo�
ju (73.12) in naglo pade k ni�
 pri � = 0.�Ce sta hitrost in pospe�sek med seboj pravokotna, potem iz (73.9) dobimodI = e2w24�
3 24 1�1� v
 
os ��4 � �1� v2
2 � sin2 � 
os2 ��1� v
 
os ��6 35 do; (73.14)kjer je � ponovno kot med n in v, kot � pa je kot azimuta vektorja n glede na ravnino, ki jenapeta na vektorja v in w. Jakost je simetri�
na glede na ravnino vektorjev v in w in je enakani�
 v dveh smereh v tej ravnini, ki le�zita pod kotom � = 
os�1(v=
) glede na vektor hitrosti.NALOGENALOGA 1. Izra�
unaj 
elotno sevanje relativisti�
nega naboja e1, ki leti s parametrom trka � skoziCoulombsko polje z nepremi�
nim sredi�s�
em (torej skozi poten
ial � = e2=r).Re�sitev: Med letom skozi polje, se relativisti�
ni dele
 le malo ukloni �. Zato lahko hitrost v v(73.7) smatramo kot konstanto, tako da je polje na mestu del
a enakoE = e2rr2 � e2r(�2 + v2t2)3=2 ;kjer je x = vt in y = �. Izra�
unamo integral po �
asu (73.7) in dobimo�E = �e41e2212m2
3�3v 4
2 � v2
2 � v2 :
w n

n

v/c

χ

χ

α

Slika 12:NALOGA 2. V kateri smeri je jakost sevanja premikajo�
ega se del
a enaka ni�
?�Za v � 
 lahko do uklona za velik kot pride le za parameter trka � � e2=m
2, kar pa nas pripelje izvendomene klasi�
ne elektrodinamike.Polje, v. 1



74 SINHROTRONSKO SEVANJE (ZAVORNO SEVANJE) 201Re�sitev: Iz geometrijske konstruk
ije (slika 12) je razvidno, da iskana smer n le�zi v ravnini, napetina vektorja v in w, z vektorjem w pa tvori kot �:sin� = v
 sin�;kjer je � kot med v in w.NALOGA 3. Poi�s�
i jakost sevanja del
a, ki se giblje sta
ionarno v polju kro�zno polariziranegaelektromagnetnega valovanja.Re�sitev: Iz rezultatov tretje naloge v x 48 razberemo, da se dele
 giblje po krogu, in da je njegovahitrost ves �
as vzporedna z H in pravokotna na E. Njegova kineti�
na energija jem
2p1� v2=
2 = 
pp2 �m2
2 = 

(uporabljamo enak zapis kot v omenjeni nalogi). Z uporabo ena�
be (73.7) dobimo jakost sevanjaI = 2e43m2
3 E21� v2=
2 = 2e4E203m2
3 "1 +� eE0m
!�2# :NALOGA 4. Kot predhodna naloga, tokrat za linearno polarizirano valovanje.Re�sitev: Iz druge naloge v x 48 izvemo, da se dele
 giblje v ravnini XY , v kateri le�zi smer �sirjenjavalovanja (os X) in vektor E (os Y ); polje H ka�ze v smeri osi Z (velja Hz = Ey). Iz (73.7) dobimoI = 2e4E23m2
3 (1� vx=
)21� v2=
2 :Izra�
unamo povpre�
je po periodi gibanja, pri �
emer uporabimo parametriza
ijo iz zgoraj omenjenenaloge, in dobimo I = e4E203m2
3 "1� 38 � eE0m
!�2# :x74 Sinhrotronsko sevanje (zavorno sevanje)Oglejmo si sevanje nabitega del
a, ki se giblje s poljubno hitrostjo po kro�zni tirni
i v homo-genem in nespremenljivem magnetnem polju; tak�sno sevanje se imenuje magnetno zavornosevanje (nem. bremsstrahlung). Polmer orbite r in kro�zno frekven
o gibanja !H lahko izraz-imo z jakostjo polja H in hitrostjo del
a v z ena�
bama (glej x 21):r = m
veHq1� v2
2 ; !H = vr = eHm
r1� v2
2 : (74.1)Celotna jakost sevanja v vseh smereh je podana neposredno z (73.7), �
e izpustimo inte-gra
ijo po �
asu in postavimo E = 0 in H?v:I = 2e4H2v23m2
5 �1� v2
2 � : (74.2)Vidimo, da je 
elotna jakost sorazmerna s kvadratom gibalne koli�
ine del
a. Polje, v. 1
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Slika 13:�Ce nas zanima kotna porazdelitev sevanja, potem moramo uporabiti ena�
bo (73.11).Pomembna koli�
ina je povpre�
na jakost po periodi gibanja. Dobimo jo tako, da integriramo(73.11) po �
asu obhoda del
a po krogu in rezultat delimo z T = 2�=!H .Naj bo ravnina kro�zenja ravnina XY (izhodi�s�
e postavimo v sredi�s�
e kroga), ravnina Y Zpa naj bo izbrana tako, da smer sevanja n le�zi v njej (slika 13). Magnetno polje ka�ze vnegativni smeri vzdol�z osi Z (smer gibanja del
a na sliki 13 ustreza pozitivno nabitemu del
uz nabojem e). Naj bo � kot med smerjo k sevanja in osjo Y , kot � = !Ht pa smer medkrajevnim vektorjem del
a in osjo X. Kosinus kota med k in hitrostjo v je tedaj 
os � 
os�(vektor v le�zi v ravnini XY , in je ves �
as pravokoten na krajevni vektor del
a). Pospe�sekdel
a w zapi�semo s poljem H in hitrostjo v z uporabo gibalne ena�
be [glej (21.1)℄:w = em
r1� v2
2 v �H:Po preprostem izra�
unu dobimodI = do e4H2v28�2m2
5 �1� v2
2�Z 2�0 �1� v2
2 � sin2 � + �v
 � 
os � 
os��2�1� v
 
os � 
os��5 d� (74.3)(integra
ijo po �
asu smo spremenili v integra
ijo po kotu � = !Ht). Integra
ija je si
erelementarna, vendar dolgotrajna. Kot rezultat dobimodI = doe4H2v2 �1� v2
2 �8�m2
5 264 2 + v2
2 
os2 ��1� v2
2 
os2 ��5=2 � �1� v2
2 ��4 + v2
2 
os2 �� 
os2 �4�1� v2
2 
os2 ��7=2 375 : (74.4)Razmerje med jakostjo sevanja pod kotom � = �=2 (pravokotno na tirni
o del
a) injakostjo pod kotom � = 0 (v ravnini tirni
e) je� dIdo�0� dIdo��=2 = 4 + 3v2
28�1� v2
2 �5=2 : (74.5)Ko gre v ! 0, postane to razmerje enako 1=2, pri hitrostih blizu svetlobne pa je zelo veliko.Polje, v. 1



74 SINHROTRONSKO SEVANJE (ZAVORNO SEVANJE) 203Dolo�
imo sedaj �se spektralni raz
ep sevanja. Ker je gibanje naboja periodi�
no, imamoopravka z razvojem v Fourierovo vrsto. Pri ra�
unu si pomagamo z vektorskim poten
ialom.Fourierove komponente vektorskega poten
iala dobimo z integralom [glej (66.12)℄:An = e eikR0
R0T I ei(!Hnt�k�r) dr;pri katerem moramo integrirati vzdol�z trajektorije del
a (po krogu). Koordinati del
a stax = r 
os!Ht in y = r sin!Ht. Kot integra
ijsko spremenljivko si izberemo kot � = !Ht.Upo�stevamo, da je k � r = kr 
os � sin� = (nv=
) 
os � sin�(k = n!H=
 = nv=
r), in za Fourierove komponente vektorskega poten
iala v smeri osi Xdobimo Axn = � ev2�
R0 eikR0 Z 2�0 ein(�� v
 
os � sin�) sin�d�:S tak�snim integralom smo �ze ra�
unali v x 70. Izrazimo ga lahko z odvodom Besselove funk
ije:Axn = � iev
R0 eikR0J 0n �nv
 
os �� : (74.6)Podobno izra�
unamo tudi Ayn:Ayn = eR0 
os �eikR0Jn �nv
 
os �� : (74.7)Komponenta v smeri osi Z je seveda enaka ni�
.Z uporabo ena�
b iz x 66 dobimo jakost sevanja s frekven
o ! = n!H v diferen
ialniprostorski kot do: dIn = 
2� jHnj2R20 do = 
2� jk�Anj2R20 do:Upo�stevamo, da je jA� kj2 = A2xk2 +A2yk2 sin2 �;in v izraz vstavimo (74.6) in (74.7), pa dobimo jakost sevanja (G. A. S
hott, 1912):dIn = n2e4H22�
3m2 �1� v2
2��tan2 � J2n �nv
 
os ��+ v2
2 J 0n2 �nv
 
os ��� do: (74.8)Celotno jakost sevanja v vse smeri prostora pri frekven
i ! = n!H dobimo tako, da zgornjiizraz integriramo po vseh kotih. Ta integral �zal ni izra�
unljiv v zaklju�
eni obliki. Z nekajtransforma
ijami in z uporabo zvez iz teorije Besselovih funk
ij lahko integral zapi�semo vobliki In = 2e4H2 �1� v2
2 �m2
2v "nv2
2 J 02n�2nv
 �� n2�1� v2
2�Z v=
0 J2n(2n�) d�# : (74.9)Bolj podrobno si bomo ogledali ultrarelativisti�
ni primer, ko je hitrost del
a blizu svetlobnehitrosti. Polje, v. 1



204 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 74�Ce postavimo v = 
 v �steve
 ena�
be (74.2), ugotovimo, da je v ultrarelativisti�
nem primeru
elotna jakost sinhrotronskega sevanja sorazmerna s kvadratom energije del
a E :I = 2e4H23m2
3 � Em
2�2 : (74.10)Kotna porazdelitev sevanja je mo�
no anizotropna. Dele
 seva predvsem v ravninikro�zenja. �Sirino �� obmo�
ja kotov, v katere je izsevana ve�
ina sevanja, dolo�
imo iz pogoja1� (v2=
2) 
os2 � � 1� (v2=
2), �
e zapi�semo � = �=2���, sin � � 1� (��)2=2. O�
itno velja� �� �r1� v2
2 = m
2E : (74.11)V nadaljevanju bomo pokazali, da je v ultrarelativisti�
nem primeru najbolj izdatno sevanjes frekven
ami z visokimi indeksi n (Arzimovi�
 in Pomeran�
uk, 1945). Zato lahko uporabimoasimptoti�
no ena�
bo (70.9), po kateri veljaJ2n(2n�) � 1p�n1=3�[n2=3(1� �2)℄: (74.12)To vstavimo v ena�
bo (74.9) in dobimo naslednjo ena�
bo za spektralno porazdelitev se-vanja za velike vrednosti n: yIn = �2e4H2m
2E u1=2p�m2
3 ��0(u) + u2 Z 1u �(u) du� ; (74.13)u = n2=3�m
2E �2 :Ko gre u ! 0, gre funk
ija med zavitima oklepajema proti konstantni limiti �0(0) =�0; 4587 : : : z x Zato za u� 1 veljaIn = 0:52e4H2m2
3 �m
2E �2 n1=3; 1� n� � Em
2�3 : (74.14)Za u� 1 lahko uporabimo asimptoti�
ni izraz za Airyjevo funk
ijo (glej opombo na strani152). DobimoIn = e4H2 �m
2E �5=2 n1=22p�m2
3 exp(�23n�m
2E �3) ; n� � Em
2�3 ; (74.15)�Ta rezultat je seveda v skladu s kotno porazdelitvijo jakosti, ki smo jo dolo�
ili v predhodnem razdelku[glej ena�
bo (73.12)℄; vseeno pa naj bral
a opozorimo, da kot � v tem razdelku ni enak kotu � med vektorjeman in v v x 73.yPri tem smo limito integrala n2=3 poslali proti neskon�
nosti, saj s tem ne izgubimo na natan�
nosti; polegtega smo postavili v = 
, kjer smo mogli. �Ceprav so v integralu (74.9) pomembne vrednosti � okoli 1, jeuporaba ena�
be (74.12) vseeno dopustna, saj integral hitro integrira na spodnji meji.zIz de�ni
ije Airyjeve funk
ije sledi�0(0) = � 1p� Z 10 � sin �33 d� = � 1p� � 31=3 Z 10 x�1=3 sinxdx = �31=6� � 23�2p� :xVelja Z 10 x�1=n sinxdx = 
os� �2n���1� 1n� :op. prev.Polje, v. 1



74 SINHROTRONSKO SEVANJE (ZAVORNO SEVANJE) 205kar pomeni, da jakost pada eksponentno za velike vrednosti n.Spekter ima torej vrh v okoli
i n � � Em
2�3 ;najve�
ji dele�z sevanja pa je zgo�s�
en na obmo�
ju frekven
! � !H � Em
2�3 = eHm
 � Em
2�2 : (74.16)Te vrednosti ! so zelo visoke v primerjavi z razliko dveh sosednjih frekven
, !H . Re�
emolahko, da je spekter \kvazizvezen", saj je sestavljen iz velikega �stevila bli�znjih spektralnih �
rt.Namesto porazdelitvene funk
ije In lahko zato vpeljemo porazdelitev po zvezni frekven
i! = n!H , �
e zapi�semo dI = In dn = In d!!H :Pri numeri�
nih izra�
unih je priro�
no izraziti to porazdelitev z Ma
Donaldovo funk
ijo K� .� S preprostim preoblikovanjem ena�
be (74.13) dobimodI = d!p32� e3Hm
2 F � !!
� ; F (�) = � Z 1� K5=3(�) d�; (74.17)kjer smo vpeljali !
 = 3eH2m
 � Em
2�2 : (74.18)Na sliki 14 je graf funk
ije F (�).Kon�
no opi�simo �se primer, ko se dele
 ne giblje po orbiti v ravnini, temve�
 po vija�
ni
i,torej primer, ko ima dele
 od ni�
 razli�
no komponento hitrosti v longitudinalni smeri (vzdol�zpolja) vk = v 
os� (kjer je � kot medH in v). Frekven
a kro�znega gibanja je �se vedno podanaz (74.1), vektor v pa se sedaj ne giblje po kro�zni
i, temve�
 na povr�sini sto�z
a z osjo v smerivzdol�z polja H in s kotom sto�z
a 2�. Celotno jakost sevanja (de�nirano kot 
elotno energijo,ki jo dele
 izgubi na enoto �
asa) dobimo iz ena�
be (74.2), �
e H nadomestimo z H? = H sin�.V ultrarelativisti�
nem primeru je sevanje zgo�s�
eno v smereh v bli�zini tvorilk \sto�z
ahitrosti". Spektralno porazdelitev in 
elotno jakost (de�nirano tako kot zgoraj) dobimo izena�
b (74.17) in (74.10), �
e H nadomestimo z H?. �Ce nas zanima jakost sevanja v tehsmereh, kot jo izmeri mirujo�
i opazovale
, moramo vpeljati dodatni faktor, ki opi�se u�
inekpribli�zevanja in oddaljevanja od sevajo�
ega del
a. Ta faktor je podan z razmerjem dt=dtobs,� Povezava med Airyjevo funk
ijo in funk
ijo K1=3 je podana z ena�
bo (4) v opombi na strani 152. Uporabitimoramo �se naslednji rekurzivni rela
iji:K��1(x)�K�+1(x) = �2�x K�(x); 2K0�(x) = �K��1(x)�K�+1(x):Velja �se K��(x) = K�(x). Brez te�zav lahko na primer doka�zemo, da velja�0(t) = � tp3�K2=3 �23 t3=2� : Polje, v. 1
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Slika 14:kjer je dtobs �
asovni interval med zaporednimi trenutki, ko do opazoval
a pridejo signali, kijih izvor odda vsakih dt sekund. O�
itno jedtobs = dt�1� 1
 vk 
os �� ;kjer je � kot med smerema k in H (predpostavili smo, da je vzdol�zna komponenta hitrostivk v pozitivni smeri vektorja H). V ultrarelativisti�
nem primeru, ko je smer k blizu smeri v,velja � � �, tako da je dtdtobs = �1� vk
 
os���1 � 1sin2 �: (74.19)NALOGENALOGA 1. Kako se s �
asom spreminja energija del
a, ki se giblje po kro�znem tiru v nespre-menljivem homogenem magnetnem polju in izgublja energijo s sevanjem.Re�sitev: Z uporabo ena�
be (74.2) izra�
unamo, koliko energije se izgubi na enoto �
asa:� dEdt = 2e4H23m4
7 (E2 �m2
4);(pri �
emer je E energija del
a). Od tod slediEm
2 = 
oth�2e4H23m3
5 t� konst� :Ko t nara�s�
a, energija monotono upada in se asimptoti�
no pribli�zuje vrednosti E = m
2 (kar ustrezadel
u, ki se je povsem ustavil).NALOGA 2. Izra�
unaj asimptoti�
ni izraz za spektralno porazdelitev sevanja pri visokih vrednostihn za del
e, ki se giblje po krogu s hitrostjo, ki ni blizu svetlobne.Re�sitev: Uporabimo dobro poznano asimptoti�
no formulo iz teorije Besselovih funk
ij:Jn(n�) = 1p2�n(1� �2)1=4 � �1 +p1� �2 ep1��2�n ;Polje, v. 1



75 SEVALNO DU�SENJE 207ki velja za n(1� �2)3=2 � 1. Z uporabo te formule dobimo iz (74.9):In = e4H2n1=22p�m2
3 �1� v2
2�5=4 24 v
1 +q1� v2
2 eq1� v2
2 352n :Ta ena�
ba velja pod pogojem, da je n[1�(v2=
2)℄3=2 � 1; �
e je poleg tega 1�(v2=
2) majhna koli�
ina,se ta izraz poenostavi v (74.15).NALOGA 3. Kako je polarizirano sinhrotronsko sevanje?Re�sitev: Elektri�
no polje En izra�
unamo iz vektorskega poten
iala An (74.6)-(74.7) s pomo�
joena�
be En = ik (k�An)� k = � ikk(k �An) + ikAn:Naj bosta e1 in e2 enotska vektorja v ravnini, pravokotni na k, tako da je e1 vzporeden z osjo x, e2pa le�zi v ravnini Y Z [njune komponente so e1 = (1; 0; 0), e2 = (0; sin �;� 
os �)℄; vektorji e1, e2 in ktvorijo desnoro�
ni sistem. Elektri�
no polje jeEn = ikAxne1 + ik sin �Ayne2;�
e pa izpustimo nepomembne skupne faktorje, pa lahko pi�semoEn � v
 J 0n �nv
 
os ��e1 + tan �Jn �nv
 
os �� ie2:Valovanje je elipti�
no polarizirano (glej x 48).V ultrarelativisti�
nem primeru lahko za velike n in majhne kote � funk
iji Jn in J 0n zapi�semo sfunk
ijama K1=3 in K2=3, pri �
emer kot argument funk
ij uporabimo pribli�zek1� v2
2 
os2 � � 1� v2
2 + �2 = �m
2E �2 + �2:Tako dobimo En = e1 K2=3 �n3 3�+ ie2�K1=3 �n3 � ;  =s�m
2E �2 + �2:Pri � = 0 elipti�
na polariza
ija degenerira v linearno polariza
ijo vzdol�z e1. Za velike � (j�j � m
2=E ,n�3 � 1) velja K1=3(x) � K2=3(x) � p�=2xe�x, in polariza
ija postaja kro�zna: En � e1 + ie2;vendar pa hkrati postaja jakost sevanja eksponentno majhna. Na vmesnem kotnem obmo�
ju je kraj�saos elipse usmerjena vzdol�z osi e2, dalj�sa pa vzdol�z e1. Smer sukanja je odvisna od predznaka kota �(� > 0, �
e smeri H in k ka�zeta v nasprotni smeri ravnine tira, kot je prikazano na sliki 13).x75 Sevalno du�senjeV x 65 smo pokazali, da razvoj poten
ialov polja sistema nabojev v vrsto po poten
ah v=
vodi v drugem pribli�zku k Lagrangevi funk
iji, s katero lahko gibanje del
ev v 
eloti opi�semo(seveda v okviru tega pribli�zka). Sedaj bomo nadaljevali razvoj do �
lenov vi�sjega reda inopisali pojave, ki jih ti �
leni prinesejo.V razvoju skalarnega poten
iala � = Z 1R�t�R
 dV; Polje, v. 1



208 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 75se �
len tretjega reda glasi �(3) = � 16
3 �3�t3 Z R2�dV: (75.1)Iz istega razloga kot v izpeljavi, ki je sledila ena�
bi (65.3), zadostuje, �
e v razvoju vektorskegapoten
iala vzamemo �
len drugega reda po 1=
, ki jeA(2) = � 1
2 ��t Z jdV: (75.2)Sedaj bomo poten
iala pretvorili s transforma
ijo�0 = �� 1
 �f�t ; A0 = A+rf;pri �
emer si bomo funk
ijo f izbrali tako, da bo skalarni poten
ial �0(3) postal enak ni�
:f = � 16
2 �2�t2 Z R2�dV:Novi vektorski poten
ial je enakA0(2) = � 1
2 ��t Z jdV � 16
2 �2�t2rZ R2�dV= � 1
2 ��t Z jdV � 13
2 �2�t2 Z R�dV:Od integralskega zapisa se preselimo k vsoti po posameznih nabojih. Prvi �
len na desnizapi�semo kot � 1
2 X e _v:V drugem �
lenu zapi�semo R = R0 � r, kjer imata R in r njun obi�
ajni pomen (glej x 66):tedaj je _R = � _r = �v, drugi �
len pa postane13
2 X e _v:Zato je A0(2) = � 23
2 X e _v: (75.3)Magnetno polje, ki ustreza tem poten
ialu, je enako ni�
 (H = r �A0(2) = 0), ker A0(2)ne vsebuje koordinat ekspli
itno. Elektri�
no polje E = �(1=
) _A0(2) pa je enakoE = 23
3 �d; (75.4)kjer je d dipolni moment sistema.�Cleni tretjega reda v razvoju polja vodijo torej k dodatnim silam, ki delujejo na naboje, kiniso vsebovane v Lagrangevi funk
iji (65.7); te sile so odvisne od �
asovnega odvoda pospe�skanabojev.Polje, v. 1



75 SEVALNO DU�SENJE 209Oglejmo si sistem nabojev, ki se gibljejo sta
ionarno �. Izra�
unali bomo povpre�
no delo,ki ga polje (75.4) opravi na enoto �
asa. Sila, ki deluje na vsak naboj e, je enaka f = eE, torejf = 2e3
3 ...d : (75.5)Delo, ki jo ta sila opravi na enoto �
asa, je f � v, zato je 
elotno delo, ki je opravljeno na vsehdel
ih, enako vsoti tega izraza po vseh nabojih:X f � v = 23
3 ...d �X ev = 23
3 ...d � _d = 23
3 ddt( _d � �d)� 23
3 (�d)2:Ob ra�
unanju povpre�
ja po �
asu prvi �
len odpade, tako da je povpre�
no delo enakoX f � v = � 23
3 �d2: (75.6)Izraz na desni je (�
e odmislimo obratni predznak) kar enak povpre�
ni energiji, ki jo sistemizseva na enoto �
asa [glej (67.8)℄. Zato sile (75.5), ki se pojavijo v tretjem redu pribli�zka,opisujejo silo reak
ije zaradi sevanja nabojev. Te sile se imenujejo sevalno du�senje ali sileLorentzevega trenja.Skupaj z energijo sistem sevajo�
ih nabojev izgublja tudi vrtilno koli�
ino. Upadanje vrtilnekoli�
ine, dM=dt, izra�
unamo s pomo�
jo izraza za sile sevalnega du�senja. �Casovni odvodvrtilne koli�
ine M = P r � p je enak _M = P r � _p, ker je P _r � p = Pm(v � v) � 0.�Casovni odvod gibalne koli�
ine del
a nadomestimo z silo sevalnega du�senja (75.5), ki delujena dele
, in dobimo _M =X r� f = 23
3 X er� ...d = 23
3d� ...d :Zanima nas �
asovno povpre�
je upadanja vrtilne koli�
ine pri sta
ionarnem gibanju, podobnokot smo prej obravnavali �
asovno povpre�
je izgubljanja energije. Zapi�semod� ...d = ddt(d� �d)� _d� �d:�Casovni odvod (prvi �
len) ob ra�
unanju povpre�
ja odpade. Tako kon�
no dobimo naslednjiizraz za povpre�
no upadanje vrtilne koli�
ine sistema, ki seva: ydMdt = � 23
3 _d� �d: (75.7)Do sevalnega du�senja pride tudi, �
e se en sam dele
 giblje v zunanjem polju. Sila du�senjaje enaka f = 2e23
3 �v: (75.8)Kadar imamo en sam naboj, si lahko vedno izberemo tak�sen opazovalni sistem, da v njemnaboj ob izbranem trenutku miruje. �Ce bi v tak�snem opazovalnem sistemu izra�
unali vi�sje�
lene v razvoju polja, ki ga ustvarja naboj, bi ugotovili, da ima polje naslednjo lastnost. Ko� �Ce smo bolj natan�
ni, gre tu za gibanje, ki bi bilo sta
ionarno, �
e ne bi bilo sevanja. Zaradi sevanja pa segibanje po�
asi upo�
asnjuje.yRezultat je skladen z rezultatom (3) v drugi nalogi v x 72. Polje, v. 1



210 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 75gre oddaljenost R od naboja do izbrane to�
ke v polju proti ni�
, gredo vsi vi�sji �
leni protini�
. To pomeni, da je v primeru enega naboja ena�
ba (75.8) to�
en izraz za povratni u�
inek(reak
ijo) sevanja v opazovalnem sistemu, v katerem naboj miruje.Vseeno pa ne smemo pozabiti, da je opis delovanja naboja \samega nase" preko silesevalnega du�senja v splo�snem neustrezen in vsebuje protislovja. Gibalna ena�
ba naboja (vodsotnosti zunanjega polja), na katerega deluje le sila (75.8), jem _v = 2e23
3 �v:Ta ena�
ba ima poleg trivialne re�sitve v = konst tudi re�sitev, pri kateri je pospe�sek _v so-razmeren z exp(3m
3t=2e2), kar pomeni, da s �
asom nara�s�
a preko vseh mej. To na primerpomeni, da bi bil naboj, ki bi preletel poljubno polje, neskon�
no \samo-pospe�sen". Nesmisel-nost tak�snega rezultata je dokaz, da je veljavnost ena�
be (75.8) omejena.Zastavlja se vpra�sanje, kako teorija elektrodinamike, v kateri je zakon o ohranitvi energijevedno izpolnjen, vodi k nesmiselnemu rezultatu, da lahko energija prostega naboja nara�s�
aproti neskon�
nosti. Izvor te te�zave je razviden �ze v prej�snjih opazkah (x 37) o neskon�
nielektromagnetni \lastni masi" osnovnih del
ev. Ko v gibalni ena�
bi del
u dodelimo kon�
nomaso, smo s tem pravzaprav del
u formalno pripisali neskon�
no negativno \lastno maso",ki nima elektromagnetnega izvora, ki nam skupaj z elektromagnetno maso da kon�
no masodel
a. Ker pa od�stevanje ene neskon�
ne koli�
ine od druge neskon�
ne koli�
ine ni povsempravilen matemati�
ni postopek, to vodi �se k �stevilnim dodatnim te�zavam, med katerimi jetudi ta, ki smo jo opisali zgoraj.V koordinatnem sistemu, v katerem je hitrost del
a majhna, lahko gibalno ena�
bo s�
lenom, ki opisuje sevalno du�senje, zapi�semo kotm _v = eE+ e
v �H+ 23 e2
3 �v: (75.9)Iz predhodne razprave je razvidno, da ta ena�
ba velja le tedaj, ko je sila du�senja majhna vprimerjavi s silo, s katero na naboj deluje zunanje polje.Razjasnimo sedaj �zikalni pomen tega pogoja. V opazovalnem sistemu, v katerem nabojob izbranem trenutku miruje, je drugi odvod hitrosti enak (�
e zanemarimo silo du�senja)�v = em _E+ em
 _v �H:V drugem �
lenu na desni nadomestimo _v z (e=m)E (kar je pribli�zek istega reda), in dobimo�v = em _E+ e2m2
E�H:Od tod sledi, da je sila sevalnega du�senja sestavljena iz dveh prispevkov:f = 2e33m
3 _E+ 2e43m2
4E�H: (75.10)�Ce je ! frekven
a gibanja, je _E sorazmeren z !E, zato je prvi �
len reda (e3!=m
3)E; drugi�
len je reda (e4=m2
4)EH. Zato lahko pogoj, da je sila du�senja majhna v primerjavi s silopolja eE, s katero zunanje polje deluje na naboj, zapi�semo najprej s prvo neena�
boe2m
3! � 1;Polje, v. 1



75 SEVALNO DU�SENJE 211kar lahko, �
e vpeljemo valovno dol�zino � � 
=!, pretvorimo v�� e2m
2 : (75.11)Ena�
ba (75.8) za sevalno du�senje velja le, �
e je valovna dol�zina sevanja, ki vpada nadele
, velika v primerjavi s \polmerom" naboja e2=m
2. Ponovno ugotovimo, da je razdaljavelikostnega reda e2=m
2 meja, pod katero elektrodinamika vodi k notranjim protislovjem(glej x 37).�Ce primerjamo drugi prispevek k sili du�senja s silo eE, dobimo drugi pogojH � m2
4e3 : (75.12)Potrebni pogoj je torej tudi ta, da polje ni premo�
no. Tudi polje velikostnega reda m2
4=e3je meja, nad katero vodi klasi�
na elektrodinamika k protislovjem. Zavedati pa se moramo,da je v resni
i meja, nad katero elektrodinamika ne velja ve�
, �se veliko ni�zja zaradi kvantnihu�
inkov. �Da bi se izognili nesporazumom, naj bral
a opomnimo, da se valovna dol�zina (75.11) injakost polja v (75.12) nana�sata na opazovalni sistem, v katerem dele
 miruje ob izbranemtrenutku. NALOGANALOGA Izra�
unaj, v kolik�snem �
asu \padeta eden proti drugemu" dva naboja, ki se privla�
itain se gibljeta po elipti�
nemu tiru (s hitrostjo, ki je majhna v primerjavi s svetlobno), ter izgubljataenergijo s sevanjem.Re�sitev: �Ce predpostavimo, da je relativna izguba energije v �
asu enega obhoda majhna, lahko�
asovni odvod energije energije izena�
imo s povpre�
no jakostjo sevanja (ki smo jo izra�
unali v prvinalogi v x 70): djEjdt = (2jEj)3=2�5=2�33
3M5 � e1m1 � e2m2�2 �3� 2jEjM2��2 � ; (1)kjer je � = je1e2j. Poleg energije del
a izgubljata tudi vrtilno koli�
ino. Koli�
ina vrtilne koli�
ine, kise izgubi na enoto �
asa, je podana z (75.7); vanjo vstavimo d iz izraza (70.1), upo�stevamo, da je��r = ��r=r3 in M = �r� v, in dobimodMdt = � 2�3
3 � e1m1 � e2m2�2 Mr3 :Izra�
unamo povpre�
je tega izraza po periodi gibanja. Ker se M spreminja po�
asi, zadostuje, da nadesni strani ena�
be izra�
unamo povpre�
no vrednost od r�3; izra�
unamo jo na povsem enak na�
in, kotsmo ra�
unali povpre�
je r�4 v prvi nalogi v x 70. Kot rezultat dobimo naslednji izraz za povpre�
nospremembo vrtilne koli�
ine na enoto �
asa:dMdt = �2�(2�jEj)3=23
3M3 � e1m1 � e2m2�2 (2)�Mejna vrednost jakosti polja je m2
3=~e, ko velja ~!H � m
2. Ta limita je ~
=e2 = 137 krat manj�sa odmejne vrednosti iz pogoja (75.12). Razmerje med temi razdaljami in R0 je reda ~
=e2 � 137. Polje, v. 1



212 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 76[podobno kot v ena�
bi (1) tudi tu opu�s�
amo pisanje znaka za povpre�
no vrednost℄. Ena�
bo (1) delimoz (2) in dobimo diferen
ialno ena�
bodjEjdM = � ��22M3 �3� 2 jEjM2��2 � ;od koder po integra
iji dobimo jEj = mu�22M2 �1� M3M30 �+ jE0jM0M: (3)Integra
ijska konstanta je izbrana tako, da za M =M0 velja E = E0, kjer sta M0 in E0 za�
etna vrtilnakoli�
ina in za�
etna energija.\Padanje" enega del
a proti drugemu ustreza limiti M ! 0. Iz (3) razberemo, da gre pri temE ! �1.Opazimo lahko, da gre zmno�zek jEjM2 proti ��2=2, iz ena�
be (70.3) pa je razvidno, da gre eks-
entri�
nost � proti ni�
. To pomeni, da ko se del
a pribli�zujeta eden proti drugemu, tiru postaja vednobolj podoben kro�zni
i. Izraz (3) vstavimo v (2) in izra�
unamo odvod dt= dM , izra�zen z M , od tod paz integra
ijo po M od M0 do 0 dobimo �
as padanja:tpade
 = 
3M50�p2jE0j�3 � e1m1 � e2m2��2 (p��2 +q2M20 jE0j)�2:x76 Sevalno du�senje v relativisti�
nem primeruIzpeljali bomo relativisti�
ni izraz za sevalno du�senje (za en sam naboj), ki bo veljal tudi prihitrostih, ki so primerljive s svetlobno. Ta sila bo sedaj vektor �
etvere
 gi, ki ga moramopri�steti k gibalni ena�
bi za naboj. Ta se v �stiridimenzionalnem zapisu sedaj glasim
 duids = e
F ikuk + gi: (76.1)Ko je v � 
, morajo prostorske komponente biti enake komponentam vektorja f=
 (75.8).Hitro se lahko prepri�
amo, da ima vektor (2e2=3
)(d2u=ds2) to lastnosti. Ni pa izpolnjenpogoj giui = 0, ki mora veljati za vsak �
etvere
 sile. Da bo ta pogoj izpolnjen, moramok izrazu pri�steti pomo�zni �
etvere
, sestavljen iz �
etver
a hitrosti ui in njegovih odvodov.Prostorske komponente pomo�znega �
etver
a morajo biti enake ni�
 v limiti v = 0, tako dase ne bodo spremenile pravilne vrednosti vektorja f , ki so �ze podane z (2e2=3
)(d2u=ds2).�Cetvere
 ui ta pogoj izpolnjuje, zato mora biti dodatni �
len oblike �ui. Skalar � si moramoizbrati tako, da bi izpolnjen pogoj giui = 0. Tako dobimogi = 2e23
 �d2uids2 � uiukd2ukds2 � : (76.2)S pomo�
jo gibalne ena�
be lahko ta izraz zapi�semo v druga�
ni obliki, �
e odvod d2ui=ds2zapi�semo neposredno s tenzorjem zunanjega polja, ki deluje na dele
:duids = em
2F ikuk;d2uids2 = em
2 �F ik�xl ukul + e2m2
4F ikFklul:Polje, v. 1



76 SEVALNO DU�SENJE V RELATIVISTI�CNEM PRIMERU 213Ko to vstavljamo v izraz za gi, moramo upo�stevati, da je zmno�zek tenzorja �F ik=�xl, ki jeantisimetri�
en v indeksih i in k, s simetri�
nim tenzorjem uiuk, identi�
no enak ni�
. Dobimotorej gi = 2e33m
3 �F ik�xl ukul � 2e43m2
5F ilFkluk + 2e43m2
5 (Fklul)(F kmum)ui: (76.3)Integral �
etver
a sile gi po svetovni
i del
a, ki potuje v danem polju, mora biti enak (dopredznaka natan�
no) �
etver
u 
elotne energije in gibalne koli�
ine �P i, ki ju je izseval dele
[tako kot je povpre�
na vrednost sile f v nerelativisti�
nem primeru enaka jakosti dipolnegasevanja; glej (75.6)℄. Hitro se lahko prepri�
amo, da je to res. Prvi �
len v (76.1) ob integra
ijiodpade, ker v neskon�
nosti dele
 ni pospe�sen, torej ( dui=ds) = 0. Drugi �
len integriramo podelih �Z gi ds = 2e23
 Z ukuid2ukds2 ds = �2e23
 Z dukds dukds dxi;kar je povsem enako izrazu (73.4).Ko je hitrost del
a blizu svetlobne hitrosti, so najve�
je tiste prostorske komponente�
etver
a (76.2), v katerih se pojavljajo produkti treh komponent �
etver
a hitrosti. Zatoohranimo le te �
lene iz (76.2) in uporabimo povezavo (9.18) med prostorskimi komponentami�
etver
a gi in tridimenzionalnim vektorjem sile f . Za vektor slike tako dobimo naslednji izraz:f = 2e43m2
5 (Fklul)(F kmum)n;kjer je n enotski vektor v smeri hitrosti v. To pomeni, da v tem primeru sila f ka�ze v nasprotnismeri od hitrosti del
a; �
e dele
 potuje v smeri osi X, potem lahko zgornjo ena�
bo razpi�semoin dobimo izraz fx = � 2e43m2
4 (Ey �Hz)2 + (Ez +Hy)21� v2
2 (76.4)(v izrazu smo postavili v = 
 povsod, razen v imenoval
u).Vidimo, da je sevalno du�senje ultrarelativisti�
nega del
a sorazmerno s kvadratom njegoveenergije.Opi�simo �se naslednji zanimiv pojav. Predhodno smo pokazali, da je izraz za sevalnodu�senje veljaven le za polja, ki so (v opazovalnem sistemuK0, v katerem dele
 miruje) majhnav primerjavi z m2
4=e3. Naj bo F velikostni red zunanjega polja v opazovalnem sistemu K,v katerem se dele
 giblje s hitrostjo v. V opazovalnem sistemu K0 je velikostni red poljaF=p1� v2=
2 (v skladu z ena�
bami za pretvorbo iz x 24). Zato mora F zadovoljiti pogoje3Fm2
4q1� v2
2 � 1: (76.5)Razmerje med silo du�senja (76.3) in zunanjo silo (� eF ) je velikostnega redae3Fm2
4 �1� v2
2 � ;kar pomeni, da je lahko navkljub izpolnjenemu pogoju (76.5) pri zadosti visoki energiji del
asila du�senja velika v primerjavi z obi�
ajno Lorentzevo silo, ki deluje na dele
 v elektromag-Polje, v. 1



214 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 76netnem polju. � Zato je lahko pri ultrarelativisti�
nem del
u sevalno du�senje najve�
ja sila, kina dele
 deluje.V tem primeru je izgubljanje (kineti�
ne) energije del
a na enoto dol�zine njegove poti karenako sili du�senja fx; ker je ta sorazmerna s kvadratom energije del
a, lahko zapi�semodEkindx = �k(x)E2kin;kjer z k(x) ozna�
imo od koordinate x odvisni koe�
ient, ki ga lahko zapi�semo s pre�
nimikomponentami polja kot v ena�
bi (76.3). Integral te ena�
be je1Ekin = 1E0 + Z x�1 k(x) dx;kjer je E0 za�
etna energija del
a (torej njegova energija za x! �1). Kon�
na energija del
aE1 po njegovem prehodu skozi polje, je podana z1E1 = 1E0 + Z +1�1 k(x) dx:Vidimo, da gre v limiti E0 ! 1 kon�
na energija E1 proti konstantni limiti, ki ni odvisna odE0 (I. Pomeran�
uk, 1939). Z drugimi besedami, po preletu polja energija del
a ne mora bitive�
ja od energije E
rit, de�nirane z ena�
bo1E
rit = Z +1�1 k(x) dx:�Ce vstavimo izraz za k(x), lahko to zapi�semo kotE�1
rit = 23m2
4 � e2m
2�2 Z +1�1 [(Ey �Hz)2 + (Ez +Hy)2℄ dx: (76.6)NALOGENALOGA 1. Izra�
unaj najve�
jo energijo, ki jo lahko ima dele
, ko prepotuje polje magnetnegadipola m; vektor m in smer gibanja naj le�zita v isti ravnini.Re�sitev: Ravnino, v kateri le�zi vektor m in smer gibanja, si izberimo za ravnino XZ tako, da sedele
 giblje vzporedno z osjo X in da je od osi oddaljen za �. Pre�
ni komponenti polja magnetnegadipola sta [glej (44.3)℄:Hy = 0;Hz = 3(m � r)z �mzr2r2 = m(�2 + x2)5=2 �3(� 
os�+ x sin�)�� (�2 + x2) 
os���Poudariti moramo, da ta rezultat ni v navzkri�zju z na�so izpeljavo relativisti�
nega izraza za �
etvere
 sile gi,v kateri smo privzeli, da je sila du�senja \majhna" v primerjavi s �
etver
em sile (e=
)F ikuk. Zadostuje namre�
,da so komponente prvega �
etver
a majhne v primerjavi s komponentami drugega v enem opazovalnem sistemu;zaradi relativisti�
ne invariantnosti so �stiridimenzionalne ena�
be, dobljene ob tej predpostavki, veljavne tudi vvseh drugih opazovalnih sistemih.Polje, v. 1



77 SPEKTRALNI RAZCEP SEVANJA V ULTRARELATIVISTI�CNEM PRIMERU 215(� je kot med m in osjo Z). To vstavimo v (76.6) in izra�
unamo integral. Dobimo1E
rit = m2�64m2
4�5 � e2m
2�2 (15 + 25 
os2 �):NALOGA 2. Zapi�si tridimenzionalni izraz za silo upora v relativisti�
nem primeru.Re�sitev: �Ce izra�
unamo prostorske komponente �
etver
a (76.2), dobimof = 2e33m
3 �1� v2
2��1=2 �� ��t + v � r�E+ 1
v �� ��t + v � r�H�++ 2e43m2
4 �E�H+ 1
H� (H� v) + 1
E(v � E)��� 2e43m2
5 �1� v2
2 �v "�E+ 1
v �H�2 � 1
2 (E � v)2# :x77 Spektralni raz
ep sevanja v ultrarelativisti�
nem primeruV x 73 smo pokazali, da ultrarelativisti�
ni dele
 seva predvsem naprej, v smeri svoje hitrosti:ve�
ino sevanja dobimo v notranjosti ozkega pasu kotov�� �r1� v2
2okoli smeri vektorja v.Pri obravnavi spektralnega raz
epa sevanja je klju�
nega pomena povezava med velikostjopasu kotov �� in kotom odklona del
a � ob njegovem letu skozi elektromagnetno polje.Kot � lahko dolo�
imo po naslednji poti. Sprememba pre�
ne (glede na smer gibanja)gibalne koli�
ine del
a je velikostnega reda zmno�zka pre�
ne sile eF � in trajanja preleta skozipolje, t � a=v � a=
, kjer je a velikost obmo�
ja, na katerem je polje ob�
utno ve�
je od 0).Razmerje med to koli�
ino in gibalno koli�
inop = mvp1� v2=
2 � m
p1� v2=
2dolo�
a velikostni red majhnega kota �:� � eFam
2r1� v2
2 :To delimo z ��, pa dobimo ��� � eFam
2 : (77.1)� �Ce si izberemo os X v smeri gibanja del
a, tedaj je (eF )2 vsota kvadratov komponent Y in Z Lorentzevesile eE+ ev=
 �H, v kateri lahko postavimo v � 
:F 2 = (Ey �Hz)2 + (Ez +Hy)2: Polje, v. 1



216 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 77Poudarimo naj, da to razmerje ni odvisno od hitrosti del
a, in da je povsem dolo�
eno zlastnostmi zunanjega polja samega.Najprej predpostavimo, da velja eFa� m
2; (77.2)kar pomeni, da je odklon del
a veliko ve�
ji od ��. V tem primeru lahko re�
emo, da dobimosevanje v neki smeri le iz tistega dela trajektorije, kjer je hitrost del
a skoraj vzporedna s tosmerjo (pod kotom najve�
 ��). Dol�zina tega dela je kratka v primerjavi z a. Polje F lahkona tem odseku smatramo kot konstantno in ker lahko kratek odsek poljubne krivulje vednosmatramo kot kratek kro�zni lok, veljajo rezultati za sevanje med enakomernim gibanjem pokrogu iz x 74, �
e H nadomestimo z F . Trdimo lahko na primer, da je glavnina sevanja zbranana frekven�
nem obmo�
ju blizu ! � eFm
�1� v2
2 � (77.3)[glej (74.16)℄.V nasprotnem primeru, ko velja eFa� m
2; (77.4)je kot odklona del
a iz prvotne smeri majhen v primerjavi z ��. V tem primeru dele
 sevapredvsem v ozko kotno obmo�
je �� okoli smeri gibanja, v izbrano to�
ko pa pride valovanje,ki je bilo izsevano vzdol�z 
elotne poti.Spektralno porazdelitev jakosti izra�
unamo s pomo�
jo Lienard-Wie
hertovih izrazov (73.8)za polje v valovnem obmo�
ju. Dolo�
imo Fourierovo komponentoE! = 12� Z 1�1Eei!t dt:Izraz na desni strani ena�
be (73.8) je odvisen od zakasnjenega �
asa t0, ki je dolo�
en s pogojemt0 = t � R(t0)=
. Pri veliki oddaljenosti od del
a, ki potuje s skoraj konstantno hitrostjo v,dobimo t0 � t� R0
 + 1
n � r(t0) � t� R0
 + 1
n � vt0(r = r(t0) � vt0 je krajevni vektor del
a), oziromat = t0 �1� n � v
 �+ R0
 :Integra
ijo po t nadomestimo z integra
ijo po t0, pri �
emer uporabimodt = dt0 �1� n � v
 � :Tako dobimoE! = e
2 eikR0R0 �1� n�v
 �2 Z +1�1 n� n�n� v
 ��w(t0)o ei!t0(1�n�v
 ) dt0: (77.5)Hitrost v smatramo za konstantno; le pospe�sek w(t0) se spreminja s �
asom. Vpeljemo zapis!0 = ! �1� v � n
 � ; (77.6)Polje, v. 1



77 SPEKTRALNI RAZCEP SEVANJA V ULTRARELATIVISTI�CNEM PRIMERU 217ustrezno frekven�
no komponento pospe�ska pa ozna�
imo z w!0 . Tako lahko E! zapi�semo kotE! = e
2 eikR0R0 � !!0�2 n� n�n� v
 ��w!0o :Z uporabo ena�
be (66.9) kon�
no dobimo energijo na frekven�
nem intervalu d!, izsevano vprostorski kot do: dEn! = e22�
3 � !!0�4 ���n� n�n� v
 ��w!0o���2 do d!2� : (77.7)Velikostni red frekven
, pri katerih je sevanje najbolj izdatno, lahko v primeru (77.4)najla�ze o
enimo, �
e upo�stevamo, da se Fouriereva komponenta w!0 od ni�
 ob�
utno razlikuje,�
e je �
as 1=!0 oziroma 1! �1� v2
2 �istega velikostnega reda kot �
as a=v � a=
, v katerem se pospe�sek del
a mo�
no spremeni.Tako dobimo ! � 
a�1� v2
2 � : (77.8)Energijska odvisnost frekven
e je enaka kot v (77.3), le da je koe�
ient druga�
en.Pri obravnavi obeh primerov (77.2) in (77.4) smo predpostavili, da je energija, ki jo dele
izgubi med potovanjem skozi polje, razmeroma majhna. Sedaj bomo pokazali, da prvi primerpokriva tudi sevanje ultrarelativisti�
nega del
a, ki izgubi izdaten del svoje za�
etne energije.Energijo, ki jo dele
 izgubi v polju lahko o
enimo iz dela Lorentzeve sile trenja. Sila (76.3)na poti � a opravi delo, ki je velikostnega redaaf � e4F 2am2
4 �1� v2
2 � :To je primerljivo s 
elotno energijo del
a,m
2=r1� v2
2 ;�
e se polje razteza na razdalji a � m3
6e4F 2r1� v2
2 : (77.9)Pogoj (77.2) je tedaj samodejno zado�s�
en:aeF � m3
6e3F r1� v2
2 � m
2;ker mora polje F nujno zadostiti pogoju (76.5)Fq1� v2
2 � m2
4e3 ;si
er obi�
ajne elektrodinamike sploh ne bi mogli uporabiti. Polje, v. 1



218 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 78NALOGENALOGA 1. Dolo�
i spektralno porazdelitev 
elotne (po vseh smereh) jakosti svetlobe, �
e veljapogoj (77.2).Re�sitev: Na vsakem diferen
ialno kratkem odseku tira je sevanje dolo�
eno z (74.13), pri �
emermoramo H nadomestiti s pre�
no silo F v izbrani to�
ki, poleg tega pa se moramo �se preseliti iz diskret-nega v zvezni frekven�
ni spekter. To pretvorbo opravimo tako, da formalno pomno�zimo z dn inuporabimo zamenjavo In dn = In dnd! d! = In d!!0 :Nato integriramo po �
asu in dobimo spektralno porazdelitev 
elotnega sevanja v naslednji obliki:dE! = � d! 2e2!p�
 �1� v2
2�Z +1�1 �1u�0(u) + 12 Z 1u �(u) du� dt;kjer je �(u) Airyjeva funk
ija z argumentovu = �m
!eF �1� v2
2��2=3 :Integrand je impli
itno odvisen od integra
ijske spremenljivke t preko koli�
ine u (F , skupaj z njimpa u, se spreminja vzdol�z poti del
a; pri danem gibanju lahko to spreminjanje smatramo kot �
asovnoodvisnost).NALOGA 2. Dolo�
i spektralno porazdelitev 
elotne (po vseh smereh) jakosti svetlobe, �
e veljapogoj (77.4).Re�sitev: Upo�stevamo, da ima v tem primeru glavno vlogo sevanje pri majhnih kotih glede nasmer gibanja, in zapi�semo!0 = ! �1� v
 
os �� � !�1� v
 + �22 � � !2 �1� v2
2 + �2� :Integra
ijo po kotih do = sin � d� d� � � d� d� v (77.7) nadomestimo z integra
ijo po d� d!0=!.Ko razpisujemo kvadrat me�sanega produkta v (77.7), moramo upo�stevati, da je v ultrarelativisti�
nemprimeru vzdol�zna komponenta pospe�ska majhna v primerjavi s pre�
no komponento [z razmerjem 1�(v2=
2)℄, in da lahko tudi z visoko natan�
nostjo smatramo w in v kot medsebojno pravokotna. Takodobimo za spektralno porazdelitev 
elotnega sevanja naslednji izraz:dE! = e2! d!2�
3 Z 1!2 �1� v2
2 � jw!0 j2!02 "1� !!0 �1� v2
2�+ !22!02 �1� v2
2�2# d!0:x78 Sipanje na prostih nabojih�Ce na sistem nabojev pada elektromagnetno valovanje, bo polje povzro�
ilo gibanje nabojev.To gibanje nato povzro�
i sevanje v vseh smereh; re�
emo, da se za�
etno valovanje sipa nanabojih.Sipanje najla�ze opi�semo z razmerjem med koli�
ino energije, ki jo odda sipalni sistem vizbrano smer v prostoru na enoto �
asa, in gostoto energijskega pretoka vpadnega valovanja.To razmerje ima o�
itno dimenzije plo�s�
ine, zato ga imenujemo efektivni sipalni presek (angl.e�e
tive s
attering 
ross-se
tion) ali kar presek.Polje, v. 1



78 SIPANJE NA PROSTIH NABOJIH 219Naj bo dI energija, ki jo sistem izseva v prostorski kot do na enoto �
asa, in naj imavpadno valovanje Poyntingov vektor S. Tedaj lahko efektivni presek za sipanje (v prostorskikot do) zapi�semo z d� = dIS (78.1)(�
rti nad simboloma ozna�
ujeta �
asovno povpre�
je). Integral � koli�
ine d� po vseh smerehse imenuje skupni sipalni presek.Oglejmo si sipanje, ki ga povzro�
a mirujo�
i prosti naboj. Na naboj naj vpada ravnomonokromatsko linearno polarizirano valovanje. Njegovo elektri�
no polje lahko zapi�semo kotE = E0 
os(k � r� !t+ �):Predpostavili bomo, da je hitrost, ki jo dobi dele
 zaradi vpliva vpadnega valovanja,majhna v primerjavi s svetlobno hitrostjo (to velja v ve�
ini primerov). Tedaj je sila, ki delujena naboj, enaka eE, silo (e=
)v �H zaradi magnetnega polja pa lahko zanemarimo. V temprimeru lahko zanemarimo tudi u�
inek odmika del
a, ko ta niha v polju. �Ce naboj niha okoliizhodi�s�
a koordinatnega sistema, lahko v tem primeru predpostavimo, da je polje, ki delujena dele
, ves �
as enako polju v izhodi�s�
u, torejE = E0 
os(!t� �): (78.2)Ker je gibalna ena�
ba naboja enaka m�r = eE;njegov dipolni moment pa d = er, velja �d = e2mE: (78.3)Sipano sevanje bomo izra�
unali z ena�
bo za dipolno sevanje (67.7) (uporaba te ena�
beje utemeljena, saj smo predpostavili, da je hitrost del
a majhna). Opozorimo naj, da jefrekven
a izsevanega (sipanega) valovanja enaka frekven
i vpadnega valovanja.Izraz (78.3) vstavimo v (67.7) in dobimodI = e44�m2
3 (E� n0)2 do;kjer je n0 enotski vektor v smeri sipanja. Poyntingov vektor vpadnega valovanja pa jeS = 
4�E2: (78.4)Od tod dobimo sipalni presek za sipanje v prostorski kot do:d� = � e2m
2�2 sin2 � do; (78.5)kjer je � kot med smerjo sipanja (vektorjem n0) in smerjo elektri�
nega polja E vpadnegavalovanja. Vidimo, da efektivni sipalni presek prostega naboja ni odvisen od frekven
e.Polje, v. 1



220 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 78Dolo�
imo �se skupni sipalni presek �. Polarno os si izberemo v smeri vektorja E. Tedaj jedo = sin � d� d�; to vstavimo v izraz za do in integriramo po � od 0 do � in po � od 0 do 2�.Dobimo Thomsonovo formulo � = 8�3 � e2m
2�2 : (78.6)Kon�
no izra�
unajmo diferen
ialni sipalni presek do v primeru, ko vpadno valovanje nipolarizirano (navadna svetloba). Izra�
unati moramo povpre�
je ena�
be (78.5) po vseh smerehvektorja E v ravnini, pravokotni na smer �sirjenja vpadnega valovanja (smer valovnega vektorjak). Z e ozna�
imo enotski vektor, ki ka�ze v smeri vektorja E. Zapi�semo lahkosin2 � = 1� (n � e)2 = 1� n�n�e�e� :Pri ra�
unanju povpre�
ja si pomagamo z ena�
bo �e�e� = 12 �Æ�� � k�k�k2 � ; (78.7)in dobimo sin2 � = 12 �1 + (n � k)2k2 � = 12(1 + 
os2�);kjer je � kot med smerjo vpadnega in sipanega valovanja (sipalni kot). Efektivni sipalnipresek za sipanje nepolariziranega valovanja na prostem naboju jed� = 12 � e2m
2�2 (1 + 
os2�)do: (78.8)Zaradi sipanja deluje na dele
 neka sila. V to se lahko prepri�
amo z naslednjim premis-lekom. Valovanje, ki pada na dele
, izgubi povpre�
no 
W� energije na enoto �
asa, kjer je Wpovpre�
na gostota energije, � pa skupni sipalni presek. Ker je gibalna koli�
ina polja enakaenergiji polja, deljeni s svetlobno hitrostjo, vpadno valovanje na enoto �
asa izgubiW� gibalnekoli�
ine. Po drugi strani je v opazovalnem sistemu, v katerem naboj niha pod vplivom sile eE,in v katerem je hitrost naboja v majhna, skupni pretok gibalne koli�
ine sipanega valovanjaenak ni�
 do �
lenov vi�sjega reda po v=
 natan�
no (v x 73 smo videli, da v opazovalnem sistemu,v katerem je v = 0, dele
 ne seva gibalne koli�
ine). To pomeni, da naboj \absorbira" vsogibalno koli�
ino, ki jo izgubi vpadno valovanje. Povpre�
na sila f , ki deluje na dele
, je enakapovpre�
ju gibalne koli�
ine, ki se absorbira na enoto �
asa, torejf = �Wn0 (78.9)(n0 je enotski vektor v smeri vpadnega valovanja). Poudarimo naj, da je ta povpre�
na silakoli�
ina drugega reda po jakosti polja vpadnega valovanja, medtem ko je \trenutna" sila(katere glavni del je eE) koli�
ina prvega reda.Ena�
bo (78.9) lahko dobimo tudi tako, da izra�
unamo povpre�
no silo du�senja (75.10).Prvi �
len, ki je sorazmeren z _E, ob ra�
unanju povpre�
ja odpade, tako kot povpre�
je glavnegadela sila, eE. Drugi �
len nam daf = 2e43m2
4E2n0 = 8�3 � e2m
2�2 E24� n0;�Tenzor e�e� je simetri�
en in ima sled 1. �Ce ga pomno�zimo z k�, dobimo ni�
, ker sta e in k med sebojpravokotna. Zapisani izraz to lastnost ima.Polje, v. 1



78 SIPANJE NA PROSTIH NABOJIH 221kar je, �
e upo�stevamo ena�
bo (78.6), enako izrazu (78.9).NALOGENALOGA 1. Izra�
unaj efektivni sipalni presek za sipanje elipti�
no polarizirane svetlobe na prostemnaboju.Re�sitev: Polje valovanja lahko zapi�semo kot E = A 
os(!t+ �) +B sin(!t+ �), kjer sta A in Bmed seboj pravokotna vektorja (glej x 48). Podobno kot prej izpeljemo naslednji izraz za presek:d� = � e2m
2�2 (A� n)2 + (B� n)2A2 +B2 do:NALOGA 2. Izra�
unaj efektivni sipalni presek za sipanje linearno polariziranega valovanja nanaboju, na katerega deluje elasti�
na sila in ki lahko niha z majhno amplitudo (torej sipanje na nihalu).Re�sitev: Gibalna ena�
ba naboja v vpadnem polju E = E0 
os(!t+ �) je�r+ !20r = emE0 
os(!t+ �);ker je !0 frekven
a prostega nihanja. Re�sitev za vsiljeno nihanje jer = eE0 
os(!t+ �)m(!20 � !2) :Od tod izra�
unamo d in kon�
no dobimod� = � e2m
2�2 !4(!20 � !2)2 sin2 � do(� je kot med E in n0).NALOGA 3. Izra�
unaj skupni efektivni presek za sipanje svetlobe na elektri�
nem dipolu, ki semehansko obna�sa kot rotator. Frekven
a valovanja naj bo veliko ve�
ja od frekven
e 
0 prostega vrtenjarotatorja.Re�sitev: Zaradi pogoja ! � 
0 smemo zanemariti prosto vrtenje rotatorja. Zadostuje, daobravnavamo vsiljeno sukanje pod vplivom navora d�E, s katerim na dipol deluje valovanje. Gibalnaena�
ba se glasi J _
 = d � E, kjer je J vztrajnostni moment rotatorja, 
 pa kotna hitrost vrtenja.Spreminjanje dipolnega momenta vektorja, ko se ta vrti, ne da bi se mu ob tem spreminjala absolutnavrednost, je podano z ena�
bo _d = 
�d. Iz teh dveh ena�
b dobimo (�
e izpustimo �
len, ki je kvadratenpo majhni koli�
ini 
) �d = 1J (d�E)� d = 1J [Ed2 � (E � d)d℄:�Ce predpostavimo, da so vse smeri dipola v prostoru enako verjetne, in �
e izra�
unamo povpre�
jepo teh smereh, dobimo naslednji izraz za skupni efektivni presek:� = 16�d49
4J2 :NALOGA 4. Dolo�
i stopnjo depolariza
ije pri sipanju navadne svetlobe na prostem naboju.Re�sitev: Iz razmisleka o simetrijah je razvidno, da bosta obe nekoherentni polarizirani komponentisipane svetlobe (glej x 50) linearno polarizirani: ena v ravnini sipanja (to je ravnina, v kateri le�zitavalovna vektorja vpadnega in sipanega valovanja), druga pa pravokotno nanjo. Jakosti komponentPolje, v. 1



222 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 78dolo�
imo iz komponente polja sipanega valovanja v ravnini sipanja (Ek) in v pravokotni ravnini (E?).Po (78.5) sta ti sorazmerni z(Ek � n)2 = E2k 
os2�; in (E? � n)2 = E2?(kjer je � sipalni kot). Za navadno svetlobo velja E2k = E2?. Stopnja depolariza
ije [glej de�ni
ijo v(50.9)℄ je torej � = 
os2�:NALOGA 5. Dolo�
i frekven
o !0 svetlobe, ki se je sipala na premikajo�
em se del
u.Re�sitev: V koordinatnem sistemu, v katerem dele
 miruje, se frekven
a svetlobe ob sipanju nespremeni (! = !0). To lahko zapi�semo v invariantni obliki kotk0iu0i = kiui;kjer je ui �
etvere
 hitrosti naboja. Od tod brez te�zave dobimo!0 �1� v
 
os �0� = ! �1� v
 
os �� ;kjer sta � in �0 kota vpadnega oziroma sipanega valovanja glede na smer gibanja del
a (v je hitrostnaboja).NALOGA 6. Dolo�
i kotno porazdelitev sipanja linearno polariziranega valovanja na naboju, ki ses hitrostjo v giblje v smeri �sirjenja valovanja.Re�sitev: Hitrost del
a je pravokotna na polju E in H vpadnega valovanja, torej je pravokotnatudi na pospe�sek del
a w. Jakost sipane svetlobe je podana z (73.14), kjer moramo pospe�sek del
a wizraziti s poljema E in H vpadnega valovanja z uporabo ena�
b, ki smo jih izpeljali v nalogi v x 17. �Cedelimo jakost dI z velikostjo Poyntingovega vektorja vpadnega valovanja, dobimo naslednji izraz zasipalni presek:d� = � e2m
2�2 �1� v2
2 � �1� v
 �2�1� v
 sin � 
os��6 ��1� v
 sin � 
os��2 ��1� v2
2� 
os2 �� do;kjer sta � in � polarni kot in azimut smeri n0 v koordinatnem sistemu, v katerem ka�ze os Z v smeripolja E in os X v smeri v [velja 
os(n0;E) = 
os �; 
os(n0;v) = sin � 
os�℄.NALOGA 7. Kako se giblje naboj pod vplivom povpre�
ne sile, s katero nanju deluje valovanje, kise na naboju sipa?Re�sitev: Sila (78.9), in zato tudi hitrost omenjenega gibanja, ka�ze v smeri gibanja vpadnegavalovanja (naj bo to os X). V pomo�znem opazovalnem sistemu K0, v katerem dele
 miruje (spomnimonaj, da imamo opravka z gibanjem, ki je povpre�
eno po periodi majhnih nihanj), je sila na dele
 enaka�W0, pospe�sek del
a zaradi te sile pa je w0 = �mW 0(indeks 0 se nana�sa na opazovalni sistem K0). V za�
etni opazovalni sistem K (v katerem se nabojgiblje s hitrostjo v) se vrnemo z uporabo ena�
b, ki smo jih izpeljali v nalogi 7 iz z ena�
bo (47.7). Takodobimo ddt vq1� v2
2 = 1�1� v2
2 �3=2 dvdt = W�m 1� v
1 + v
 :Ta izraz integriramo in dobimo W�m
 t = 13s1 + v
1� v
 � 2� v
1� v
 � 23 :Polje, v. 1



79 SIPANJE NIZKOFREKVEN�CNEGA VALOVANJA 223Ta izraz dolo�
a hitrost v = dx= dt kot impli
itno funk
ijo �
asa. Integra
ijsko konstanto smo izbralitako, da je v = 0 ob �
asu t = 0.NALOGA 8. Izra�
unaj efektivni sipalni presek za sipanje linearno polariziranega valovanja nanihalu, pri �
emer je upo�stevan u�
inek sevalnega du�senja.Re�sitev: Gibalno ena�
bo naboja naboja v vpadnem polju zapi�semo kot�r+ !20r = emE0e�i!t + 2e23m
3 ...r :V �
lenu za silo du�senja uporabimo pribli�zek ...r = �!20 _r. Dobimo�r+ 
 _r+ !20r = emE0e�i!t;kjer je 
 = (2e2=3m
3)!20 . Od tod dobimor = emE0 e�i!t!20 � !2 � i!
 :Efektivni sipalni presek je enak� = 8�3 � e2m
62�2 !4(!20 � !2)2 + !2
2 :x79 Sipanje nizkofrekven�
nega valovanjaSipanje valovanja na sistemu nabojev je druga�
no kot sipanje na enem samem (mirujo�
em)naboju, saj je zaradi notranjega gibanja sistema nabojev frekven
a sipanega sevanja lahkodruga�
na kot frekven
a vpadnega. V spektru sipanega valovanja imamo namre�
 lahko polegfrekven
e ! vpadnega valovanja tudi frekven
e !0, ki se od ! razlikujejo za eno izmed notranjihfrekven
 gibanja sipalnega sistema. Sipanje s spremenjeno frekven
o imenujemo nekoherentno(ali kombinatori�
no), za razliko od koherentnega sipanja brez spremembe frekven
e.�Ce predpostavimo, da je polje vpadnega valovanja �sibko, lahko gostoto toka zapi�semo kotj = j0 + j0, kjer je j0 gostota toka v odsotnosti zunanjega polja, j0 pa sprememba gostotezaradi delovanja vpadnega valovanja. Tudi vektorski poten
ial A polja sistema je oblikeA = A0 +A0, kjer sta poten
iala A0 in A0 dolo�
ena z gostotama j0 in j0. O�
itno A0 opisujevalovanje, ki ga sistem sipa.Oglejmo si sipanje valovanja s frekven
o !, ki je manj�sa od vseh notranjih frekven
 sistema.Sipanje bo tako nekoherentno kot koherentno, vendar nas bo tu zanimal le koherentni del.Pri ra�
unanju polja sipanega valovanja lahko pri zadosti nizkih frekven
ah ! uporabimorazvoj zakasnjenega poten
iala, opisan v razdelkih x 67 in x 71, tudi �
e hitrosti del
ev vsistemu niso majhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo. Razvoj integralaA0 = 1
R0 Z j0t�R0
 + r�n
 dVje namre�
 veljaven, �
e je �
as r � n0 � a=
 majhen v primerjavi s �
asom 1=!; pri zadosti nizkihfrekven
ah (! � 
=a) je ta pogoj samodejno izpolnjen, ne glede na to, kak�sne so hitrostidel
ev v sistemu. Polje, v. 1



224 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 80Prvi �
leni v razvoju nam dajoH0 = 1
2R0 n�d0 + (�m0 � n0)� n0o ;kjer sta �d0 in m0 tista prispevka k dipolnemu in magnetnemu momentu sistema, ki ju povzro�
isevanje, ki vpada na sistem. Naslednji �
leni vsebujejo vi�sje �
asovne odvode od drugega, zatojih zanemarimo.Komponenta H0! v spektralnem raz
epu polja sipanega valovanja, ki ima enako frekven
okot vpadno valovanje, je podana z isto ena�
bo, v katero moramo nadomestiti vse koli�
ine znjihovimi Fourierevimi komponentami: �d0 = �!2d0!, �m0! = �!2m0!. Tako dobimoH0! = !2
2R0 �n0 � d0! + n0 � (m0! � n0)	 : (79.1)Nadaljnji �
leni v razvoju polja bi dali koli�
ine, sorazmerne z vi�sjimi poten
ami majhnefrekven
e. �Ce so hitrosti vseh del
ev majhne (v � 
), potem lahko v (79.1) zanemarimodrugi �
len v primerjavi s prvim, saj magnetni moment vsebuje razmerje v=
. Tedaj jeH0! = 1
2R0!2n0 � d0!: (79.2)�Ce je skupni naboj sistema enak ni�
, potem gresta z ! ! 0 koli�
ini d0! in m0! protikonstantni limiti (�
e bi bila vsota nabojev razli�
na od ni�
, potem bi se pri ! = 0, torej vkonstantnem polju, sistem za�
el gibati kot 
elota). Zato lahko pri nizkih frekven
ah (! �v=a) d0! in m0! smatramo kot frekven�
no neodvisni koli�
ini, zato je polje sipanega valovanjasorazmerno s kvadratom frekven
e. Njegova jakost je tedaj sorazmerna z !4. Zato je prisipanju nizkofrekven�
nega valovanja efektivni sipalni presek za koherentno sipanje sorazmerens �
etrto poten
o vpadnega valovanja. �x80 Sipanje visokofrekven�
nega valovanjaOglejmo si sipanje valovanja na sistemu nabojev v nasprotni limiti, ko je frekven
a valovanja! visoka v primerjavi z osnovnimi notranjimi frekven
ami sistema. Te so velikostnega reda!0 � v=a, zato mora ! zadostiti pogoju! � !0 � va: (80.1)Poleg tega bomo predpostavili �se, da so hitrosti nabojev v sistemu majhne (v � 
).Zaradi pogoja (80.1) so periode gibanja nabojev v sistemu dolge v primerjavi s periodovalovanja. Zato smemo za �
as velikostnega reda periode valovanja gibanje nabojev v sistemusmatrati kot enakomerno. To pomeni, da pri obravnavi sipanja kratkih valov ne rabimoupo�stevati medsebojnih interak
ij nabojev v sistemu, temve�
 smemo naboje smatrati kotproste del
e.Zato lahko pri ra�
unanju hitrosti v0, ki jo naboj pridobi v polju vpadnega valovanja, vsaknaboj obravnavamo neodvisno od ostalih in zanj zapi�semo gibalno ena�
bom dv0dt = eE = eE0e�i(!t�k�r);�To velja tudi za sipanje svetlobe na ionih ter na nevtralnih atomih. Zaradi velike mase jedra lahko sipanjezaradi gibanja iona kot 
elote zanemarimo.Polje, v. 1



80 SIPANJE VISOKOFREKVEN�CNEGA VALOVANJA 225kjer je k = (!=
)n valovni vektor vpadnega valovanja. Krajevni vektor naboja je seveda�
asovno odvisna koli�
ina. V eksponentu na desni strani te ena�
be je hitrost spreminjanjaprvega �
lena veliko ve�
ja od drugega (prava hitrost je !, druga pa je reda kv � v(!=
)� !).Zato smemo pri integra
iji gibalne ena�
be vektor r na desni strani smatrati kot konstanto.Tako dobimo v0 = � ei!mE0e�i(!t�k�r): (80.2)Vektorski poten
ial sipanega valovanja (pri veliki oddaljenosti od sistema) je (79.1):A0 = 1
R0 X(ev0)t�R0
 + r�n0
 ;kjer se�stevamo po vseh nabojih v sistemu. V ena�
bo vstavimo (80.2), pa dobimoA0 = � 1i
R0!e�i!�t�R0
 �E0X e2me�iq�r; (80.3)kjer je q = k0�k razlika med valovnim vektorjem k = (!=
)n vpadnega valovanja in valovnimvektorjem k0 = (!=
)n0 sipanega valovanja. � Vrednost vsote v (80.3) moramo izra�
unati ob�
asu t0 = t � (R0=
) (zaradi kraj�sega pisanja smo kot obi�
ajno izpustili indeks t0 pri koli�
inir); spremembo vektorja r v �
asu r �n0=
 smemo zanemariti zaradi predpostavke, da so hitrostinabojev majhne. Absolutna vrednost vektorja q jeq = 2!
 sin �2 ; (80.4)kjer je � sipalni kot.Pri sipanju na atomu (ali molekuli) smemo zanemariti �
lene v vsoti (80.3), ki jih prispevajedro, saj so mase jeder velike v primerjavi z maso elektrona. �Ce upo�stevamo le elektrone,lahko faktor e2=m izpostavimo pred znak za se�stevanje; e in m sta tu seveda naboj in masaelektrona.Polje sipanega valovanja H0 dobimo z uporabo ena�
be (66.3):H0 = E0 � n0
2R0 e�i!�t�R0
 � e2mX e�iq�r: (80.5)Pretok energije skozi diferen
ialni prostorski kot v smeri n0 je
jH0j28� R20 do = e48�
3m2 (n0 �E0)2 ���X e�iq�r���2 do:To delimo s pretokom energije vpadnega valovanja, 
jE0j2=8�, in vpeljemo kot � med smerjopolja vpadnega valovanja E in smerjo sipanja. Kon�
no dobimo naslednji izraz za efektivnisipalni presek: d� = � e2m
2�2 ���X e�iq�r���2 sin2 � do: (80.6)Vodoravna �
rta ozna�
uje �
asovno povpre�
je, torej povpre�
je po trajektorijah del
ev v sistemu;povpre�
je dobimo, ker sipanje opazujemo dolgo v primerjavi s periodami gibanja nabojev vsistemu.�Strogo vzeto je valovni vektor k0 = !0n0=
, ker se lahko frekven
a !0 sipanega valovanja razlikuje od !.Ker pa imamo opravka z visokimi frekven
ami, smemo tu razliko !0 � ! � !0 zanemariti. Polje, v. 1



226 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 80Iz pogoja (80.1) sledi neena�
ba �� a
=v za valovno dol�zino vpadnega valovanja. Kar seti�
e vrednosti � in a samih, sta mo�zna oba mejna primera: �� a in �� a. V obeh primerihse splo�sna ena�
ba (80.6) mo�
no poenostavi.�Ce je � � a, v izrazu (80.6) velja q � r � 1, ker je q � 1=� in r � a. �Ce torej e�iq�rnadomestimo z ena, dobimo d� = �Ze2m
2�2 sin2 � do; (80.7)kar pomeni, da je sipanje sorazmerno s kvadratom atomskega �stevila Z.Oglejmo si �se primer, ko je � � a. V kvadratu vsote v (80.6) nastopajo poleg kvadratamodula vsakega �
lena tudi kri�zni �
leni oblike e�iq�(r1�r2).Ko ra�
unamo povpre�
je po trajektorijah del
ev, torej s tem tudi po medsebojnih razdaljahdel
ev, zavzamejo razlike r1 � r2 vrednosti na intervalu velikostnega reda a. Ker je q � 1=�in � � a, je e�iq�(r1�r2) hitro nihajo�
a funk
ija, zato je njeno povpre�
je enako ni�
. Zato jepri �� a efektivni sipalni presek enakd� = Z � e2m
2�2 sin2 � do; (80.8)kar pomeni, da je sipanje sorazmerno s prvo poten
o atomskega �stevila. Opozorimo naj, data ena�
ba ne velja za majhne sipalne kote (� � �=a), saj je v tem primeru q � �=� � 1=a,tako da eksponent q � r ni velik v primerjavi z ena.Efektivni koherentni sipalni presek dolo�
imo tako, da poi�s�
emo tisti prispevek k sipanemuvalovanju, ki ima frekven
o !. V izrazu (80.5) je �
asovno odvisen faktor e�i!t, �
as pa nastopatudi v vsoti P e�iq�r. Zaradi slednje �
asovne odvisnosti so v polju sipanega valovanja polegfrekven
e ! vsebovane tudi drugi frekven
e (ki pa so v bli�zini !). Prispevek k polju s frekven
o! (torej tisti, ki je �
asovno odvisen le preko faktorja e�i!t) dobimo tako, da izra�
unamopovpre�
je po �
asu vsote P e�iq�r. Zaradi tega se izraz za efektivni koherentni sipalni presekd�
oh od skupnega sipalnega preseka d� razlikuje v tem, da namesto povpre�
ne vrednostikvadrata modula vsote vsebuje kvadrat modula povpre�
ne vrednosti vsote,d�
oh = � e2m
2�2 ���X e�iq�r���2 sin2 � do: (80.9)Omenimo naj, da je ta povpre�
na vrednost vsote kar enaka (�
e odmislimo konstantni pred-faktor) prostorski Fourierevi komponenti povpre�
ne porazdelitve elektri�
nega naboja atoma�(r): eX e�iq�r =X �(r)e�iq�r dV = �q: (80.10)�Ce je �� a, lahko ponovno eiq�r nadomestimo z ena in dobimod�
oh = �Z e2m
2�2 sin2 � do: (80.11)Ko to primerjamo s skupnim efektivnim sipalnim presekom (80.7), ugotovimo, da je d� =d�
oh, torej da se vso valovanje sipa koherentno.�Ce je � � a, potem pri ra�
unanju povpre�
ja v (80.9) vsi �
leni vsote odpadejo, ker sohitro nihajo�
e funk
ije �
asa, in velja d�
oh = 0. V tem primeru je torej sipanje povsemnekoherentno.Polje, v. 1



Poglavje 10Dele
 v gravita
ijskem poljux81 Gravita
ijska polja v nerelativisti�
ni mehanikiGravita
ijska polja imajo osnovno lastnost, da se v njih vsa telesa gibljejo enako, neodvisnood mase, �
e so le za�
etni pogoji vedno enaki.Na primer, zakon prostega pada v gravita
ijskemu polju Zemlje je enak za vsa telesa; neglede na njihovo maso vsa telesa padajo z enakim pospe�skom.Ta lastnost gravita
ijskih polj omogo�
a uporabo analogije med gibanjem telesa v grav-ita
ijskem polju in prostim gibanjem telesa, ki ga opazujemo iz neiner
ialnega opazovalnegasistema. V iner
ialnem opazovalnem sistemu je namre�
 prosto gibanje teles premo�
rtno inenakomerno. �Ce so na primer v danem trenutku hitrosti teles enake, bodo ostale enake zavedno. O�
itno je, da bomo iz nekega neiner
ialnega opazovalnega to gibanje videli tako, dase bodo vsa telesa gibala enako glede na nas.Zato so lastnosti gibanja v neiner
ialnem sistemu enake lastnostim gibanja v iner
ial-nem sistemu v prisotnosti gravita
ijskega polja. Z drugimi besedami, neiner
ialen opazovalnisistem je ekvivalenten dolo�
enemu gravita
ijskemu polju. To je na�
elo ekvivalen
e.Oglejmo si na primer gibanje v enakomerno pospe�senem opazovalnem sistemu. Telo spoljubno maso, ki se prosto giba v tak�snem sistemu, ima glede na ta sistem konstantenpospe�sek, ki je po velikost enak pospe�sku opazovalnega sistema, ka�ze pa v nasprotno smer.Isto velja za gibanje v konstantnem in homogenem gravita
ijskem polju, na primer v grav-ita
ijskemu polju Zemlje (�
e opazujemo manj�se podro�
je, kjer je polje pribli�zno homogeno).Enakomerno pospe�sen opazovalni sistem je ekvivalenten konstantnemu in homogenemu zu-nanjemu polju. Podobno je neenakomerno pospe�seno linearno gibanje opazovalnega sistemaekvivalentno homogenemu nekonstantnemu gravita
ijskemu polju.Toda polja, katerim ustrezajo neiner
ialni opazovalni sistemi, niso povsem enaka \pravim"gravita
ijskim poljem, ki jih imamo tudi v iner
ialnih opazovalnih sistemih. Mo�
no se namre�
razlikujejo v neskon�
nosti. Neskon�
no dale�
 od teles, ki polje povzro�
ajo, \prava" gravita
i-jska polja vedno padajo proti ni�
. V nasprotju s tem pa polja, ki ustrezajo neiner
ialnimopazovalnim sistemom, nara�s�
ajo preko vseh meja v neskon�
nosti, ali pa ostanejo kon�
na,vendar razli�
na od ni�
 Na primer, 
entrifugalna sila, ki se pojavi v rotirajo�
emu opazovalnemusistemu, nara�s�
a preko vseh meja, ko se oddaljujemo od osi vrtenja; polje, ki je ekvivalentnoopazovalnemu sistemu, ki se giblje pospe�seno premo�
rtno, je enako v vsem prostoru, tudi vneskon�
nosti.Polja, ki so ekvivalentna neiner
ialnim sistemom, izginejo, ko se preselimo v iner
ialni227



228 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 82sistem. Nasprotno pa \pravih" gravita
ijskih polj (ki obstajajo tudi v iner
ialnem opazo-valnem sistemu) ne moremo izni�
iti z nobeno izbiro opazovalnega sistema. To je razvidno�ze iz zgornje razprave o razli�
nemu obna�sanju v neskon�
nosti med \pravim" gravita
ijskimpoljem in poljem, katerim so ekvivalentni neiner
ialni sistemi; ker zadnja ne te�zijo proti ni�
 vneskon�
nosti, je o�
itno nemogo�
e, da bi z izbiro opazovalnega sistema izni�
ili \pravo" polje,ker to v neskon�
nosti te�zi proti ni�
.Z izbiro primernega opazovalnega sistema lahko izni�
imo gravita
ijsko polje le v dolo�
enemobmo�
ju prostora, ki je dovolj majhno, da lahko polje tam smatramo kot homogeno. V temprimeru moramo izbrati pospe�sen opazovalni sistem, katerega pospe�sek je enak pospe�sku, kibi ga imel dele
 na obmo�
ju polja, ki ga obravnavamo.Gibanje del
a v gravita
ijskem polju je v nerelativisti�
ni mehaniki dolo�
eno z Lagrangevofunk
ijo, ki ima v iner
ialnemu opazovalnemu sistemu oblikoL = mv22 �m�; (81.1)kjer je � funk
ija koordinat in �
asa, ki opisuje polje, in se imenuje gravita
ijski poten
ial. �Ustrezna ena�
ba gibanja je _v = �r�: (81.2)Masa ali kak�sna druga konstanta, ki dolo�
a lastnosti del
a, se v ena�
bi ne pojavlja; na tana�
in se osnovna lastnost gravita
ijskih polj izra�za v matemati�
nem jeziku.x82 Gravita
ijsko polje v relativisti�
ni mehanikiOsnovna lastnost gravita
ijskih polj, da se v njih vsa telesa gibljejo na enak na�
in, velja tudiv relativisti�
ni mehaniki. Zato pre�zivi tudi analogija med gravita
ijskimi polji in neiner
ial-nimi opazovalnimi sistemi. Zato iz te analogije izhaja tudi obravnava gravita
ijski polj vrelativisti�
ni mehaniki.V iner
ialnemu opazovalnemu sistemu s kartezi�
nimi koordinatami se interval ds zapi�se:ds2 = 
2 dt2 � dx2 � dy2 � dz2:Kot dobro vemo ostane po Lorentzevi transforma
iji v katerikoli drug iner
ialni sistem taintegral enak. �Ce pa se preselimo v neiner
ialni opazovalni sistem, ds2 ne bo ve�
 vsotakvadratov diferen
ialov �stirih koordinat.�Ce se na primer preselimo v enakomerno vrte�
i se koordinatni sistemx = x0 
os 
t� y0 sin
t; y = x0 sin
t+ y0 
os 
t; z = z0(
 je kotna hitrost vrtenja okoli osi Z), postane intervalds2 = [
2 �
2(x02 + y02)℄ dt2 � dx02 � dy02 + 2
y0 dx0 dt� 2
x0 dy0 dt:Ne glede na to, kako bi posku�sali transformirati �
asovno koordinato, zgornjega izraza nemoremo zapisati kot vsoto kvadratov diferen
ialov koordinat.�V nadaljevanju ne bomo pogosto potrebovali elektromagnetnega poten
iala �, zato ozna�
evanje gravita
i-jskega poten
iala z enakim simbolom ne bo vodilo k nejasnostim.Polje, v. 1



82 GRAVITACIJSKO POLJE V RELATIVISTI�CNI MEHANIKI 229Zato je v neiner
ialnem opazovalnem sistemu kvadrat intervala splo�sna kvadratna formadiferen
ialov koordinat in se zapi�se ds2 = gik dxi dxk; (82.1)kjer so gik funk
ije prostorskih koordinat x1; x2; x3 in �
asovne koordinate x0. V neiner
ialnemopazovalnem sistemu je �
etverni koordinatni sistem x0; x1; x2; x3 krivo�
rten. Koli�
ine gik, kidolo�
ajo vse geometrijske lastnosti krivo�
rtnega koordinatnega sistema, predstavljajo metrikoprostora in �
asa.Vedno lahko privzamemo, da so koli�
ine gik simetri�
ne v indeksih i in k (gki = gik),ker so dolo�
ene s simetri�
no formo (82.1), kjer gik in gki nastopata kot faktorja enega samegaprodukta dxi dxk. V splo�snem imamo deset neodvisnih koli�
in gik { �stiri z enakima indeksomain 4 � 3=2 = 6 z razli�
nima indeksoma. V iner
ialnem opazovalnem sistemu, ko uporabljamokartezi�
ne prostorske koordinate x1;2;3 = x; y; z in velja za �
as x0 = 
t, so koli�
ine gik enakeg00 = 1; g11 = g22 = g33 = �1; gik = 0 za i 6= k: (82.2)�Cetverni koordinatni sistemi s tak�snimi vrednostmi gik se imenuje Galilejev koordinatni sis-tem.V prej�snjem razdelku smo pokazali, da je neiner
ialni koordinatni sistem ekvivalentennekemu polju. Kot lahko sedaj vidimo, so v relativisti�
ni mehaniki ta polja dolo�
ena skoli�
inami gik.To velja tudi za \prava" gravita
ijska polja. Gravita
ijsko polje je sprememba metrikeprostora-�
asa, ki jo dolo�
ajo koli�
ine gik. To pomembno dejstvo pomeni, da so geometrijskelastnosti prostora-�
asa (metrika) dolo�
ene s �zikalnimi pojavi, in niso �ksne, v naprej dolo�
enelastnosti prostora in �
asa.Teorija gravita
ijskih polj, zgrajena na temeljih teorije relativnosti, se imenuje splo�snateorija relativnosti. Osnoval, in leta 1915 dokon�
no formuliral, jo je Einstein. To je verjetnoena najlep�sih obstoje�
ih �zikalnih teorij. Einstein jo je { presenetljivo { razvil na povsemdeduktiven na�
in, eksperimentalne dokaze so prinesla �sele poznej�sa astronomska opazovanja.Kot v nerelativisti�
ni mehaniki obstaja bistvena razlika med \pravimi" gravita
ijskimipolji in polji, katerim so ekvivalentni neiner
ialni opazovalni sistemu. Ko se preselimo iziner
ialnega v neiner
ialni opazovalni sistem, dobimo iz Galilejevih gik (82.2) nove koli�
ine gikv kvadratni formi (82.1) s preprosto koordinatno transforma
ijo. Z inverzno transforma
ijojih lahko ponovno privedemo na Galilejeve vrednosti v vsem prostoru. Koli�
ine gik so vvseh tak�snih primerih prav posebne: to je razvidno �ze iz dejstva, da samo s koordinatnotransforma
ijo ne moremo vrednostim gik dati poljubnih vrednosti.\Pravega" gravita
ijskega polja pa ne moremo izni�
iti z nobeno koordinatno transforma-
ijo. Z drugimi besedami, v prisotnosti gravita
ije je prostor-�
as tak�sen, da koli�
in gik, kidolo�
ajo njegovo metriko, ne moremo privesti na Galilejeve gik v vsem prostoru z nobenokoordinatno transforma
ijo. Tak�sen prostor-�
as je ukrivljen, za razliko od ravnega, kjer jeopisana reduk
ija vedno mogo�
a.S primerno izbiro koordinat pa lahko koli�
ine gik privedemo na Galilejevo obliko v poljubnito�
ki negalilejevega prostora-�
asa: to ustreza diagonaliza
iji kvadratne forme s konstantnimikoe�
ienti (koe�
ienti so ravno vrednosti gik v izbrani to�
ki). Tak�sen koordinatni sistemimenujemo Galilejev v izbrani to�
ki. ��Da ne bo nesporazuma, moramo takoj povedati, da izbor tak�snega koordinatnega sistema ne pomeni, dasmo odpravili gravita
ijsko polje v ustreznem in�nitezimalnem delu �
etvernega prostora. Gravita
ijsko poljelahko tako vedno odpravimo z uporabo na�
ela ekvivalen
e: to ima tudi globlji pomen (glej x 87). Polje, v. 1



230 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 83Po diagonaliza
iji v izbrani to�
ki ima matrika koli�
in gik eno pozitivno in tri negativnelastne vrednosti. � Iz tega je razvidno, da je determinanta g matrike gik vedno negativna vpravem prostoru-�
asu: g < 0: (82.3)Kadar se spremeni metrika prostora-�
asa, se so�
asno spremeni tudi �
isto prostorskametrika. Galilejevi metriki gik v ravnem prostoru-�
asu ustreza evklidska geometrija pros-tora. V gravita
ijskem polju postane geometrija prostora neevklidska. To velja tako za\prava" gravita
ijska polja, v katerih je prostor-�
as ukrivljen, kot za polja, ki so ekvivalentnaneiner
ialnim opazovalnim sistemom, v katerih je prostor-�
as �se vedno raven.Problem geometrije prostora v gravita
ijskem polju si bomo bolj podrobno ogledali v 84.Koristno je, da �ze sedaj na preprost na�
in ilustriramo, kako postane prostor neevklidski, kose preselimo iz iner
ialnega v neiner
ialni opazovalni sistem. Imejmo dva opazovalna sistema,iner
ialnega (K) in tak�snega, ki se enakomerno vrti glede naK okoli skupne osi z (K 0). Krog ssredi�s�
em v izhodi�s�
u, ki le�zi v ravnini x; y sistema K, je krog tudi v ravnini x0; y0 sistema K 0.�Ce izmerimo obseg in premer kroga z merilno pali
o v sistemu K, dobimo vrednosti, katerihrazmerje je �, v skladu z evklidsko geometrijo v iner
ialnem opazovalnem sistemu. Sedaj paopravimo podobno meritev z merilno pali
o, ki miruje v sistemu K 0. �Ce opazujemo meriteviz sistema K, bo pali
a, ki le�zi tangentno na krog, do�zivela Lorentzevo skr�
enje dol�zin, pali
a,ki le�zi radialno, pa ne. Jasno je, da bo razmerje med obsegom in premerom pri tak�sni meritvive�
je od �.V splo�snem primeru poljubnega, spreminjajo�
ega se gravita
ijskega polja, bo metrikaprostora ne le ne-evklidska, temve�
 se bo tudi spreminjala s �
asom. To pomeni, da se razmerjamed razli�
nimi geometrijskimi razdaljami spreminjajo s �
asom. Zato medsebojne lege \testnihteles" v polju ne morejo biti stalne v nobenem koordinatnem sistemu. y Postavimo na primertelesa po obsegu in po premeru kroga. Ker bo razmerje med obsegom in premerom razli�
nood � in se bo spreminjalo s �
asom, se bodo razdalje med telesi po obsegu spreminjale, �
e bodorazdalje med telesi po premeru kroga ostale enake, in obratno. V splo�sni teoriji relativnostije nemogo�
e imeti sistem teles, ki mirujejo eno glede na drugo.To bistveno spremeni sam kon
ept opazovalnega sistema v splo�sni teoriji relativnosti vprimerjavi s pomenom opazovalnih sistemov v posebni teoriji. V posebni teoriji relativnostismo si pod pojmom opazovalnega sistema predstavljali mno�zi
o mirujo�
ih teles, katerih med-sebojne lege se ne spreminjajo. V prisotnosti spremenljivega gravita
ijskega polja tak�snihsistemov teles ne more biti. Da bi dolo�
ili polo�zaj telesa v prostoru, si moramo strogo vzetopredstavljati neskon�
no �stevilo teles, ki prostor zapolnjujejo kot neke vrste \medij". Tak�snamno�zi
a teles z urami, ki te�
ejo poljubno, tvori opazovalni sistem v splo�sni teoriji relativnosti.Zaradi proste izbire opazovalnega sistema, morajo zakoni narave biti v splo�sni teorijirelativnosti zapisani v obliki, ki je primerna za poljuben�stiridimenzionalen koordinatni sistem.Tej obliki pravimo \kovariantna" oblika. To seveda ne pomeni, da so vsi opazovalni sistemiekvivalentni (kot so �zikalno ekvivalentni vsi iner
ialni opazovalni sistemi v posebni teoriji).Prav nasprotno, tako lastnosti gibanja teles kot ostali �zikalni pojavi so videti razli�
no vvsakem izmed mo�znih opazovalnih sistemov.�Ta nabor znakov se imenuje signatura matrike.yBolj natan�
no: �stevilo del
ev mora biti ve�
je od �stiri. Ker lahko konstruiramo tetraeder iz poljubnih �stirihdalji
, je vedno mogo�
e s primerno de�ni
ijo opazovalnega sistema dose�
i, da �stirje del
i tvorijo invariantnitetraeder. Zato lahko seveda dose�zemo tudi to, da imajo del
i stalne medsebojne lege tudi v sistemu dveh alitreh del
ev.Polje, v. 1



83 KRIVO�CRTNE KOORDINATE 231x83 Krivo�
rtne koordinatePri obravnavi gravita
ijskih polj moramo pojave opisati v poljubnem opazovalnem sistemu,zato moramo nekaj ve�
 povedati o �stiridimenzionalni geometriji poljubnih krivo�
rtnih koor-dinatnih sistemov. Temu bodo posve�
eni razdelki 83, 85 in 86.Oglejmo si transforma
ijo iz enega koordinatnega sistema x0, x1, x2, x3 v drugega x00,x01, x02, x03: xi = f i(x00; x01; x02; x03);kjer so f i neke funk
ije. Transforma
iji koordinat ustreza transforma
ija diferen
ialov poena�
bi dxi = �xi�x0k dx0k: (83.1)Vsaka �
etveri
a koli�
in Ai(i = 0; 1; 2; 3), ki se ob transforma
iji koordinat transformira kotdiferen
iali koordinat, se imenuje kontravariantni �
etvere
:Ai = �xi�x0kA0k: (83.2)Naj bo � neki skalar. Ob transforma
iji koordinat, se koli�
ine ��=�xi transformirajo poena�
bi ���xi = ���x0k �x0k�xi ; (83.3)kar je druga�
en predpis kot ena�
ba (83.2). Vsaka �
etveri
a koli�
in Ai, ki se ob transforma
ijikoordinat transformira kot odvodi skalarja, se imenuje kovariantni �
etvere
:Ai = �x0k�xi A0k: (83.4)Ker v krivo�
rtnih koordinatah obstajata dve vrsti vektorjev, bodo tenzorji drugega rangatreh vrst. Kontravariantni tenzor drugega ranga, Aik, je skupina �sestnajstih koli�
in, ki setransformirajo kot produkti komponent dveh kontravariantnih vektorjev, in si
er po praviluAik = �xi�x0i �xk�x0mA0lm: (83.5)Kovariantni tenzor drugega ranga se transformira po praviluAik = �x0l�xi �x0m�xk A0lm; (83.6)me�sani tenzor pa po pravilu Aik = �xi�x0l �x0m�xk A0lm: (83.7)S tem smo posplo�sili de�ni
ije vektorjev �
etver
ev in tenzorjev �
etver
ev v Galilejevihkoordinatah (6), v skladu s katerimi diferen
iali dxi tvorijo kontravarianten �
etvere
, odvodi��=�xi pa kovarianten �
etvere
. �Pravila za sestavljanje tenzorjev �
etver
ev z mno�zenjem ali kr�
enjem produktov drugihtenzorjev �
etver
ev veljajo nespremenjena tudi v krivo�
rtnih koordinatah. S pomo�
jo pravil� �Ceprav v galilejskemu sistemu koordinate xi same (in ne le njihovi diferen
iali) tvorijo vektor �
etvere
, toseveda ne velja ve�
 v krivo�
rtnih koordinatah. Polje, v. 1



232 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 83(83.2) in (83.4) se lahko hitro prepri�
amo, da je skalarni produkt dveh vektorjev �
etver
evAiBi invarianten: AiBi = �xi�x0l �x0m�xi A0lB0m = �x0m�x0l A0lB0m = A0lB0l:Enotski tenzor �
etvere
 Æik je de�niran enako kot prej: njegove komponente so �se vednoÆik = 0 za i 6= k, in 1 za i = k. �Ce je Ak vektor �
etvere
, potem pri mno�zenju z Æik dobimoAkÆik = Ai;torej drug vektor �
etvere
. S tem smo dokazali, da je Æik tenzor.Kvadrat diferen
ialne lo�
ne dol�zine je kvadratna forma diferen
ialov dxi:ds2 = gik dxi dxk; (83.8)kjer so gik funk
ije koordinat; koli�
ine gik so simetri�
ne v indeksih i in k:gik = gki: (83.9)Ker je (skr�
en) produkt koli�
in gik in kontravariantnega tenzorja dxi dxk skalar, koli�
inegik tvorijo kovarianten tenzor; imenujemo ga metri�
ni tenzor.Tenzorja Aik in Bik sta re
ipro�
na, �
e veljaAikBkl = Æli:Kontravariantni metri�
ni tenzor je tenzor gik, ki je re
ipro�
en tenzorju gik, torejgikgkl = Æli: (83.10)Isto �zikalno koli�
ino lahko zapi�semo s kontravariantnimi ali kovariantnimi komponentami.O�
itno je, da so edine koli�
ine, ki lahko dolo�
ajo povezavo med obema oblikama, komponentemetri�
nega tenzorja. Povezavo lahko zapi�semo z ena�
bama:Ai = gikAk; Ai = gikAk: (83.11)V Galilejevem koordinatnem sistemu ima metri�
ni tenzor komponenteg(0)ik = gik(0) = 0BB� 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCA (83.12)Tedaj ena�
ba (83.11) podaja znane rela
ije A0 = A0, A1;2;3 = �A1;2;3, ipd. �Podobno pravilo velja tudi za tenzorje. Izbran �zikalni tenzor spremenimo iz ene v drugoobliko s pomo�
jo metri�
nega tenzorja po ena�
bah:Aik = gilAlk; Aik = gilgkmAlm;�Ko pri opisovanju analogij uporabljamo Galilejev koordinatni sistem, se moramo zavedati, da lahko tak�sensistem izberemo le v ravnem prostoru. V primeru ukrivljenega �
etvernega prostora smemo govoriti le o koor-dinatnem sistemu, ki je Galilejev v izbranem in�nitezimalno majhnem delu prostora-�
asa (tak�sen sistem lahkovedno najdemo). Ta razlika ne vpliva na nobeno izmed izpeljav.Polje, v. 1



83 KRIVO�CRTNE KOORDINATE 233ipd.V 6 smo de�nirali popolnoma antisimetri�
ni enotski psevdotenzor eiklm v Galilejevih ko-ordinatah. Transformirajmo ga v poljubni koordinatni sistem in ga sedaj ozna�
ujmo z Eiklm.Oznako eiklm bomo obdr�zali za koli�
ine, de�nirane kot poprej (e0123 = 1 ali e0123 = �1).Naj bo x0i Galilejev, xi pa poljuben krivo�
rtni koordinatni sistem. V skladu s splo�snimipravili za transformiranje tenzorjev imamoEiklm = �xi�x0p �xk�x0r �xl�x0s �xm�x0t eprst;ali Eiklm = Jeiklm;kjer je J determinanta, ki jo tvorijo odvodi �xi=�x0p, to pa je ravno Ja
obijeva determinantaza transforma
ijo iz Galilejevega v krivo�
rtni koordinatni sistem:J = �(x0; x1; x2; x3)�(x00; x01; x02; x03) :To Ja
obijevo determinanto lahko izrazimo z determinanto metri�
nega tenzorja gik (v sistemuxi). V ta namen najprej zapi�simo ena�
bo za transforma
ijo metri�
nega tenzorja:gik = �xi�x0l �xk�x0m glm(0);in izena�
imo determinanti obeh strani ena�
be. Determinanta re
ipro�
nega tenzorja je jgikj =1=g. Druga determinanta je jglm(0)j = �1. Sledi 1=g = �J2, torej J = 1=p�g.Zato moramo v krivo�
rtnem koordinatnem sistemu antisimetri�
ni enotski tenzor de�niratiz Eiklm = 1p�g eiklm: (83.13)Indekse tega tenzorja spustimo s pomo�
jo ena�
beeprstgipgkrglsgmt = �geiklm; (83.14)tako da so kovariantne komponente enakeEiklm = p�geiklm: (83.15)V Galilejevemu koordinatnemu sistemu x0i je integral skalarja po d
0 = dx00 dx01 dx02 dx03tudi skalar, kar pomeni, da se pri integriranju diferen
ial d
0 obna�sa kot skalar (x6). Pritransforma
iji v krivo�
rtni koordinatni sistem xi se diferen
ial d
0 pretvori vd
0 ! 1J d
 = p�g d
: (83.16)Zato je v krivo�
rtnih koordinatnih sistemih pri integriranju po �
etverni prostornini (angl. fourvolume) invariantna koli�
ina p�g d
. �� �Ce je � skalar, sep�g�, ki po integra
iji po d
 da invariantno koli�
ino, imenuje skalarna gostota. Podobnolahko govorimo o vektorski in tenzorski gostoti p�gAi in p�gAik, ipd. Te koli�
ine nam dajo vektor oziromatenzor, �
e jih pomno�zimo z d
 (integral R Aip�g d
 po kon�
nem obmo�
ju strogo vzeto ne more biti vektor,saj so pravila za pretvorbo vektorja Ai v vsaki to�
ki druga�
na). Polje, v. 1



234 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 84Vse opombe na kon
u x6 o diferen
ialih pri integriranju po hiperploskvah, ploskvah inkrivuljah veljajo nespremenjene v krivo�
rtnih koordinatnih sistemih, spremeni se le de�ni
ijadualnih tenzorjev. Diferen
ial \plo�s�
ine" na hiperploskvi, ki ga napenjajo trije in�nitezimalnipremiki, je kontravarianten antisimetri�
ni tenzor dSikl; dualni tenzor dobimo z mno�zenjem stenzorjem p�geiklm in je enakp�g dSi = �16eiklm dSklmp�g: (83.17)Podobno velja za df ik, diferen
ial (dvodimenzionalne) plo�s�
ine, ki ga razpenjata dvain�nitezimalna premika. Tu je dualni tenzor de�niran z �p�g df�ik = 12p�geiklm df lm: (83.18)Oznaki dSi in df�ik kot poprej ohranimo za koli�
ini 16eiklm dSklm in 12eiklm df lm (in ne zaprodukta teh koli�
in z p�g); pravila (6.14-19) o transformiranju med razli�
nimi vrstami in-tegralov ostanejo enaka, saj so bila izpeljana formalno, brez skli
evanja ne tenzorske lastnostirazli�
nih koli�
in. Najpomembnej�se je pravilo o transformiranju integrala po hiperploskvi vintegral po �
etverni prostornini (Gaussov izrek), kar dose�zemo z substitu
ijodSi ! d
 ��xi : (83.19)x84 Razdalje in �
asovni intervaliV splo�sni teoriji relativnosti izbira koordinatnega sistema ni na noben na�
in omejena; troji
aprostorskih koordinat x1; x2; x3 so lahko poljubne koli�
ine, ki dolo�
ajo polo�zaj telesa v pros-toru, �
asovna koordinata x0 pa je dolo�
ena z uro, ki te�
e na poljuben na�
in. Zanima nas,kako lahko iz vrednosti koli�
in x1; x2; x3; x0 dolo�
imo dejanske razdalje in �
asovne intervale.Najprej poi�s�
imo povezavo med lastnim �
asom, ki ga bomo v nadaljevanju ozna�
evali s� , in koordinato x0. V ta namen si oglejmo dva in�nitezimalno zakasnjena dogodka, ki sedogodita v isti prostorski to�
ki. Tedaj je interval ds med dogodkoma, kot �ze vemo, kar 
d� ,kjer d� (lastni) �
asovni interval med dogodkoma. V splo�sni izraz ds2 = gik dxi dxk postavimodx1 = dx2 = dx3 = 0 in dobimo ds2 = 
2�2 = g00( dx0)2;od koder sledi d� = 1
pg00 dx0; (84.1)�
as med poljubnima dogodkoma, ki se dogodita v isti to�
ki, pa je� = 1
 Z pg00 dx0: (84.2)�Vedeti moramo, da sta dSklm in df ik sestavljena iz in�nitezimalnih premikov dxi, dx0i in dx00i na enakna�
in kot v x 6 ne glede na geometrijski pomen koordinat xi. Formalni pomen diferen
ialov dSi in df�ik jetorej enak kot prej. Kot prej je dS0 = dx1 dx2 dx3 � dV . Ohranili smo torej prej�snjo de�ni
ijo diferen
ialadV kot zmno�zka diferen
ialov treh prostorskih koordinat; zavedati pa se moramo, da diferen
ial geometrijskeprostorske prostornine v krivo�
rtnih koordinata ni podan z dV , temve�
 z p
 dV , kjer je 
 determinantaprostorskega metri�
nega tenzorja (ki ga bomo vpeljali v naslednjem razdelku).Polje, v. 1



84 RAZDALJE IN �CASOVNI INTERVALI 235Ta ena�
ba dolo�
a, koliko �
asa je v to�
ki dejansko minilo (od tod ime lastni �
as za danoto�
ko v prostoru) ob spremembi koordinate x0. Mimogrede naj �se omenimo, da je koli�
inag00 pozitivna, kot je razvidno iz predhodnih ena�
b:g00 > 0: (84.3)Poudariti moramo pomensko razliko med ena�
bo (84.3) in signaturo [to so predznakitreh glavnih vrednosti tenzorja gik (x82)℄. Tenzor gik, ki ne zadosti drugemu pogoju, nemore ustrezati pravemu gravita
ijskemu polju in ne more biti metrika prostora-�
asa. �Ce pane zadostimo prvemu pogoju, (84.3), to pomeni le, da ustreznega opazovalnega sistema nemoremo dobiti s pravimi telesi; �
e je izpolnjen pogoj o lastnih vrednostih, potem lahko zustrezno transforma
ijo koordinat dose�zemo, da je g00 pozitiven (tak�sen primer je vrte�
i sekoordinatni sistem, glej 89).Poi�s�
imo diferen
ial prostorske dol�zine, dl. V posebni teoriji relativnosti lahko dl de�ni-ramo kot interval med dvema in�nitezimalno bli�znjima dogodkoma, ki se pripetita ob istem�
asu. V splo�sni teoriji relativnosti je to obi�
ajno nemogo�
e; nemogo�
e je dolo�
iti dl z enos-tavno zahtevo dx0 = 0 v ena�
bi za ds. To je povezano s tem, da je v gravita
ijskem poljulastni �
as v razli�
nih to�
kah odvisen od koordinate dx0 na razli�
ne na�
ine.Diferen
ial dl bomo poiskali druga�
e.Predstavljajmo si, da iz prostorske to�
ke B (s koordinatami x�+ dx�) po�sljemo svetlobnisignal v in�nitezimalno bli�znjo to�
ko A (s koordinatami x�), nato pa ga po isti poti po�sljemo�se nazaj. O�
itno je �
as (opazovan iz to�
ke B) za to pot, pomno�zen z 
, enak dvakratni razdaljimed to�
kama.Zapi�simo diferen
ial ds, pri �
emer lo�
imo prostorske in �
asovne koordinate:ds2 = g�� dx� dx� + 2g0� dx0 dx� + g00( dx0)2; (84.4)kjer impli
itno se�stevamo po ponovljenih gr�skih indeksih, ki te�
ejo od 1 do 3. Interval meddogodkoma, ki ustrezata odhodu in prihodu signala iz ene to�
ke v drugo, je enak ni�
. Izena�
be ds2 = 0 izrazimo dx0. Obstajata dve re�sitvidx0(1) = 1g00 f�g0� dx� �q(g0�g0� � g��g00) dx� dx�g;dx0(2) = 1g00 f�g0� dx� +q(g0�g0� � g��g00) dx� dx�g; (84.5)ki ustrezata potovanju signala v dveh smereh med A in B. �Ce je x0 trenutek prihoda signalav to�
ko A, sta trenutka, ko je signal zapustil B in se vrnil v B enaka x0 + dx(1)0 oziromax0 + dx(2)0 . Na ski
i 15 sta polni �
rti svetovni
i, ki ustrezata koordinatam x� in x� + dx�,�
rtkane �
rte pa so svetovni
e signalov. � Jasno je, da je 
elotni \�
asovni" interval medodhodom signala in povratkom v za�
etno to�
ko enakdx0(2) � dx0(1) = 2g00q(g0�g0� � g��g00) dx� dx�:�Na sliki 15 je predpostavljeno, da je dx(2)0 > 0 in dx(1)0 < 0, vendar to ni potrebno: dx0(1) in dx0(2)lahko imata isti predznak. Dejstvo, da je lahko v tem primeru vrednost x0(A) v trenutku prihoda signala vA manj�sa od vrednosti x0(B) v trenutku, ko signal odpotuje iz B, ne vodi v kontradik
ijo, saj nismo nikjerpredpostavili, da so hitrosti ur v razli�
nih to�
kah prostora na kakr�senkoli na�
in sinhronizirane. Polje, v. 1



236 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 84
x0

A B

x0+dx0
(2)

x0+dx0
(1)

Slika 15:Ustrezni interval lastnega �
asa dobimo, �
e upo�stevamo ena�
bo (84.1), z mno�zenjem z pg00=
,razdaljo med to�
kama dl pa z dodatnim mno�zenjem z 
=2. Dobimodl2 = ��g�� + g0�g0�g00 � dx� dx�:To je iskani izraz, ki dolo�
a razdalje v odvisnosti od diferen
ialov prostorskih koordinat.Zapi�semo ga v obliki dl2 = 
�� dx� dx�; (84.6)kjer je 
�� = ��g�� + g0�g0�g00 � (84.7)tridimenzionalni metri�
ni tenzor, ki dolo�
a metriko, torej geometrijske lastnosti prostora.Ena�
ba (84.7) izra�za povezavo med metriko prostora in metriko �stiridimenzionalnega prostora-�
asa. �Ves �
as moramo imeti v mislih, da je gik v splo�snem odvisen od x0 tako, da se prostorskametrika (84.6) s �
asom spreminja. Zato je nesmiselno integrirati dl; tak�sen integral bi bilodvisen od izbire svetovni
e, ki povezuje to�
ki v prostoru. Zato v splo�sni teoriji relativnostipojem dolo�
ene razdalje med telesi v splo�snem izgubi pomen in je smiseln le za in�nitezimalnerazdalje. Le tedaj, ko gik ni odvisen od �
asa, lahko govorimo o kon�
ni razdalji in integral R dlima dolo�
en pomen.�Kvadratna forma (84.6) mora o�
itno biti pozitivno de�nitna. Da bo to res, mora biti zado�s�
eno naslednjimpogojem, ki jih poznamo iz teorije form:
11 > 0; ����
11 
12
21 
22���� > 0; ������
11 
12 
13
21 
22 
23
31 
32 
33������ > 0:�Ce izrazimo 
ik z gik, lahko hitro poka�zemo, da lahko zgornje pogoje zapi�semo tudi kot����g00 g01g10 g11���� < 0; ������g00 g01 g02g10 g11 g12g20 g21 g22������ > 0; g < 0:Tem pogojem skupaj z zahtevo (84.3) morajo zado�s�
ati komponente metri�
nega tenzorja v vsakem opazovalnemsistemu, ki ga lahko ustvarimo z realnimi telesi.Polje, v. 1



84 RAZDALJE IN �CASOVNI INTERVALI 237Vredno je poudariti, da je tenzor �
�� re
ipro�
en kontravariantnemu tridimenzionalnemutenzorju g�� . Iz gikgkl = Æil sledi namre�
g��g�
 + g�0g0
 = Æ�
 ; g��g�0 + g�0g00 = 0; g0�g�0 + g00g00 = 1: (84.8)Iz druge ena�
be izrazimo g�0 in vstavimo v prvo. Tako dobimo�g��
�
 = Æ�
 : (84.9)Rezultat lahko formuliramo tudi druga�
e, in si
er s trditvijo, da so koli�
ine �g�� komponentekontravariantnega tridimenzionalnega metri�
nega tenzorja, ki ustreza metriki (84.6):
�� = �g�� : (84.10)Povezava med determinantama g in 
, ki jo dobimo iz tenzorjev gik in 
�� , je�g = g00
: (84.11)V nadaljevanju bomo uporabili tridimenzionalni vektor g, katerega kovariantne kompo-nente so de�nirane z g� = �g0�g00 : (84.12)Ker g smatramo kot vektor v prostoru z metriko (84.6), moramo kontravariantne komponentede�nirati z g� = 
��g�. Uporabimo (84.10) in drugo izmed ena�
b (84.8), in dobimog� = 
��g� = �g0�: (84.13)Uporabna je tudi ena�
ba g00 = 1g00 � g�g�; (84.14)ki sledi iz tretje izmed ena�
b (84.8).Oglejmo si sedaj kon
ept so�
asnosti v splo�sni teoriji relativnosti. Zanima nas, �
e je mo�znoumeriti (sinhronizirati) ure v razli�
nih to�
kah prostora tako, da bi obstajala povezava medvrednostmi, od�
itanimi z ur.Tak�sno sinhroniza
ijo moramo dose�
i z izmenjavo svetlobnega signala med to�
kama.Ponovno si oglejmo �sirjenje signala med dvema in�nitezimalno oddaljenima to�
kama A inB, kot je prikazano na sliki 15. S trenutkom x0 v to�
ki A so�
asnim trenutkom v to�
ki B sma-tramo �
as, prikazan na uri v to�
ki B, ki je na polovi
i med trenutkom odhoda in trenutkompovratka signala v to�
ko B, torej �
asx0 +�x0 = x0 + 12( dx0(2) + dx0(1)):Vstavimo (84.5) in dobimo, da je razlika vrednosti \�
asa" x0 med dvema so�
asnima dogod-koma, do katerih pride v dveh in�nitezimalno bli�znjih to�
kah enaka�x0 = �g0� dx�g00 � g� dx�: (84.15)Polje, v. 1



238 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 85S pomo�
jo te ena�
be lahko sinhroniziramo ure v poljubnem in�nitezimalnem obmo�
juprostora. �Ce s tak�sno sinhroniza
ijo nadaljujemo na enak na�
in iz to�
ke A, je mo�zno sinhro-nizirati ure: de�niramo lahko so�
asnost dogodkov na poljubni odprti krivulji. �Izka�ze pa se, da je sinhroniza
ija ur po sklenjeni konturi v splo�snem nemogo�
a. �Ce za�
nemos sinhroniza
ijo po konturi in se vrnemo v za�
etno to�
ko, bi dobili �x0 razli�
en od ni�
. Zatoje a forteriori nemogo�
e sinhronizirati ure po vsem prostoru. Poseben primer so le tistiopazovalni sistemi, v kateri so vse komponente g0� enake ni�
. yPoudariti moramo, da je nezmo�znost sinhroniza
ije vseh ur lastnost poljubnega opazo-valnega sistema, in ne lastnost prostora-�
asa samega. V vsakem gravita
ijskem polju lahkovedno (na neskon�
no veliko razli�
nih na�
inov) izberemo tak�sen opazovalni sistem, v kateremso vse koli�
ine g0� identi�
no enake ni�
, kar omogo�
a popolno sinhroniza
ijo ur (glej x97).�Ze v posebni teoriji relativnosti lastni �
as poteka razli�
no za ure, ki so v relativnem gibanju.V splo�sni teoriji relativnosti pa lastni �
as poteka razli�
no 
elo v razli�
nih to�
kah prostora vistem opazovalnem sistemu. To pomeni, da je v splo�snem interval lastnega �
asa razli�
en zadva zaporedna dogodka v neki to�
ki v prostoru in za dva dogodka v drugi to�
ki v prostoru,ki pa sta so�
asna s prvima.x85 Kovariantni odvodV Galilejevih koordinatah z diferen
iali dAi vektorja Ai tvorijo vektor, odvodi komponentvektorja po koordinatah �Ai=�xk pa tvorijo tenzor. V krivo�
rtnih koordinatah to ne velja;dAi ni vektor, �Ai=�xk pa ni tenzor. To je posledi
a tega, da je dAi razlika vektorjev v ra-zli�
nih (in�nitezimalno lo�
enih) to�
kah prostora; v razli�
nih to�
kah se vektorji transformirajorazli�
no, ker so koe�
ienti transforma
ijskih pravil (83.2) in (83.4) odvisni od koordinat.Zgornje trditve lahko neposredno preverimo. V ta namen bomo poiskali pravila za trans-formiranje diferen
ialov dAi v krivo�
rtnih koordinatah. Kovariantni vektor se transformirapo ena�
bi Ai = �x0k�xi A0k;zato je dAi = �x0k�xi dA0k +A0k d�x0k�xi = �x0k�xi dA0k +A0k �2x0k�xi�xl dxl:Vidimo, da se dAi transformira druga�
e kot vektor (isto velja seveda tudi za diferen
ialkontravariantnega vektorja). Le kadar so drugi odvodi �2x0k=�xi�xl = 0, torej kadar so x0klinearne funk
ije xk, imajo transforma
ijska pravila oblikodAi = �x0k�xi dA0k;in se dAi transformira kot vektor.� �Ce (84.15) pomno�zimo z g00 in oba �
lena prenesemo na levo stran, lahko pogoj za sinhronijo zapi�semov obliki dx0 = g0i dxi = 0: o pomeni, da mora biti \kovariantni diferen
ial" dx0 med dvema neskon�
nobli�znjima so�
asnima dogodkoma enak ni�
.yV to skupino posebnih primerov pri�stevamo tudi tiste, kjer lahko g0� postavimo na ni�
 s preprosto trans-forma
ijo �
asovne koordinate, ki ni odvisna od izbire sistema predmetov, s katerimi de�niramo prostorskekoordinate.zV splo�snem v koordinatah s konstantnimi gik.Polje, v. 1



85 KOVARIANTNI ODVOD 239Sedaj bomo poiskali de�ni
ijo tenzorja, ki v krivo�
rtnih koordinatah igra isto vlogo kot�Ai=�xk v Galilejevih. Z drugimi besedami, odvod �Ai=�xk bi radi transformirali iz Galile-jevih v krivo�
rtne koordinate.�Ce bi radi v krivo�
rtnih koordinatah poiskali diferen
ial vektorja, ki se obna�sa kot vektor,moramo izra�
unati razliko dveh vektorjev v isti to�
ki. Druga�
e povedano, nekako moramo\premakniti" enega izmed vektorjev (ki je v in�nitezimalni bli�zini drugega) v to�
ko drugegavektorja in �sele nato izra�
unati razliko vektorjev, ki se sedaj nahajata v isti to�
ki. Premikmora biti vpeljan tako, da bo v Galilejevih koordinatah razlika vektorjev enaka obi�
ajnemudiferen
ialu dAi. Ker je dAi kar razlika komponent dveh in�nitezimalno oddaljenih vek-torjev, to pomeni, da operator premika ne sme spremeniti komponent vektorja v Galilejevihkoordinatah. Tak�sen premik pa je ravno vzporedni premik. Pri vzporednem premiku vektorjanjegove komponente v Galilejevih koordinatah ostanejo enake, v krivo�
rtnih koordinatah pa sebodo v splo�snem spremenile. Zato bo v krivo�
rtnih koordinatah razlika komponent vektorjevpo premiku enega izmed njih v to�
ko drugega razli�
na od razlike komponent pred premikom,torej od dAi.Ko primerjamo dva in�nitezimalno oddaljena vektorja moramo torej enega od njiju vz-poredno premakniti v to�
ko, kjer se nahaja drugi. Oglejmo si poljubni kontravariantni vektor;�
e je njegova vrednost v to�
ki xi enaka Ai, potem je vrednost v to�
ki xi+ dxi enaka Ai+ dAi.Vektor Ai vzporedno premaknemo za in�nitezimalno razdaljo v to�
ko xi + dxi; pri tem sevektor spremeni za ÆAi. Razlika vektorjev, ki se sedaj nahajata v isti to�
ki, DAi jeDAi = dAi � ÆAi: (85.1)Sprememba komponent vektorja pri in�nitezimalnem vzporednem premiku ÆAi je odvisnaod vrednosti komponent samih, odvisnost pa mora jasno biti linearna. To sledi iz dejstva, dase mora vsota dveh vektorjev transformirati po enakem zakonu kot vsak vektor posamezno.Zato ima ÆAi obliko ÆAi = ��iklAk dxl; (85.2)kjer so �ikl neke funk
ije koordinat. Njihova oblika je seveda odvisna od koordinatnega sistema;v Galilejevem koordinatnem sistemu je �ikl = 0.Iz tega je �ze razvidno, da koli�
ine �ikl ne tvorijo tenzorja, saj je tenzor, ki je enak ni�
 venem izmed koordinatnih sistemov, enak ni�
 tudi v vseh ostalih. V ukrivljenem prostoru paje seveda nemogo�
e imeti �ikl, ki bi bili enaki ni�
 v vsem prostoru. Pozneje, v x87, bomovideli, da igrajo �ikl vlogo jakosti polj. �Koli�
ine �ikl se imenujejo \koe�
ienti povezave" ali \Christo�elovi simboli".Poleg koli�
in �ikl bomo v nadaljevanju uporabljali tudi koli�
ine �i;kl y , ki so de�nirane z�i;kl = gim�mkl: (85.3)Obratno velja �ikl = gim�m;kl: (85.4)Hitro lahko ugotovimo tudi, kako se s pomo�
jo Christo�elovih simbolov zapi�sejo spre-membe komponent kovariantnega vektorja ob vzporednem premiku. Pri tem upo�stevamo,�To je natanko tisti koordinatni sistem, ki ga imamo v mislih, ko zaradi kraj�sega pisanja govorimo oGalilejevem sistemu; vseeno pa vsi dokazi veljajo ne le za raven, temve�
 tudi za ukrivljen prostor-�
as.yNamesto �ikl in �i;kl v�
asih pi�semo tudi nkli o in hkli i. Polje, v. 1



240 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 85da se ob vzporednem premiku ohranjajo skalarne koli�
ine, na primer skalarni produkt dvehvektorjev.Naj bo Ai poljuben kovarianten in Bi poljuben kontravarianten vektor. Iz Æ(AiBi) = 0,sledi BiÆAi = �AiÆBi = �iklBkAi dxlali, po zamenjavi indeksov, BiÆAi = �kilAkBi dxl:Ker je Bi poljuben, od tod sledi ÆAi = �kilAk dxl; (85.5)kar je iskana sprememba kovariantnega vektorja ob vzporednem premiku.Vstavimo (85.2) in dAi = (�Ai=�xl) dxl v (85.1). DobimoDAi = ��Ai�xl + �iklAk� dxl: (85.6)Podobno dobimo kovariantni vektor:DAi = ��Ai�xl � �kilAk� dxl: (85.7)Izraza med oklepaji v (85.6) in (85.7) sta tenzorja, saj nam pomno�zena z vektorjemdxl dasta vektor. O�
itno sta to iskana tenzorja, ki sta posplo�sitev kon
epta odvoda vkrivo�
rtnih koordinatah. Ta tenzorja se imenujeta kovariantna odvoda vektorja Ai oziromaAi. Ozna�
ujemo ju z Ai;k oziroma Ai;k. Zato jeDAi = Ai;l dxl; DAi = Ai;l dxl; (85.8)kovariantna odvoda pa sta Ai;l = �Ai�xl + �iklAk; (85.9)Ai;l = �Ai�xl � �kilAk: (85.10)V Galilejevih koordinatah je �ikl = 0 in kovariantni odvod se poenostavi v obi�
ajni odvod.Enostavno lahko izra�
unamo tudi kovariantni odvod tenzorja. V ta namen moramopoiskati spremembo tenzorja ob in�nitezimalnem vzporednem premiku. Oglejmo si poljubenkontravariantni tenzor, ki ga lahko zapi�semo kot produkt dveh kontravariantnih vektorjev,AiBk. Ob vzporednem premiku jeÆ(AiBk) = AiÆBk +BkÆAi = �Ai�klmBl dxm �Bk�ilmAl dxm:Zaradi linearnosti transforma
ije mora tudi za poljubni tenzor Aik veljatiÆAik = �(Aim�kml +Amk�iml) dxl: (85.11)To vstavimo v DAik = dAik � ÆAik � Aik;l dxl:Polje, v. 1



85 KOVARIANTNI ODVOD 241in dobimo kovariantni odvod tenzorja Aik:Aik;l = �Aik�xl + �imlAmk + �kmlAim: (85.12)Na povsem enak na�
in izpeljemo tudi kovariantna odvoda me�sanega tenzorja Aik in ko-variantnega tenzorja Aik: Aik;l = �Aik�xl � �mklAim + �imlAmk ; (85.13)Aik;l = �Aik�xl � �mil Amk � �mklAim: (85.14)Podobno lahko dolo�
imo kovariantni odvod tenzorja poljubnega reda. Uporabimo lahkonaslednje pravilo. Pri kovariantnem odvajanju tenzorja A:::::: glede na xl moramo navadnemuodvodu �A::::::=�xl dodati �
len ��kilA::::k: za vsak kovariantni indeks i (A::::i:) in �
len +�iklA:k:::: zavsak kontravariantni indeks i (A:i::::).Hitro se lahko prepri�
amo, da kovariantni odvod produkta dobimo po enakem pravilu kotpri obi�
ajnem odvajanju. Pri tem obravnavamo kovariantni odvod skalarja � kot obi�
ajniodvod, torej kot kovariantni vektor �k = ��=�xk. To je v skladu z dejstvom, da je za skalarÆ� = 0, in zato D� = d�. Kovariantni odvod produkta AiBk je na primer(AiBk);l = Ai;lBk +AiBk;l:�Ce pri kovariantnem odvodu dvignemo indeks, ki ustreza odvajanju, dobimo kontravari-antni odvod. Tako je A;ki = gklAi;l; Ai;k = gklAi;l:Sedaj pa izpeljimo pravilo za transforma
ijo Christo�elovih simbolov iz enega koordinat-nega sistema v drugega.Pravilo dobimo s primerjavo dveh ena�
b za kovariantne odvode in zahtevo, da sta enakipo obliki. Preprost ra�
un nam da�ikl = �0mnp �xi�x0m �x0n�xk �x0p�xl + �2x0m�xk�xl �xi�x0m : (85.15)Iz ena�
be je razvidno, da se �ikl transformira kot tenzor samo pri linearnih transforma
ijahkoordinat (tedaj odpade drugi �
len v (85.15)).Opazimo pa, da je drugi �
len simetri�
en v indeksih k in l, tako da odpade pri transforma
ijikoli�
in Sikl = �ikl � �ilk, ki se torej transformirajo kot tenzor:Sikl = S0mnp �xi�x0m �x0n�xk �x0p�xl :Koli�
ine Sikl tvorijo \krivinski tenzor" (angl. 
urvature tensor) prostora.Sedaj bomo pokazali, da je v splo�sni teoriji relativnosti, ki temelji na na�
elu ekvivalen
e,krivinski tenzor enak ni�
. Kot smo �ze omenili, zaradi na�
ela ekvivalen
e vedno obstaja \Galile-jev" opazovalni sistem, kjer so v neki to�
ki koli�
ine �ikl in zato tudi Sikl enake ni�
. Ker je Sikltenzor, so koli�
ine Sikl, ki so enake ni�
 v enem opazovalnem sistemu, enake ni�
 tudi v vsehostalih opazovalnih sistemih. To pomeni, da so Christo�elovi simboli simetri�
ni v spodnjihindeksih: �ikl = �ilk: (85.16)Polje, v. 1



242 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 86Seveda velja tudi �i;kl = �i;lk: (85.17)V splo�snem obstaja �stirideset razli�
nih koli�
in �ikl; za vsako izmed �stirih vrednosti indeksai obstaja deset razli�
nih parov indeksov k in l (pri tem obravnavamo pare, ki jih dobimo zzamenjavo indeksov k in l, kot iste).Ena�
ba (85.15) omogo�
a enostaven dokaz zgornje trditve, da lahko ob pogoju (85.16)vedno najdemo koordinatni sistem, v katerem so vse koli�
ine �ikl enake ni�
 v vnaprej izbranito�
ki (tak�sen sistem imenujemo lokalno iner
ialen ali lokalno geodetski (glej 87)). �Postavimo izbrano to�
ko v izhodi�s�
e koordinatnega sistema in naj bodo vrednosti �ikl (vkoordinatah xi) enake (�ikl)0. V okoli
i to�
ke naredimo transforma
ijox0l = xl + 12(�ikl)0xkxl: (85.18)Potem je � �2x0m�xk�xl �xi�x0m�0 = (�ikl)0 (85.19)in iz ena�
be (85.15) sledi, da so vsi �0mnp enaki ni�
.Poudariti moramo, da je pogoj (85.16) klju�
nega pomena: izraz na levi strani ena�
be(85.19) je simetri�
en v indeksih k in l, zato to velja tudi za desno stran ena�
be.Opazimo lahko, da pri transforma
iji (85.18) velja��x0i�xk�0 = Æik;tako da se ne spremeni vrednost nobenega tenzorja (niti gik) v izbrani to�
ki tako, da lahkoizni�
imo Christo�elove simbole isto�
asno z reduk
ijo gik v Galilejevo obliko.x86 Povezava med Christo�elovimi simboli in metri�
nim ten-zorjemPoka�zimo, da je kovariantni odvod metri�
nega tenzorja gik enak ni�
. Upo�stevajmo, da rela
ijaDAi = gikDAkvelja za vektor DAi ravno tako kot za ostale vektorje. Po drugi strani imamo Ai = gikAk, odkoder sledi DAi = D(gikAk) = gikDAk +AkDgik:Primerjamo z DAi = gikDAk in upo�stevamo, da je Ak poljuben. Od tod slediDgik = 0:Zato je kovariantni odvod enak ni�
: gik;l = 0: (86.1)� Dokazati se da, da lahko s primerno izbiro koordinatnega sistema dose�zemo ne le, da je �ikl = 0 v nekito�
ki, temve�
 vzdol�z 
ele izbrane svetovni
e. (Dokaz te trditve najdemo v P. K. Rashevskii, RiemannianGeometry and Tensor Analysis, Nauka, 1964, x 91.)Polje, v. 1



86POVEZAVA MED CHRISTOFFELOVIMI SIMBOLI IN METRI�CNIM TENZORJEM243Pri kovariantnem odvajanju lahko gik smatramo kot konstanto.S pomo�
jo ena�
be gik;l = 0 lahko izrazimo Christo�elove simbole �ikl z metri�
nem tenzor-jem gik. V skladu z de�ni
ijo (85.14) jegik;l = �gik�xl � gmk�mil � gim�mkl = �gik�xl � �k;il � �i;kl = 0:Tako smo odvode tenzorja gik izrazili s Christo�elovimi simboli. � Zapi�simo vrednostiodvodov tenzorja gik in zamenjajmo indekse i; k; l:�gik�xl = �k;il + �i;kl;�gli�xk = �i;kl + �l;ik;��gkl�xi = ��l;ki � �k;li:Ena�
be se�stejemo in delimo z dva. Upo�stevamo, da je �i;kl = �i;lk, pa dobimo�i;kl = 12 ��gik�xl + �gil�xk � �gkl�xi � : (86.2)Za simbole �ikl = gim�m;kl po dobimo�ikl = 12gim��gmk�xl + �gml�xk � �gkl�xm� : (86.3)Zapisani ena�
bi podajata Christo�elove simbole, izra�zene z metri�
nim tenzorjem.Izra�
unajmo sedaj izraz za skr�
en Christo�elov simbol �iki, ki ga bomo potrebovali v nadal-jevanju. V ta namen izra�
unajmo diferen
ial dg determinante g tenzorja gik; dg dobimo tako,da odvajamo vsako komponento tenzorja gik in dobljeno vrednost pomno�zimo s koe�
ientomkomponente v determinanti, torej z njeno poddeterminanto. Komponente re
ipro�
nega ten-zorja gik so enake poddeterminantam determinante gik, deljenim z determinanto. Zato sopoddeterminante determinante g enake ggik. Dobimo torejdg = ggik dgik = �ggik dgik (86.4)(ker iz gikgik = Æii = 4 sledi gik dgik = �gik dgik).Iz ena�
be (86.3) sledi �iki = 12gim��gmk�xi + �gmi�xk � �gki�xm� :V prvem in tretjem �
lenu med oklepaji zamenjamo indeksa i in m in ugotovimo, da se �
lenaokraj�sata Velja torej �iki = 12gim �gim�xk ;ali, �
e upo�stevamo �se (86.4), �iki = 12g �g�xk = � lnp�g�xk : (86.5)�Izbor lokalno geodetskega koordinatnega sistema torej pomeni, da so v izbrani to�
ki vsi prvi odvodikomponent metri�
nega tenzorja enaki ni�
. Polje, v. 1



244 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 86Dobro je poznati tudi izraz za koli�
ino gkl�ikl; veljagkl�ikl = 12gklgim��gmk�xl + �glm�xk � �gkl�xm� = gklgim��gmk�xl � 12 �gkl�xm� ;kar lahko s pomo�
jo (86.4) pretvorimo vgkl�ikl = � 1p�g �(p�ggik)�xk : (86.6)Pri ra�
unanju nam bo pomagalo, �
e si zapomnimo naslednjo povezavo med odvodi kon-travariantnega tenzorja gik in odvodi koli�
in gik:gil �glk�xm = �glk �gil�xm (86.7)(kar dobimo, �
e odvajamo ena�
bo gilglk = Æki ). Na kon
u naj �se omenimo, da lahko odvodetenzorja gik vedno zapi�semo s koli�
inami �ikl. Iz identitete gik;l = 0 neposredno sledi�gik�xl = ��imlgmk � �kmlgim: (86.8)S pomo�
jo izpeljanih formul lahko izraz za Ai;i, posplo�seno divergen
o �
etver
a vkrivo�
rtnih koordinatah, zapi�semo na primeren na�
in. Z uporabo (86.5) dobimoAi;i = �Ai�xi + �iliAl = �Ai�xi +Al � lnpg�xl ;kar je isto kot Ai;i = 1p�g �p�gAi�xi : (86.9)Izpeljemo lahko tudi podoben izraz za divergen
o antisimetri�
nega tenzorja Aik. Iz (85.12)sledi Aik;k = �Aik�xk + �imkAmk + �kmkAim:Ker je Amk = �Akm, velja �imkAmk = ��ikmAkm = 0:Uporabimo izraz (86.5) za �kmk in dobimoAik;k = 1p�g �(p�gAik)�xk : (86.10)Sedaj predpostavimo, da je Aik simetri�
ni tenzor; izra�
unajmo izraz Aki;k za me�sane kom-ponente. Velja Aki;k = �Aki�xk + �klkAli � �likAkl = 1pg �(Akip�g)�xk � �lkiAkl :Zadnji �
len je enak �12 ��gil�xk + �gkl�xi � �gik�xl �Akl:Polje, v. 1



87 GIBANJE DELCA V GRAVITACIJSKEM POLJU 245Ker je tenzor Akl simetri�
en, se dva �
lena med oklepajema okraj�sata in dobimoAki;k = 1pg �(p�gAkl )�xk � 12 �gkl�xi Akl: (86.11)V kartezi�
nih koordinatah je �Ai=�xk��Ak=�xi antisimetri�
ni tenzor. V krivo�
rtnih ko-ordinatah ta tenzor zapi�semo Ai;k�Ak;i. Izka�ze pa se (s pomo�
jo izraza za Ai;k in upo�stevajo�
�ikl = �ilk), da je Ai;k �Ak;i = �Ai�xk � �Ak�xi : (86.12)Razdelek bomo zaklju�
ili s transforma
ijo vsote drugih odvodov �2�=�xi�xi v krivo�
rtnekoordinate. O�
itno je ustrezna posplo�sitev izraz �;i;i. Toda �;i = ��=�xi, ker je kovariantniodvod skalarja kar obi�
ajni odvod. Dvignemo indeks i in dobimo�;i = gik ���xk ;s pomo�
jo (86.9) pa kon�
no dobimo�;i;i = 1pg ��xi �p�ggik ���xk� : (86.13)Pomembno je opozoriti, da lahko Gaussov izrek za pretvorbo integrala vektorja po hiper-ploskvi v integral po �
etvernem prostoru, (83.19), s pomo�
jo (86.9) zapi�semo v oblikiI Aip�g dSi = Z Ai;ip�g d
: (86.14)x87 Gibanje del
a v gravita
ijskem poljuGibanje prostega del
a dolo�
imo v posebni teoriji relativnost s pomo�
jo na�
ela najmanj�seak
ije, ÆS = �m
Æ Z ds = 0; (87.1)po katerem se dele
 giblje tako, da je njegova svetovni
a med izbrano dvoji
o to�
k v prostoru-�
asu ekstrem ak
ije. Za prosti dele
 je to kar ravna �
rta (v obi�
ajnem tridimenzionalnemprostoru to ustreza enakomernemu premo�
rtnemu gibanju).Zakon gibanja del
a v gravita
ijskem polju dobimo s pomo�
jo istega na�
ela najmanj�seak
ije (87.1), ker gravita
ijsko polje ni ni�
 drugega kot sprememba metrike prostora-�
asa,ki dolo�
a, kako je ds izra�zen z dxi. Zato se v gravita
ijskem polju dele
 giblje tako, da jenjegova svetovni
a ekstremna Tak�sno svetovni
o imenujemo tudi geodetka v �
etvernem pros-toru x0; x1; x2; x3. Ker v prisotnosti gravita
ijskega polja prostor-�
as ni Galilejev, geodetkani \ravna �
rta" in prostorsko gibanje del
a ni ne enakomerno, niti premo�
rtno.Ena�
be gibanja del
a v gravita
ijskemu polju lahko dobimo s primerno posplo�sitvijo difer-en
ialne ena�
be za prosto gibanje v posebni teoriji relativnosti, torej v Galilejevem koordi-natnem sistemu. Tak�sna izpeljava je bolj preprosta, kot �
e bi si za izhodi�s�
e izbrali prin
ipnajmanj�se ak
ije (glej nalogo na kon
u tega razdelka). Ena�
ba gibanja v Galilejevem ko-ordinatnem sistemu je dui=ds = 0 ali dui = 0, kjer je ui = dxi=ds �
etvere
 hitrosti. Vkrivo�
rtnem koordinatnem sistemu se ta ena�
ba posplo�si vDui = 0: (87.2)Polje, v. 1



246 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 87Iz izraza (85.6) za kovariantni diferen
ial vektorja dobimodui + �ikluk dxl = 0:Delimo z ds in dobimo d2xids2 + �ikl dxkds dxlds = 0: (87.3)To je iskana ena�
ba gibanja. Vidimo, da gibanje del
a v gravita
ijskem polju dolo�
ajokoli�
ine �ikl. Odvod d2xi=ds2 je �
etvere
 pospe�ska del
a. Zato lahko imenujemo koli�
ino�m�iklukul \�
etvere
 sile", ki deluje na dele
 v gravita
ijskem polju. Tenzor gik zato igravlogo \poten
iala" gravita
ijskega polja, njegovi odvodi pa dolo�
ajo \jakost" polja �ikl. �V x85 smo videli, da lahko s primerno izbiro koordinatnega sistema vedno dose�zemo, daso vse koli�
ine �ikl enake ni�
 v izbrani to�
ki prostora-�
asa. Sedaj vidimo, da ta izbira lokalnoiner
ialnega opazovalnega sistema pomeni, da smo izni�
ili gravita
ijsko polje v izbranem in-�nitezimalnem delu prostora-�
asa. Mo�znost tak�sne izbire je izraz na�
ela ekvivalen
e v rela-tivisti�
ni teoriji gravita
ije. yKot prej de�niramo �
etvere
 gibalne koli�
ine del
a v gravita
ijskem polju kotpi = m
ui: (87.4)Kvadrat te koli�
ine je pipi = m2
2: (87.5)Namesto pi vstavimo ��S=�xi in dobimo Hamilton-Ja
obijevo ena�
bo za dele
 v grav-ita
ijskemu polju: gik �S�xi �S�xk �m2
2 = 0: (87.6)Ena�
be geodetke oblike (87.3) ne moremo uporabiti za opis �sirjenja svetlobnega sig-nala, saj na svetovni
i svetlobnega �zarka velja, kot vemo, ds = 0, zato postanejo vsi �
leniv ena�
bi (87.3) neskon�
ni. Ena�
be ustrezne oblike dobimo, �
e upo�stevamo, da je smer�sirjenja �zarka v geometrijski optiki dolo�
ena z valovnim vektorjem, ki je tangenten na �zarek.�Stiridimenzionalni valovni vektor zapi�semo kot ki = dxi=d�, kjer je � nek parameter, skaterim parametriziramo pot �zarka. V posebni teoriji relativnosti se valovni vektor ne sprem-inja med potovanjem �zarka skozi vakuum, dki = 0 (glej x53). V gravita
ijskem polju ena�
boposplo�simo v Dki = 0 ali dkid� + �iklkkkl = 0 (87.7)(ta ena�
ba dolo�
a tudi parameter �). z�Gibalno ena�
bo lahko izrazimo tudi s kovariantnimi komponentami �
etvernega pospe�ska Iz pogoja Dui = 0sledi duids � �k;ilukul = 0:V ena�
bo vstavimo �k;il iz (86.2), dva izmed �
lenov se med seboj okraj�sata in dobimoduids � 12 �gkl�xi ukul = 0:yV opombi na strani 242 smo omenili, da si lahko izberemo tak�sen opazovalni sistem, ki je \iner
ialen vzdol�zizbrane svetovni
e". �Ce si za svetovni
o izberemo �
asovno os (vzdol�z katere velja x1 = x2 = x3 = konst),potem lahko v izbranem majhen delu prostora gravita
ijsko polje odpravimo za vse �
ase.zGeodetke, vzdol�z katerih velja ds � 0, se imenujejo ni�
elne (angl. null) ali izotropne geodetke.Polje, v. 1



87 GIBANJE DELCA V GRAVITACIJSKEM POLJU 247Kvadrat valovnega �
etver
a je enak ni�
 (glej x48):kiki = 0: (87.8)Namesto ki vstavimo � =�xi, kjer je  eikonal, in dobimo ena�
bo ikonala v gravita
ijskempolju gik � �xi � �xk = 0: (87.9)V limiti majhnih hitrosti moramo iz relativisti�
nih ena�
b gibanja del
a v gravita
ijskempolju dobiti ustrezne nerelativisti�
ne ena�
be. Pri tem upo�stevamo, da predpostavka majhnihhitrosti pomeni, da mora biti majhno tudi gravita
ijsko polje. V nasprotnem primeru bi lahkodele
 dosegel visoke hitrosti.Oglejmo si, kako v limiti majhnega polja metri�
ni tenzor gik dolo�
a nerelativisti�
ni po-ten
ial gravita
ijskega polja �.V nerelativisti�
ni mehaniki gibanje del
a v gravita
ijskemu polju opi�semo z Lagrangevofunk
ijo (81.1). Zapi�simo jo v oblikiL = �m
2 + mv22 �m�: (87.10)Dodali smo konstantno �m
2. � To smo storili zato, da je nerelativisti�
na Lagrangevafunk
ija v odsotnosti polja, L = �m
2 + mv2=2, enaka limiti relativisti�
ne funk
ije L =�m
2p1� v2=
2, ko gre v=
! 0.Nerelativisti�
na ak
ija S za dele
 v gravita
ijskemu polju je torejS = Z Ldt = �m
Z �
� v22
 + �
� dt:To primerjamo z izrazom S = �m
 R ds in vidimo, da v limitnem primeru veljads = �
� v22
 + �
� dt:To kvadriramo in zanemarimo �
lene, ki odpadejo v limiti 
!1. Dobimods2 = (
2 + 2�) dt2 � dr2: (87.11)pri �
emer smo upo�stevali, da je v dt = dr.V limitnem primeru je zato komponenta g00 metri�
nega tenzorja enakag00 = 1 + 2�
2 : (87.12)Iz (87.11) sledi, da za ostale komponente velja g�� = Æ�� ; g0� = 0. V resni
i so popravki ktem �
lenom v splo�snem istega velikostnega reda kot popravek k g00 (ve�
 podrobnosti o tem jev x106). Teh popravkov ne moremo dolo�
iti z zgornjo metodo, ker bi popravki k g�� { �
epravso istega velikostnega reda kot popravki k g00 { v Lagrangevo funk
ijo prinesli �
lene vi�sjegareda. Vzrok je v tem, da komponente g�� v izrazu za ds2 niso pomno�zene z 
2, tako kot g00.�Poten
ial � je seveda dolo�
en le do poljubne aditivne konstante natan�
no. Predpostavljali bomo, da smosi to konstanto izbrali tako, da je poten
ial enak ni�
 dale�
 stran od teles, ki ustvarjajo polje. Polje, v. 1



248 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 88NALOGANALOGA Izpelji gibalno ena�
bo (87.3) iz na�
ela najmanj�se ak
ije (87.1).Re�sitev: VeljaÆ ds2 = 2dsÆ ds = Æ(gik dxi dxk) = dxi dxk �gik�xl Æxl + 2gik dxi dÆxk:Zato je ÆS = �m
 Z �12 dxids dxkds �gik�xl Æxl + gik dxids dÆxkds � ds= �m
 Z �12 dxids dxkds �gik�xl Æxl � dds �gik dxids � Æxk� ds(pri integriranju per partes smo upo�stevali, da je na mejah Æxk = 0). V drugem �
lenu v integralunadomestimo indeks k z indeksom l. �Ce tedaj koe�
ient poljubne varia
ije Æxl izena�
imo z ni�
, dobimo12uiuk �gik�xl � dds (gilui) = 12uiuk �gik�xl � gil duids � uiuk �gil�xk = 0:Opazimo, da lahko tretji �
len zapi�semo kot�12uiuk ��gil�xk + �gkl�xi � ;vpeljemo Christo�elove simbole �l;ik v skladu z (86.2) in dobimogil duids + �l;ikuiuk = 0:Od tod dobimo ena�
bo (87.3), �
e dvignemo indeks l.x88 Nespremenljivo gravita
ijsko poljeGravita
ijsko polje imenujemo nespremenljivo ali konstantno, �
e si lahko izberemo tak�senopazovalni sistem, v katerem so vse komponente metri�
nega tenzorja neodvisne od �
asovnekoordinate x0. �Casovno koordinato v tem primeru imenujemo svetovni �
as.Izbira svetovnega �
asa ni povsem enoli�
na. �Ce k x0 dodamo poljubno funk
ijo prostorskihkoordinat, koli�
ine gik �se vedno ne bodo odvisne od x0. Ta transforma
ija izra�za poljubnostizbire izhodi�s�
a za merjenje �
asa v vsaki to�
ki prostora. � Poleg tega lahko svetovni �
aspomno�zimo s poljubno konstanto, saj so enote v katerih merimo �
as poljubne.Strogo vzeto je gravita
ijsko polje nespremenljivo le tedaj, ko ga ustvarja eno samo telo.V sistemu ve�
 teles bo medsebojna privla�
nost povzro�
ila gibanje, kar pomeni, da polje, kiga telesa ustvarjajo, ne more biti nespremenljivo.� Hitro se lahko prepri�
amo, da se ob tak�sni transforma
iji prostorska metrika ne spremeni, kot jepri�
akovano. Ob spremembi x0 ! x0 + f(x1; x2; x3);kjer je f(x1; x2; x3) poljubna funk
ija, se komponente gik spremenijo vg�� ! g�� + g00f;�f;� + g0�f;� + g0�f;�;g0� ! g0� + g00f;�; g00 ! g00;pri �
emer je f;� � �f=�x�. Pri tem se tenzor (84.7) o�
itno ne spremeni.Polje, v. 1



88 NESPREMENLJIVO GRAVITACIJSKO POLJE 249�Ce je telo, ki ustvarja polje, nepremi�
no (v opazovalnem sistemu, kjer gik niso odvisne odx0), potem sta obe smeri v �
asu enakovredni. Ob primerni izbiri izhodi�s�
 za merjenje �
asa vvseh to�
kah prostora se diferen
ial ds ne bo spremenil, ko x0 sprevr�ze predznak. Zato morajobiti vse komponente metri�
nega tenzorja g0� identi�
no enake ni�
. Tak�sna nespremenljivagravita
ijska polja imenujemo stati�
na polja.Nespremenljivo polje lahko ustvarijo tudi telesa, ki niso pri miru. Tudi polje osnosimetri�
nega telesa, ki se enakomerno vrti okoli svoje osi, bo konstantno. Vendar v temprimeru obe smeri v �
asu nista ve�
 enakovredni. �Ce zamenjamo predznak �
asa, so bo spre-menil tudi predznak vrtilne koli�
ine. Zato so komponente metri�
nega tenzorja g0� v tak�snihpoljih (ki jih imenujemo sta
ionarna) v splo�snem razli�
ne od ni�
.Fizikalni pomen svetovnega �
asa v nespremenljivem gravita
ijskem polju je slede�
. Intervalsvetovnega �
asa med dvema dogodkoma v neki to�
ki prostora je enak intervalu svetovnega�
asa med dvema dogodkoma v drugi to�
ki prostora, �
e so dogodki paroma so�
asni (pojemso�
asnosti je razlo�zen v x84). Toda istemu intervalu svetovnega �
asa x0 ustrezajo v razli�
nihto�
kah prostora razli�
ni intervali lastnega �
asa � .Povezavo med svetovnim in lastnim �
asom (84.1) lahko tu zapi�semo v obliki� = 1
pg00x0 (88.1)in velja za poljuben kon�
en �
asovni interval.�Ce je gravita
ijsko polje �sibko, lahko uporabimo pribli�zen izraz (87.12) in iz (88.1) dobimo� = x0
 �1 + �
2� : (88.2)Lastni �
as te�
e tem po�
asneje, �
im manj�si je gravita
ijski poten
ial v izbrani to�
ki prostora,torej �
im ve�
ja je absolutna vrednost poten
iala (pozneje, v x96, bomo videli, da je poten
ial� negativen). �Ce eno izmed dveh enakih ur postavimo za nekaj �
asa v gravita
ijsko polje, boura v polju zaostajala.Kot smo omenili, so komponente g0� metri�
nega tenzorja v stati�
nem gravita
ijskem poljuenake ni�
. Na podlagi rezultatov iz x84 lahko ugotovimo, da lahko v tak�snem polju sinhro-niziramo ure po vsem prostoru. Opazimo tudi, da je diferen
ial prostorske lo�
ne dol�zine vstati�
nem polju kar dl2 = �g�� dx� dx�: (88.3)V sta
ionarnem polju so g0� razli�
ne od ni�
 in sinhroniza
ija ur po 
elotnem prostoru nimogo�
a. Ker gik niso odvisne od x0, lahko ena�
bo (84.15) za razliko vrednosti svetovnega�
asa za dva so�
asna dogodka, do katerih pride v dveh razli�
nih to�
kah prostora, zapi�semo vobliki �x0 = �Z g0� dx�g00 : (88.4)Na ta na�
in lahko sinhroniziramo ure na krivulji, ki povezuje to�
ki. �Ce sku�samo ure sinhro-nizirati po sklenjeni konturi, je razlika svetovnega �
asa, ki bi jo ugotovili ob vrnitvi v za�
etnoto�
ko, enaka integralu �x0 = �I g0� dx�g00 ; (88.5)Polje, v. 1



250 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 88kjer integriramo po sklenjeni poti. �Oglejmo si �sirjenje svetlobnega �zarka v nespremenljivem gravita
ijskem polju. V x53smo videli, da je frekven
a svetlobe �
asovni odvod ikonala  (z nasprotnim predznakom).Frekven
a izra�zena s svetovnim �
asom x0=
 je torej !0 = �
(� =�x0). Ker ena�
ba ikonala(87.9) v nespremenljivemu polju ne vsebuje koli�
ine x0 ekspli
itno, je frekven
a !0 konstantnamed �sirjenjem �zarka. Frekven
a, izmerjena z lastnim �
asom je ! = �(� =��); ta frekven
aje razli�
na v razli�
nih to�
kah prostora.Iz izraza � �� = � �x0 �x0�� = � �x0 
pg00dobimo ! = !0pg00 : (88.6)V �sibkemu gravita
ijskemu polju velja pribli�zek! = !0�1� �
2� : (88.7)Frekven
a svetlobe se pove�
uje, ko se pove�
uje absolutna vrednost gravita
ijskega poten
iala,torej ko se pribli�zujemo masivnemu telesu; obratno pa frekven
a upada, ko se od telesaoddaljujemo. �Ce ima oddani svetlobni �zarek v za�
etni to�
ki, kjer je gravita
ijski poten
ialenak �1, frekven
o !, potem bo imel v 
iljni to�
ki, kjer je poten
ial enak �2, frekven
o(merjeno v enotah lastnega �
asa v tej to�
ki)!1� �1
2 �1� �2
2 � = !�1 + �1 � �2
2 � :�Crtasti spekter, ki ga oddajajo atomi na povr�sini Son
a, zgleda tam enako kot spekter, kiga isti atomi oddajajo na Zemlji in ga opazujemo tukaj. �Ce pa z Zemlje opazujemo spekter,ki ga oddajajo atomi na povr�sini Son
a, potem iz predhodno povedanega sledi, da bodo �
rtepremaknjene glede na �
rte istega spektra, ki ga oddajajo atomi na Zemlji. Vsaka frekven
a�
rte ! bo premaknjena za �! = �1 � �2
2 !; (88.8)kjer sta �1 oziroma �2 poten
iala gravita
ijskega polja v to�
ki, kjer je bila svetloba izsevana,oziroma v to�
ki, kjer spekter opazujemo. �Ce na Zemlji opazujemo spekter oddan na Son
uali na zvezdah, potem je j�1j > j�2j in iz (88.8) sledi, da je �! < 0: spekter se premakneproti ni�zjim frekven
am. Opisani pojav se imenuje rde�
i premik.Pojav lahko neposredno pojasnimo s pomo�
jo tega, kar vemo o svetovnem �
asu. Ker jepolje nespremenljivo, je interval svetovnega �
asa, med katerim se neko nihanje v sevanju �siriod ene to�
ke v prostoru do druge, neodvisen od x0. Zato je jasno, da je �stevilo nihljajevna enoto svetovnega �
asa enako v vseh to�
kah �zarka. Toda istemu intervalu svetovnega �
asaustreza vedno ve�
ji interval lastnega �
asa, dlje ko smo od teles, ki ustvarjajo polje. Od todsledi, da se bo frekven
a, torej �stevilo nihljajev na enoto lastnega �
asa, zmanj�sevala, ko sesvetloba oddaljuje od teh mas.�Integral (88.5) je identi�
no enak ni�
, �
e je vsota g0� dx�=g00 to�
en diferen
ial neke funk
ije prostorskihkoordinat. Vendar bi ta rezultat preprosto pomenil to, da imamo v resni
i opravka s stati�
nim poljem, zatolahko vse g0� postavimo na ni�
 s pretvorbo oblike x0 ! x0 + f(x�).Polje, v. 1



88 NESPREMENLJIVO GRAVITACIJSKO POLJE 251Med gibanjem del
a v nespremenljivem polju, se njegova energija, dolo�
ena z�
 �S�x0 ;odvodom ak
ije po svetovnem �
asu, ohranja. To sledi iz tega, da x0 ne nastopa ekspli
itno vHamilton-Ja
obijevi ena�
bi. Energija, ki smo jo de�nirali na tak na�
in, je �
asovna komponenta�
etver
a gibalne koli�
ine pk = m
uk = m
gkiui. V stati�
nem polju je ds2 = g00( dx0)2 � dl2tako, da je energija, ki jo ozna�
imo z E0, enakaE0 = m
2g00 dx0ds = m
2g00 dx0pg00( dx0)2 � dl2 :Vpeljemo hitrost del
a, merjeno v enotah lastnega �
as:v = dld� = 
dlpg00 dx0 :To je torej hitrost, ki bi jo izmeril opazovale
 v to�
ki, kjer se trenutno nahaja dele
. Energijolahko tedaj zapi�semo kot E0 = m
2pg00q1� v2
2 : (88.9)To je koli�
ina, ki se ohranja med gibanjem del
a.Preprosto lahko doka�zemo, da velja izraz (88.9) tudi za sta
ionarno polje, �
e je hitrostv merjena v enotah lastnega �
asa z urami, ki so sinhronizirane po tiru del
a. �Ce se potdel
a za�
ne v to�
ki A ob svetovnem �
asu x0 in kon�
na v in�nitezimalno oddaljeni to�
ki B ob�
asu x0 + dx0, potem hitrosti v tem primeru ne smemo izra�
unati glede na �
asovni interval(x0+ dx0)�x0 = dx0, temve�
 glede na razliko med x0+ dx0 in trenutkom x0�(g0�=g00) dx�,ki je v to�
ki B so�
asen s trenutkom x0 v to�
ki A:(x0 + dx0)��x0 � g0�g00 dx�� = dx0 + g0�g00 dx�:Pomno�zimo z pg00=
 in dobimo ustrezen interval lastnega �
asa, tako da je hitrost enakav� = 
dx�ph( dx0 � g� dx�) ; (88.10)kjer smo uvedli oznake h = g00; g� = �g0�g00 (88.11)za tridimenzionalni vektor g (o katerem je �ze bilo govora v x84) in za tridimenzionalni skalarg00. Kovariantne komponente hitrosti v sestavljajo tridimenzionalni vektor v prostoru zmetriko 
��, zato moramo kvadrat hitrosti izra�
unati z �v� = 
��v� ; v2 = v�v�: (88.12)� V nadaljevanju bomo pogosto uporabljali poleg vektorjev in tenzorjev �
etver
ev tudi tridimenzionalnevektorje in tenzorje, de�nirane v prostoru z metriko 
��; te vrste sta na primer vektorja g in v, ki smo ju�ze uporabljali. Podobno kot moramo v �stirih dimenzijah tenzorske opera
ije (na primer dviganje in spu�s�
anjeindeksov) opraviti z uporabo metri�
nega tenzorja gik, moramo v treh dimenzijah v ta namen uporabljatitenzor 
��. Da se bomo izognili nesporazumom, bomo tridimenzionalne koli�
ine ozna�
evali z drugimi znakikot �stiridimenzionalne koli�
ine. Polje, v. 1



252 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 88S tako de�nirano hitrostjo lahko diferen
ial ds zapi�semo kotds2 = g00( dx0)2 + 2g0� dx0 dx� + g�� dx� dx�= h( dx0 � g� dx�)2 � dl2= h( dx0 � g� dx�)2�1� v2
2� : (88.13)Komponente �
etverne hitrosti ui = dxidsso u� = v�
q1� v2
2 ; u0 = 1phq1� v2
2 + g�v�
q1� v2
2 : (88.14)Energija je E0 = m
2g0iui = m
2h(u0 � g�u�);in ko vstavimo (88.14), dobimo (88.9).V limiti �sibkega gravita
ijskega polja in nizkih hitrosti lahko vstavimo g00 = 1 + (2�=
2)v (88.9) in dobimo pribli�zek E0 = m
2 + mv22 +m�; (88.15)kjer je m� poten
ialna energija del
a v gravita
ijskem polju. Izraz je skladen z Lagrangevofunk
ijo (87.10). NALOGENALOGA 1. Dolo�
i silo, ki deluje na naboj v nespremenljivem gravita
ijskem polju.Re�sitev: Potrebne komponente �ikl lahko zapi�semo kot��00 = 12h;�;��0� = h2 (g�;� � g;�� )� 12g�h;�; (1)���
 = ���
 + h2 hg� �g;�
 � g�;
�+ g
 �g;�� � g�;��i+ 12g�g
h;�:V teh izrazih so vse tenzorske opera
ije (kovariantno odvajanje, dvigovanje in spu�s�
anje indeksov)opravljene v tridimenzionalnem prostoru z metriko 
�� z uporabo tridimenzionalnega vektorja g� intridimenzionalnega skalarja h (88.11); ���
 je tridimenzionalni Christo�elov simbol, ki ga sestavimoiz komponente tenzorja 
�� na enak na�
in, kot dobimo �ikl iz komponente gik; v ra�
unih uporabimo(84.10)-(84.13).V gibalno ena�
bo du�ds = ���00(u0)2 � 2��0�u0u� � ���
u�u
vstavimo (1) in uporabimo izraz (88.14) za komponente �
etver
a hitrosti. Po nekaj preprostih pretvor-bah dobimo dds v�
q1� v2
2 = � h;�2h �1� v2
2 � � ph(g�;� � g;�� )v�
 �1� v2
2 � � ���
v�v

2 �1� v2
2 � : (2)Polje, v. 1



88 NESPREMENLJIVO GRAVITACIJSKO POLJE 253Sila f , ki deluje na dele
, je odvod gibalne koli�
ine del
a p po (sinhroniziranem) lastnem �
asu, kiga vpeljemo kot tridimenzionalni kovariantni odvod:f� = 
r1� v2
2 Dp�ds = 
r1� v2
2 dds mv�q1� v2
2 + ���
 mv�v
q1� v2
2 :Iz (2) dobimo (zaradi prikladnosti spustimo indeks �):f� = m
2q1� v2
2 �� ��x� lnph+ph� �g��x� � �g��x�� v�
 � ;oziroma v obi�
ajnem tridimenzionalnem zapisu: �f = m
2q1� v2
2 h�r lnph+phv
 � (r� g)i : (3)Opazimo, da ima sila na mirujo�
e telo [prvi �
len v (3)℄ poten
ial. Pri majhnih hitrostih se drugi�
len v (3) zapi�se kot m
phv� (r� g), kar je podobno Coriolisovi sili, ki bi se pojavila (v odsotnostipolja) v koordinatnem sistemu, ki se vrti s kotno hitrostjo
 = 
2phr� g:NALOGA 2. Izpelji Fermatovo na�
elo za gibanje �zarka v nespremenljivem gravita
ijskem polju.Re�sitev: Fermatovo na�
elo (x 53) trdiÆ Z k� dx� = 0;� V tridimenzionalnih krivo�
rtnih koordinatah je enotski antisimetri�
ni tenzor podan z���
 = p
e��
 ; ���
 = 1p
 e��
;kjer je e123 = e123 = 1, predznak pa se spremeni ob transpozi
iji dveh indeksov [glej (83.13)-(83.14)℄. Zatoima vektor 
 = a�b, ki je de�niran kot dualni vektor antisimetri�
nemu tenzorju 
�
 = a�b
 �a
b� , naslednjekomponente: 
� = 12p
e��

�
 = p
e��
a�b
 ; 
� = 12p
 e��

�
 = 1p
 e��
a�b
 :Obratno velja 
�� = p
e��


 ; 
�� = 1p
 e��


 :Tudi r � a je vektor, ki je dualen tenzorju a�;� � a�;� = (�a�=�x�) � (�a�=�x�), zato so njegove kon-travariantne komponente (r� a)� = 12p
 e��
 ��a
�x� � �a��x
� :Mimogrede naj spomnimo, da je tridimenzionalna divergen
a vektorja de�nirana kot [glej (86.9)℄�a = 1p
 ��x� (p
a�):Da ne bo te�zav med primerjanjem z izrazi, ki jih obi�
ajno uporabljamo pri tridimenzionalnih vektorskihopera
ijah v pravokotnih krivo�
rtnih koordinatah (glej na primer Elektrodinamika zveznega sredstva, dodatek),naj poudarimo, da si v teh izrazih kot komponente vektorjev predstavljamo koli�
ine pg11A1(= pA1A1),pg22A2, pg33A3. Polje, v. 1



254 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 89kjer moramo integrirati vzdol�z poti �zarka, integral pa moramo izraziti s frekven
o !0 (ki je konstantnavzdol�z �zarka) in diferen
iali koordinat. Upo�stevamo, da je k0 = �� =�x0 = (!0=
), in zapi�semo!0
 = k0 = g0iki = g00k0 + g0�k� = h(k0 � g�k�):To vstavimo v izraz kiki = gikkikk = 0, ki ga v ta namen zapi�semo koth(k0 � g�k�)2 � 
��k�k� = 0;in dobimo 1h �!0
 �2 � 
��k�k� = 0:Ker mora vektor k� imeti enako smer kot vektor dx�, dobimok� = !0
ph dx�dl ;kjer je dl (84.6) diferen
ial lo�
ne dol�zine vzdol�z �zarka. Zapi�semok� = g�iki = g�0k0 + g��k� = �g�!0
 � 
��k� ;od koder dobimo izraz za k�:k� = �
�� �k� + !0
 g�� = �!0
 �
��ph dx�dl + g�� :Kon�
no pomno�zimo z dx� in dobimo naslednji zapis Fermatovega na�
ela (izpustimo konstantni faktor!0=
): Æ Z � dlph + g� dx�� = 0:V stati�
nem polju velja preprosto kar Æ Z � dlph� = 0:Poudarimo naj, da se v gravita
ijskem polju �zarek ne giblje po najkraj�si poti v prostoru, saj bi ta biladolo�
ena z ena�
bo Æ R dl = 0.x89 Rota
ijaKot posebni primer sta
ionarnega gravita
ijskega polja si oglejmo enakomerno vrte�
i se opa-zovalni sistem. Diferen
ial ds izra�
unamo tako, da se preselimo iz mirujo�
ega iner
ialnegasistema v enakomerno rotirajo�
ega se. V koordinatah r0; �0; z0; t mirujo�
ega sistema (uporabl-jamo 
ilindri�
ne koordinate), se diferen
ial zapi�seds2 = 
2 dt2 � dr02 � r02 d�02 � dz02: (89.1)Cilindri�
ne koordinate v vrte�
em se sistemu naj bodo r,� in z. �Ce os vrtenja sovpada z osmiZ in Z 0, potem velja r0 = r, z0 = z in �0 = �+
t, kjer je 
 kotna hitrost vrtenja. To vstavimov (89.1) in dobimo iskani izraz za ds2 v vrte�
em se koordinatnem sistemu:ds2 = (
2 � 
2r2) dt2 � 2
r2 d�dt� dz2 � r2 d�2 � dr2: (89.2)Opozoriti moramo, da lahko uporabimo vrte�
i se sistem le do razdalj enakih 
=
. Iz (89.2) jerazvidno, da pri r > 
=
 postane g00 negativen, kar je prepovedano. Neveljavnost vrte�
egaPolje, v. 1



90 ROTACIJA 255opazovalnega sistema pri velikih razdaljah je povezana s tem, da bi hitrost postala ve�
ja odsvetlobne, kar pomeni, da tak�snega opazovalnega sistema ne moremo dose�
i z realnimi telesi.Kot v ostalih sta
ionarnih poljih ur na rotirajo�
em telesu ne moremo enoli�
no sinhro-nizirati v vseh to�
kah. �Ce sinhroniza
ijo opravimo po sklenjeni krivulji, bomo po povratku vza�
etno to�
ko izmerili �
as, ki se od za�
etnega razlikuje za (glej (88.5))�t = �1
 I g0�g00 dx� = 1
2 I 
r2 d�1� 
2r2
2 ; (89.3)ali, ob predpostavki 
r=
 � 1 (torej da je hitrost vrtenja majhna v primerjavi s svetlobnohitrostjo), �t = 

2 Z r2 d� = �2

2 S; (89.4)kjer je S plo�s�
ina projek
ije obmo�
ja, ki ga omejuje integra
ijska kontura, na ravnino, pra-vokotno na os vrtenja. Predznak + ali � izberemo v skladu s tem, ali kontura poteka v smerivrtenja ali pa v obratni smeri.Predpostavimo, da se svetlobni �zarek giblje po dolo�
eni zaklju�
eni konturi. Izra�
unajmodo �
lenov reda v=
 natan�
no �
as t, ki mine med odhodom �zarka in njegovim povratkom vza�
etno to�
ko. Svetlobna hitrost je po de�ni
iji vedno enaka 
, �
e so ure sinhronizirane pozaklju�
eni krivulji in �
e v vsaki to�
ki uporabljamo lastni �
as. Ker je razlika med lastnim insvetovnim �
asom reda v2=
2, lahko to razliko zanemarimo pri izra�
unu �
asovnega intervala tdo �
lenov reda v=
 natan�
no. Zato je t = L
 � 2

2 S;kjer je L dol�zina konture. Hitrost svetlobe, izra�
unana kot razmerje med L in t, je zato
� 2
SL: (89.5)To ena�
bo, podobno kot prvi pribli�zek za Dopplerjev pojav, lahko izpeljemo po povsemklasi�
ni poti. NALOGANALOGA Izra�
unaj diferen
ial prostorske razdalje v vrte�
em se koordinatnem sistemu.Re�sitev: Z uporabo (84.6) in (84.7) dobimodl2 = dr2 + dz2 + r2 d�21� 
2 r2
2 ;ki dolo�
a geometrijo prostora v vrte�
em se opazovalnem sistemu. Opazimo, da je razmerje medobsegom kroga v ravnini z = konst (s sredi�s�
em v osi vrtenja) in polmerom r enako2�=p1� 
2r2=
2:Razmerje je ve�
je od 2�. Polje, v. 1



256 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 90x90 Ena�
be elektrodinamike v prisotnosti gravita
ijskegapoljaEna�
be elektromagnetnega polja v posebni teoriji relativnosti lahko preprosto posplo�simotako, da bodo veljale v poljubnem �stiridimenzionalnem krivo�
rtnem koordinatnem sistemu,torej v prisotnosti gravita
ijskega polja.Tenzor elektromagnetnega polja v posebni teoriji relativnosti je de�niran kot Fik =(�Ak=�xi) � (�Ai=�xk). Sedaj moramo de�ni
ijo posplo�siti v Fik = Ak;i � Ai;k. Zaradi(86.12) pa je Fik = Ak;i �Ai;k = �Ak�xi � �Ai�xk ; (90.1)zato se povezava med poten
ialom Ai in Fik ne spremeni. Po obliki ostane enak tudi prvi parMaxwellovih ena�
b (26.5): � �Fik�xl + �Fli�xk + �Fkl�xi = 0: (90.2)Na poti do drugega para Maxwellovih ena�
b moramo najprej poiskati �
etvere
 toka vkrivo�
rtnih koordinatah. To storimo po postopku, analognemu tistemu iz x28. Diferen
ialnaprostornina, sestavljena iz diferen
ialov prostorskih koordinat dx1, dx2 in dx3 je p
 dV , kjerje 
 determinanta tenzorja prostorske metrike (84.7) in dV = dx1 dx2 dx3. Gostoto naboja� vpeljemo po de�ni
iji de = �p
 dV , kjer je de naboj, ki se nahaja znotraj diferen
ialneprostornine p
 dV . Ena�
bo pomno�zimo na obeh straneh z dxi in dobimodedxi = �dxip
 dx1 dx2 dx3 = �pg00p�g d
 dxidx0[kjer smo uporabili ena�
bo �g = 
g00 (84.11)℄. Zmno�zek p�g d
 je invariantna diferen
ialnaprostornina �
etvernega prostora, zato �
etvere
 toka de�niramo z ena�
boji = �
pg00 dxidx0 (90.3)(koli�
ine dxi=dx0 so hitrosti spreminjanja koordinat s \�
asom" dx0 in ne tvorijo �
etver
a).Komponenta j0 �
etver
a toka, pomno�zena z pg00=
 je prostorska gostota naboja.Za to�
kaste naboje lahko gostoto � zapi�semo kot vsoto funk
ij Æ, podobno kot v (28.1).De�ni
ijo funk
ij Æ moramo posplo�siti za uporabo v krivo�
rtnih koordinatnih sistemih. Zatonaj Æ(r) pomeni produkt Æ(x1)Æ(x2)Æ(x3), ne glede na geometrijski pomen koordinat x1, x2in x3: tedaj bo integral po dV (in ne po p
 dV ) enak ena: R Æ(r) dV = 1. Z uporabo tede�ni
ije funk
ije Æ zapi�semo gostoto naboja v obliki� =Xa eap
 Æ(r � ra);�
etvere
 toka pa je ji =Xa ea
p�g Æ(r � ra) dxidx0 : (90.4)�Hitro uvidimo, da lahko ena�
bo zapi�semo tudi v oblikiFik;l + Fli;l + Fkl;i = 0;od koder je njen kovariantni zna�
aj o�
iten.Polje, v. 1



90 ENA�CBE ELEKTRODINAMIKE V PRISOTNOSTI GRAVITACIJSKEGA POLJA257Ohranitev naboja zapi�semo s kontinuitetno ena�
bo, ki se od (29.6) razlikuje samo v tem,da navadne odvode zamenjamo s kovariantnimi:ji;i = 1p�g ��xi (p�gji) = 0 (90.5)[pri �
emer smo uporabili (86.9)℄.Drugi par Maxwellovih ena�
b (30.2) posplo�simo podobno: navadne odvode nadomestimos kovariantnimi. Dobimo F ik;k = 1p�g ��xk (p�gF ik) = �4�
 ji (90.6)[z uporabo ena�
be (86.10)℄.Ena�
bo gibanja nabitega del
a v gravita
ijskem in elektromagnetnem polju dobimo tako,da dui=ds v ena�
bi (23.4) nadomestimo z Dui=ds:m
Duids = m
� duids +�iklukul� = e
F ikuk: (90.7)NALOGANALOGA Zapi�si Maxwellove ena�
be v izbranem gravita
ijskem polju v tridimenzionalni obliki (vtridimenzionalnem prostoru z metriko 
��). Tridimenzionalna vektorja E in D, ter antisimetri�
natridimenzionalna tenzorja B�� in H�� vpelji kotE� = F0� B�� = F�� ;D� = �pg00F 0� H�� = pg00F�� : (90.8)Re�sitev: Zgoraj vpeljane koli�
ine niso med seboj neodvisne. Zapi�semo ena�
biF0� = g0lg�mF lm; F�� = g�lg�mFlm;in vpeljemo tridimenzionalni metri�
ni tenzor 
�� = �g�� + hg�g� [z g in h iz (88.11)℄. Uporabimoena�
bi (84.10) in (84.13) in dobimoD� = E�ph + g�H�� ; B�� = H��ph + g�E� � g�E� : (1)Vpeljemo �se vektorja B in H, ki sta dualna tenzorjema B�� in H�� :B� = � 12p
 e��
B�
 ; H� = �12p
e��
H�
 (2)(glej opombo na strani 253; znak minus smo dodali zato, da sta v Galilejevem koordinatnem sistemuvektorja H in B enaka obi�
ajnim jakostim magnetnega polja). Sedaj lahko (2) zapi�semo kotD = Eph +H� g; B = Hph + g�E: (3)De�ni
ije (1) uporabimo v ena�
bi (90.2) in dobimo ena�
bi�B���x
 + �B
��x� + �B�
�x� = 0; Polje, v. 1



258 DELEC V GRAVITACIJSKEM POLJU 90�B���x0 + �E��x� � �E��x� = 0:Ko uporabimo dualne koli�
ine (3), od tod sledi�B = 0; r�E = � 1
p
 ��t (p
B)(x0 = 
t; de�ni
iji opera
ij divergen
e in rotorja smo podali v opombi na strani 253). Podobno dobimoiz (90.6) ena�
bi 1p
 ��x� �phD�� = 4��;1p
 ��x� �p
H���+ 1p
 ��x0 (p
D�) = �4�� dx�dx0 ;ali v tridimenzionalnem zapisu�D = 4��; r�H = 1
p
 ��t (p
D) + 4�
 s; (4)kjer je s vektor s komponentami s� = � dx�= dt.Zapi�simo �se kontinuitetno ena�
bo (90.5) v tridimenzionalni obliki:1p
 ��t (p
�) +�s = 0: (5)Brale
 lahko opazi (povsem formalno) analogijo med ena�
bami (5) in (6) ter ena�
bami za elek-tromagnetno polje v snovi. �Ce je polje stati�
no, odpade koli�
ina p
 iz �
lenov s �
asovnimi odvodi inena�
ba (4) se poenostavi na D = E=ph, B = H=ph. Rekli bi lahko, da kar se ti�
e njegovih u�
inkovna elektromagnetno polje, stati�
no gravita
ijsko polje igra vlogo sredstva z elektri�
no in magnetnopermeabilnostjo � = � = 1=ph.

Polje, v. 1



Poglavje 11Ena�
be gravita
ijskega poljax91 Krivinski tenzorVrnimo se k pojmu vzporednega premika vektorja. Kot smo zapisali v x85, je v splo�snemukrivljenem �
etvernem prostoru in�nitezimalni vzporedni premik vektorja de�niran kot pre-mik, pri katerem se komponente vektorja ne spremenijo v koordinatnem sistemu, ki je Galilejevv izbranem in�nitezimalnem delu prostora.�Ce je xi = xi(s) parametri�
na ena�
ba neke krivulje, pri �
emer je s lo�
na dol�zina, merjenaiz poljubno izbrane to�
ke, tedaj je vektor ui = dxi=ds enotski tangentni vektor na krivuljo.�Ce je obravnavana krivulja geodetka, potem je Dui = 0. To pomeni slede�
e. Vektor uivzporedno premaknemo iz to�
ke xi v to�
ko xi + dxi na isti krivulji. Dobljeni vektor je enakvektorju ui + dui, ki je tangenten na geodetko v to�
ki xi + dxi. Ko se tangenta na geodetkopremika po krivulji, se torej premika vzporedno sama nase.Med vzporednim premikanjem dveh vektorjev se \kot" med njima ne spreminja. Topomeni, da se med vzporednim premikanjem poljubnega vektorja po geodetki kot med temvektorjem in tangento na geodetko ne spremeni. Z drugimi besedami, med vzporednim pre-mikanjem vektorja se njegova komponenta v smeri geodetke ohranja.Sedaj pridemo do zelo pomembne ugotovitve, da je pri vzporednem premiku vektorja izene v drugo to�
ko v ukrivljenem prostoru dobljeni vektor odvisen od poti, po kateri smovektor premikali. To pomeni tudi, da �
e vektor vzporedno premaknemo po sklenjeni konturi,po povratku v za�
etno to�
ko dobljeni vektor ne bo enak za�
etnemu.
1

1’

2

3

A

B

C

Slika 16:259



260 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 91To lahko nazorno ilustriramo na primeru ukrivljenega dvodimenzionalnega prostora, torejukrivljene ploskve. Slika 16 prikazuje del tak�sne povr�sine, omejen s tremi geodetkami. Vektor1 vzporedno premaknemo vzdol�z konture, sestavljene iz treh geodetk. Med premikanjem pokrivuljiAB je vektor 1 ves �
as pod istim kotom glede na krivuljo in dobimo vektor 2. Podobnodobimo po premiku po krivulji BC vektor 3. Kon�
no dobimo, po premiku iz C v A, vektor10, ki ne sovpada z vektorjem 1.Sedaj bomo izpeljali ena�
bo, ki podaja spremembo vektorja med vzporednim premikompo poljubni in�nitezimalni sklenjeni konturi. To spremembo �Ak lahko seveda zapi�semo vobliki H ÆAk, kjer integriramo po izbrani konturi. Koli�
ino ÆAk nadomestimo z izrazom (85.5)in dobimo �Ak = I �iklAi dxl (91.1)(vektor Ai pod integralom se med gibanjem po konturi spreminja).Pri nadaljnjih pretvorbah integrala moramo upo�stevati slede�
e. Vrednosti vektorja Ai vto�
kah znotraj konture niso enoli�
ne; odvisne so od poti, po kateri do njih pridemo. Kot pabomo razbrali iz spodnjega rezultata, je ta enoli�
nost povezana s �
leni drugega reda. Zatosmemo z natan�
nostjo do prvega reda, ki pa zadostuje za pretvorbo integrala, smatrati, daso komponente vektorja Ai v to�
kah v notranjosti in�nitezimalne konture enoli�
no dolo�
enez vrednostmi na konturi po ena�
bi ÆAi = �nilAn dxl, torej z odvodi�Ai�xl = �nilAn: (91.2)Sedaj integral (91.1) pretvorimo s pomo�
jo Stokesovega izreka (6.19). Naj ima povr�sina,ki jo omejuje kontura, in�nitezimalno vrednost �f lm. Dobimo�Ak = 12 ��(�ikmAi)�xl � �(�iklAi)�xm ��f lm= 12 ���ikm�xl Ai � ��ikl�xmAi + �ikm�Ai�xl � �ikl �Ai�xm��f lm:Vstavimo vrednosti odvodov iz (91.2) in kon�
no dobimo�Ak = 12RiklmAi�f lm; (91.3)kjer je Riklm tenzor �
etrtega redaRiklm = ��ikm�xl � ��ikl�xm + �inl�nkm � �inm�nkl: (91.4)Da je Riklm tenzor, je razvidno iz ena�
be (91.3), kjer je leva stran ena�
be vektor { razlika �Akvrednosti dveh vektorjev v isti to�
ki. Tenzor Riklm se imenuje krivinski tenzor ali Riemannovtenzor.Preprosto izpeljemo podobno ena�
bo za kontravariantni tenzor Ak. Upo�stevamo, da se obvzporednem premiku skalar ne spremeni, torej �(AkBk) = 0, kjer je Bk poljubni kovariantnivektor. S pomo�
jo (91.3) dobimo�(AkBk) = Ak�Bk+Bk�Ak = 12AkBiRiklm�f lm+Bk�Ak = Bk(�Ak+12AiRkilm�f lm) = 0;Polje, v. 1



91 KRIVINSKI TENZOR 261oziroma, ker je Bk poljuben, �Ak = �12RkilmAi�f lm: (91.5)�Ce vektor Ai dvakrat kovariantno odvajamo, po xk in po xl, potem je rezultat v splo�snemodvisen od vrstnega reda odvajanja, kar se razlikuje od lastnosti obi�
ajnega odvajanja. Izka�zese, da razliko Ai;k;l � Ai;l;k podaja isti krivinski tenzor, ki smo ga pravkar vpeljali. Dobimonamre�
 ena�
bo Ai;k;l �Ai;l;k = AmRmikl; (91.6)ker lahko preprosto preverimo z neposrednim izra�
unom v lokalno geodetskem koordinatnemsistemu. Podobno ena�
bo dobimo tudi za kontravariantni vektor: �Ai;k;l �Ai;l;k = �AmRimkl: (91.7)Podobne ena�
be veljajo tudi za druge odvode tenzorjev. Najla�ze jih dobimo, �
e uporabimotenzor oblike AiBk in upo�stevamo ena�
bi (91.6) in (91.7). Zaradi linearnosti morajo dobljeniizrazi veljati za poljuben tenzor Aik. Tako dobimoAik;l;m �Aik;m;l = AinRnklm +AnkRnilm: (91.8)V ravnem prostoru je krivinski tenzor enak ni�
, saj lahko v ravnem prostoru izberemotak�sne koordinate, da so �ikl povsod enaki ni�
, od koder takoj sledi Riklm = 0. Ker je Riklmtenzor, je enak ni�
 tudi v vseh drugih koordinatnih sistemih. To je povezano s tem, da je vravnem prostoru vzporeden premik enoli�
na opera
ija. �Ce vektor premaknemo po sklenjenikonturi, se ne bo spremenil.Velja pa tudi obratno: �
e je Riklm = 0, potem je prostor raven. V vsakem prostorusi lahko izberemo koordinatni sistem, ki je Galilejski v in�nitezimalno majhnem obmo�
ju.�Ce je Riklm = 0, potem je vzporedni premik enoli�
na opera
ija, in z vzporednimi premikiGalilejskega sistema iz in�nitezimalnega obmo�
ja v preostale to�
ke prostora lahko sestavimoopazovalni sistem, ki je Galilejski po 
elotnem prostoru. Tak�sen prostor pa mora biti Evklid-ski. Kone
 dokaza.To, ali je krivinski tenzor enak ni�
 ali ne, je torej kriterij, ki dolo�
a, ali je prostor ravenali ukrivljen.Opozoriti moramo, da si lahko v ukrivljenem prostoru izberemo opazovalni sistem, ki jelokalno geodetski v dani to�
ki, vendar pa to �se ne pomeni, da bo zato tudi krivinski tenzorenak ni�
 v tej isti to�
ki (koli�
ini �ikl so si
er enake ni�
, to pa ne velja za odvode).NALOGENALOGA 1. Izra�
unaj �
etvere
 relativnega pospe�ska med dvema del
ema, ki se gibljeta po in-�nitezimalno bli�znjima geodetkama.Re�sitev: Oglejmo si dru�zino geodetk, ki se med seboj lo�
ijo po vrednosti nekega parametra v; topomeni, da lahko koordinate svetovnih to�
k zapi�semo kot funk
ije xi = xi(s; v), tako da je ta funk
ijaena�
ba geodetke za vsako vrednost v (s je dol�zina intervala, merjenega vzdol�z svetovni
e od prese�
i�s�
asvetovni
e z neko hiperploskvijo). Vpeljemo �
etvere
�i = �xi�v Æv � viÆv;�Ena�
bo (91.7) lahko izpeljemo tudi neposredno iz (91.6), tako da dvignemo indeks i in upo�stevamo simetri-jske lastnosti tenzorja Riklm (glej x 92). Polje, v. 1



262 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 92ki povezuje to�
ki na neskon�
no bli�znjih geodetkah (ki ustrezata vrednostim parametra v in v + dv) zisto vrednostjo s.Iz de�ni
ije kovariantnega odvoda in enakosti �ui=�v = �vi=�s (kjer je ui = �xi=�s) slediui;kvk = vi;kuk: (1)Sedaj si oglejmo drugi odvodD2vids2 � (vi;kuk);lul = ui;k;lvkul + ui;kvk ;lul:Z uporabo izraza (1) ponovno preoblikujemo drugi �
len in spremenimo vrstni red kovariantnega odva-janja v prvem �
lenu z uporabo (91.7). DobimoD2vids2 = (ui;lul);kvk + umRimklukvl:Prvi �
len je enak ni�
, saj vzdol�z geodetke velja ui;lul = 0. Vstavimo konstantni faktor Æv in dobimokon�
ni izraz D2�ids2 = Riklmukul�m; (2)ki se imenuje geodetski uklon.NALOGA 2. Zapi�si Maxwellove ena�
be v odsotnosti nabojev za �
etverni poten
ial v Lorentzeviumeritvi.Re�sitev: Kovariantna posplo�sitev pogoja (46.9) jeAi;i = 0: (1)Z uporabo ena�
be (91.7) lahko Maxwellove ena�
be zapi�semo kotFik ;k = A;kk;i �Ai;k ;k = Ak ;k ;i +AmRim �Ai;k ;k = 0;kjer je Rik de�niran z (92.7). Nato upo�stevamo ena�
bo (1) in dobimoAi;k ;k �RikAk = 0: (2)x92 Lastnosti krivinskega tenzorjaKrivnksi tenzor ima simetrijske lastnosti, ki postanejo o�
itne, ko spremenimo me�sane kom-ponente Riklm v kovariantne: Riklm = ginRnklm:S pomo�
jo preprostih pretvorb dobimo naslednji izraz:Riklm = 12 � �2gim�xk�xl + �2gkl�xi�xm � �2gil�xk�xm � �2gkm�xi�xl�+ gnp(�nkl�pim � �nkm�pil): (92.1)Iz tega izraza takoj razberemo naslednje simetrijske lastnosti:Riklm = �Rkilm = �Rikml (92.2)Riklm = Rlmik; (92.3)kar pomeni, da je tenzor antisimetri�
en v parih indeksov i; k in l;m, ter simetri�
en na zamen-javo istih parov indeksov med seboj. Zaradi antisimetri�
nosti so vse komponente Riklm, prikaterih je i = k ali l = m, enake ni�
.Polje, v. 1



92 LASTNOSTI KRIVINSKEGA TENZORJA 263Preverimo lahko tudi, da je 
ikli�
na vsota komponent Riklm, ki jo dobimo s permuta
ijopoljubnih treh indeksov, enaka ni�
. Na primerRiklm +Rimkl +Rilmk = 0: (92.4)[Ostale ena�
be te vrste takoj sledijo iz (92.4) zaradi lastnosti (92.2) in (92.3).℄Doka�zemo lahko tudi Bian
hijevo identiteto:Rnikl;m +Rnimk;l +Rnilm;k = 0: (92.5)Identiteto najla�ze preverimo v lokalno geodetskem koordinatnem sistemu. Zaradi njenegatenzorskega zna�
aja bo ena�
ba (92.5) veljala tudi v vseh ostalih koordinatnih sistemih.Ena�
bo (91.4) odvajamo, vanjo vstavimo �ikl = 0 in dobimoRnikl;m = �Rnikl�xm = �2�nil�xm�xk � �2�nik�xm�xl : (92.6)Z uporabo tega izraza se hitro prepri�
amo, da (92.5) dejansko velja.Iz krivinskega tenzorja dobimo po skr�
itvi tenzor drugega reda. Tak�sna skr�
itev je enasama: pri skr�
itvi tenzorja Riklm po indeksih i in k ali l in m dobimo ni�
 zaradi anti-simetri�
nosti teh indeksov, pri skr�
itvi po poljubnem drugem paru pa dobimo enak rezultat(do predznaka natan�
no). Tenzor Rik (Ri

ijev tenzor) vpeljemo torej kot �Rik = glmRlimk = Rlilk: (92.7)Upo�stevamo (91.4) in dobimoRik = ��lik�xi � ��lil�xk + �lik�mlm � �mil �lkm: (92.8)Tenzor je o�
itno simetri�
en: Rik = Rki: (92.9)�Ce skr�
imo �se Rik dobimo invariantoR = gikRik = gilgkmRiklm; (92.10)ki se imenuje skalarna ukrivljenost prostora.Komponente tenzorja Rik zado�s�
ajo diferen
ialni identiteti, ki jo dobimo s skr�
itvijoBian
hijeve identitete (92.5) po parih indeksov ik in ln:Rlm;l = 12 �R�xm : (92.11)Zaradi rela
ij (92.2), (92.3) in (92.4) vse komponente tenzorja niso med seboj neodvisne.Poi�s�
imo �stevilo neodvisnih komponent.Zgornja de�ni
ija krivinskega tenzorja velja za poljubno dimenzionalen prostor. Ogle-jmo si najprej dvodimenzionalni primer, torej obi�
ajno ploskev. Zaradi la�zjega lo�
evanja s�stiridimenzionalnimi koli�
inami bomo tukaj ozna�
ili krivnski tenzor z Pab
d, metri�
ni tenzor�V literaturi najdemo tudi druga�
no de�ni
ijo tega tenzorja, po kateri tenzor Rik dobimo s skr�
itvijo prvegain zadnjega indeksa. Ta de�ni
ija se od na�se razlikuje le po nasprotnem predznaku. Polje, v. 1



264 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 92z 
ab, indeksi a; b; : : : pa te�
ejo po vrednostih 1 in 2. Ker morata biti v vsakem paru ab in
d indeksa razli�
na, je o�
itno, da so vse od ni�
 razli�
ne komponente tenzorja enake ali pa serazlikujejo za predznak. V tem primeru imamo torej eno samo komponent, na primer P1212.Hitro se lahko prepri�
amo, da je skalarna ukrivljenost enakaP = 2P1212
 ; 
 � j
abj = 
11
22 � (
12)2: (92.12)Koli�
ina P=2 je enaka Gaussovi ukrivljenosti ploskve K:P2 = K = 1�1�2 ; (92.13)kjer sta �1 in �2 glavna krivinska polmera ploskve v izbrani to�
ki (�1 in �2 imata isti predznak,�
e le�zita ustrezni sredi�s�
i pritisnjenih krogov na isti strani ploskve in nasprotna predznaka, �
eti to�
ki le�zita na razli�
nih straneh ploskve; v prvem primeru je K > 0, v drugem pa K < 0).� Oglejmo si krivnski tenzor v tridimenzionalnem prostoru; ozna�
imo ga z P��
Æ , metri�
nitenzor z 
�� , indeksi �; �; : : : pa te�
ejo od 1 do 3. Para indeksov �� in 
Æ imata lahko trirazli�
ne vrednosti: 23, 31 in 12 (permuta
ija dveh indeksov samo spremeni predznak kom-ponente tenzorja). Ker je tenzor P��
Æ simetri�
en na zamenjavo teh parov, imamo skupno3 � 2=2 neodvisnih komponent z razli�
nima paroma indeksov in tri komponente z enakimaparoma. Identiteta (92.4) ne prinese dodatne omejitve. V tridimenzionalnem prostori imazato krivnski tenzor �sest neodvisnih komponent. Simetri�
ni tenzor P�� ima enako �steviloneodvisnih komponent. Zato lahko s pomo�
jo linearne ena�
be P�� = g
ÆP��
Æ vse kompo-nente tenzorja P��
Æ izrazimo z P�� in metri�
nim tenzorjem 
�� (glej prvo nalogo). �Ce siizberemo koordinatni sistem, ki je kartezi�
en v izbrani to�
ki, potem lahko s primerno rota
ijotenzor P�� diagonaliziramo. y Zato je krivnski tenzor v izbrani to�
ki tridimenzionalnegaprostora dolo�
en s tremi koli�
inami. zKon�
no si oglejmo �se �stiridimenzionalni prostor. Para indeksov ik in lm v tem primerute�
eta po �sestih razli�
nih parih vrednosti: 01, 02, 03, 23, 31, 12. Obstaja �sest komponenttenzorja Piklm z enakima paroma indeksov in 6 � 5=2 z razli�
nima paroma indeksov. Zadnji�Izraz (92.13) hitro dobimo, �
e ena�
bo ploskve v bli�zini izbrane to�
ke (x = y = 0) zapi�semo kot z =(x2=2�1) + (y2=2�2).Kvadrat lo�
ne dol�zine na ploskvi je tedajdl2 = �1 + x2�21� dx2 +�1 + y2�22� dy2 + 2 xy�1�2 dxdy:�Ce izra�
unamo P1212 v to�
ki x = y = 0 z uporabo (92.1) (pri �
emer potrebujemo le druge odvode tenzorja
��), dobimo (92.13).yPri ra�
unanju lastnih vrednosti tenzorja P�� ni potrebe, da bi opravili prehod v koordinatni sistem, ki je vizbrani to�
ki kartezi�
en. Lastne vrednosti lahko dolo�
imo tako, da izra�
unamo korene ena�
be jP����
��j = 0.z Poznavanje tenzorja P��
Æ nam omogo�
a dolo�
iti Gaussovo ukrivljenost K poljubne ploskve v prostoru.Omenimo naj, da �
e x1, x2 in x3 tvorijo pravokotni koordinatni sistem, potem jeK = P1212
11
22 � (
12)2Gaussova ukrivljenost \ravnine" pravokotne (v izbrani to�
ki) na os x3; z \ravnino" imamo v mislih ploskev,ki jo tvorijo geodetke.Polje, v. 1



92 LASTNOSTI KRIVINSKEGA TENZORJA 265pa niso vsi med seboj neodvisni; tri komponente, pri katerih so vsi �stirje indeksi razli�
ni, sopovezani z identiteto (92.4): R0123 +R0312 +R0231 = 0: (92.14)V �stiridimenzionalnem prostoru ima krivinski tenzor dvajset med seboj neodvisnih kompo-nent.Izberemo si opazovalni sistem, ki je v obravnavani to�
ki Galilejski, in ga zasukamo (pritem se komponente gik v dani to�
ki ne spremenijo) na tak na�
in, da postavimo �sest komponentkrivinskega tenzorja na ni�
 (to lahko storimo, ker obstaja �sest med seboj neodvisnih rota
ijv �stiridimenzionalnem koordinatnem sistemu). Zato je v splo�snem ukrivljenost �
etvernegaprostora dolo�
ena s �sestnajstimi koli�
inami.�Ce je Rik = 0, � ima krivinski tenzor deset neodvisnih komponent v poljubnem koordinat-nem sistemu. Z ustreznimi transforma
ijami lahko tenzor Riklm (v izbrani to�
ki �
etvernegaprostora) pretvorimo v \kanoni�
no" obliko, v kateri lahko komponente v splo�snem izrazimo s�stirimi neodvisnimi koli�
inami; v posebnih primerih je to �stevilo lahko �se manj�se.�Ce pa je Rik 6= 0, potem lahko uporabimo isto klasi�ka
ijo krivinskega tenzorja, �
e odnjega od�stejemo posebni del, ki ga izrazimo s komponentami Rik. Sestavimo tenzor yCiklm = Riklm � 12Rilgkm + 12Rimgkl + 12Rklgim � 12Rkmgil + 16R(gilgkm � gimgkl): (92.15)Hitro se lahko prepri�
amo, da ima ta tenzor enake simetrijske lastnosti kot tenzor Riklm, imapa dodatno lastnost, da postane enak ni�
 po skr�
itvi para indeksov il ali km.Oglejmo si sedaj klasi�ka
ijo mo�znih kanoni�
nih oblik krivinskega tenzorja, ko je Rik = 0.(A. Z. Petrov, 1950).Predpostavimo, da smo metriko v dani to�
ki �
etvernega prostora privedli na Galilejskoobliko. Mno�zi
o dvajsetih neodvisnih komponent tenzorja Riklm zapi�semo s tremi tridimen-zionalnimi tenzorji, de�niranimi zA�� = R0�0� ; C�� = 14e�
Æe���R
Æ��; B�� = 12e�
ÆR0�
Æ: (92.16)(e��
 je enotski antisimetri�
ni tenzor; ker je tridimenzionalna metrika kartezi�
na, ni potrebnorazlikovati med spodnjimi in zgornjimi indeksi). Tenzorja A�� in C�� sta po de�ni
ijisimetri�
na; tenzor B�� je antisimetri�
en, njegova sled pa je enaka ni�
 zaradi (92.14). Pode�ni
iji (92.16) imamo, na primer,B11 = R0123; B21 = R0131; B31 = R0112; C11 = R2323; : : :Hitro uvidimo, da je pogoj Rkm = gilRiklm = 0 ekvivalenten naslednjim povezavam medkomponentami tenzorjev (92.16):A�� = 0; B�� = B��; A�� = �C��: (92.17)�Kasneje (v x 95) bomo videli, da krivinski tenzor za gravita
ijsko polje v vakuumu ima to lastnost.yTa dolgi izraz lahko zapi�semo bolj strnjeno kotCiklm = Riklm �Rl[igk℄m +Rm[igk℄l + 13Rl[iRk℄m;kjer oglata oklepaja ozna�
ujeta antisimetriza
ijo po indeksih, ki jih oklepaja okvirjata:A[ik℄ = 12(Aik �Aki):Tenzor (92.15) se imenuje Weylov tenzor. Polje, v. 1



266 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 92Vpeljemo simetri�
en kompleksen tenzorD�� = 12(A�� + 2iB�� � C��) = A�� + iB�� : (92.18)Ta kombina
ija dveh realnih tridimenzionalnih tenzorjev A�� in B�� v enega kompleksnega jepodobna kombina
iji (glej x25) dveh vektorjev E in H v en kompleksni vektor F, posledi�
napovezava med D�� in tenzorjem �
etver
em Riklm pa je podobna povezavi med F in �
etvernimtenzorjem Fik. Iz tega sledi, da so �stiridimenzionalni zasuki tenzorja Riklm ekvivalentnitridimenzionalnim kompleksnim zasukom tenzorja D��.De�niramo lahko lastne vrednosti � = �0+ i�00 in (v splo�snem kompleksne) lastne vektorjen�. To se re�sitve sistema ena�
b D��n� = �n�: (92.19)Koli�
ine � so invariante krivinskega tenzorja. Ker je sled D�� = 0, je vsota korenov ena�
be(92.19) enaka ni�
: �(1) + �(2) + �(3) = 0: (92.20)Glede na �stevilo neodvisnim lastnih vektorjev n� dobimo naslednjo klasi�ka
ijo razli�
nihprimerov reduk
ije krivinskega tenzorja na tri kanoni�
ne tipe Petrova:(I) Obstajajo trije neodvisni lastni vektorji. V tem primeru so njihovi kvadrati n�n�razli�
ni od ni�
 in z ustrezno rota
ijo lahko tenzor D�� (in s tem A�� in B��) diagonaliziramo:A�� = 0B� �(1)0 0 00 �(2)0 00 0 ��(1)0 � �(2)0 1CA ; B�� = 0B� �(1) 00 0 00 �(2) 00 00 0 ��(1)00 � �(2)00 1CA :(92.21)V tem primeru ima krivinski tenzor �stiri med seboj neodvisne invariante. �Kompleksni invarianti �(1) in �(2) lahko izrazimo algebrai�
no s kompleksnima skalarjemaI1 = 148(RiklmRiklm � iRiklm �Riklm);I2 = 196(RiklmRlmprRprik + iRiklmRlmpr �Rprik; (92.22)kjer zvezdi
a nad simbolom ozna�
uje dualni tenzor�Riklm = 12EikprRprlm: (92.23)Koli�
ini I1 in I2 izra�
unamo z uporabo vrednosti iz (92.21) in dobimoI1 = 13(�(1)2 + �(2)2 + �(3)2); I2 = 12�(1)�(2)(�(1) + �(2)): (92.24)Ta izraza omogo�
ata izra�
un koli�
in �(1) in �(2) z vrednostmi Riklm v poljubnem opazovalnemsistemu.(II) Obstajata dva neodvisna lastna vektorja. Kvadrat enega izmed njiju je enak ni�
, takoda tega vektorja ne moremo izbrati za smer ene izmed koordinatnih osi. Lahko pa si izberemo,da le�zi v ravnini x1, x2: tedaj je n2 = in1 in n3 = 0. Ena�
be (92.19) se v tem primeru glasijoD11 + iD12 = �; D22 � iD12 = �;�Degeneriran primer, ko je �(1)0 = �(2)0 , �(1)00 = �(2)00 , se v literaturi imenuje tip D.Polje, v. 1



92 LASTNOSTI KRIVINSKEGA TENZORJA 267tako da je D11 = �� i�; D22 = �+ i�; D12 = �:kompleksna koli�
ina � = �0+ �00 je skalar in je s transforma
ijami ne moremo spremeniti.Toda koli�
ina � ima lahko poljubno od ni�
 razli�
no vrednost, �
e opravimo primerno komplek-sno rota
ijo; predpostavimo lahko, da ima � realno vrednost, ne da bi izgubili na splo�snosti.Tako dobimo naslednjo kanoni�
no obliko realnih tenzorjev A�� in B��:A�� = 0� �0 � 0� �0 00 0 �2�0 1A ; B�� = 0� �00 � � 0 00 �00 + � 00 0 �2�00 1A : (92.25)V tem primeru obstajate le dve invarianti �0 in �00. Iz (92.25) dobimo I1 = �2, I2 = �3, takoda je I13 = I22.(III) Obstaja en sam lastni vektor, katerega kvadrat je enak ni�
. Vse lastne vrednosti �so tedaj enake ni�
. Re�sitev ena�
b (92.19) lahko zapi�semo v obliki D11 = D22 = D12 = 0,D13 = �, D23 = i�, tako da jeA�� = 0� 0 0 �0 0 0� 0 0 1A ; B�� = 0� 0 0 00 0 �0 � 0 1A : (92.26)V tem primeru krivinski tenzor sploh nima invariant. Opravka imamo s prav posebnimprimerom: prostor �
as je ukrivljen, ne obstaja pa nobena invarianta, ki bi igrala vlogo mereukrivljenosti. � NALOGENALOGA 1. Zapi�si krivinski tenzor P��
Æ tridimenzionalnega prostora s tenzorjem drugega redaP�� .Re�sitev: I�s�
emo P��
Æ oblikeP��
Æ = A�

�Æ �A�Æ
�
 +A�

�
 �A�

�Æ ;ki zado�s�
a vsem simetrijskim zahtevam; A�� je nek simetri�
ni tenzor, �
igar povezavo z P�� dolo�
imotako, da zgoraj zapisani izraz skr�
imo po indeksih � in 
. Tako dobimoP�� = A
�� +A�� ; A�� = P�� � 14P
�� ;kon�
ni izraz pa jeP��
Æ = P�

�Æ � P�Æ
�
 + P�

�
 � P�

�Æ + P2 (
�Æ
�
 � 
�

�Æ):NALOGA 2. Izra�
unaj komponente tenzorjev Riklm in Rik za metriko, v kateri je gik = 0 zai 6= k.Re�sitev: Od ni�
 razli�
ne komponente metri�
nega tenzorja zapi�semo kotgii = eie2Fi ; e0 = 1; e� = �1:�Do tega pride tudi v degeneriranem primeru (II), �
e je �0 = �00; ta primer se imenuje tudi tip N. Polje, v. 1



268 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 93Z uporabo ena�
be (92.4) dobimo naslednje izraze za od ni�
 razli�
ne komponente krivinskega tenzorja:Rlilk = ele2Fl [Fl;kFk;i + Fi;kFl;i � Fl;iFl;k � Fl;i;k ℄; i 6= k 6= l;Rlili = ele2Fl(Fi;iFl;i � Fl;i2 � Fl;i;i) + eie2Fi(Fl;lFi;l � Fi;l2 � Fi;l;l)�� ele2Fl Xm 6=i;l eieme2(Fi�Fm)Fi;mFl;m; i 6= l:(tukaj po ponovljenih indeksih ne se�stevamo!). Indeksi, ki sledijo veji
i, ozna�
ujejo obi�
ajno odvajanjepo ustrezni koordinat.�Ce krivinski tenzor skr�
imo po paru indeksov, dobimoRik = Xl6=i;k(Fl;kFk;i + Fi;kFl;i � Fl;iFl;k � Fl;i;k); i 6= k;Rii =Xl6=i [Fi;iFl;i � Fl;i2 � Fl;i;i + eiele2(Fi�Fl)(Fl;lFi;l � Fi;l2 � Fi;l;l � Fi;l Xm 6=i;lFm;l)℄:x93 Ak
ija gravita
ijskega poljaNa poti do ena�
b, ki dolo�
ajo gravita
ijsko polje, moramo najprej poiskati ak
ijo Sg tegapolja. Te ena�
be bomo potem dobili z varia
ijo vsote ak
ij za polje in za snovne del
e.Kot pri elektromagnetnem polju moramo ak
ijo Sg izraziti s skalarnim integralomR Gp�g d
, kjer integriramo po 
elotnem prostoru, po �
asovni koordinati x0 pa integriramomed dvema izbranima vrednostma Iskanje skalarja bomo za�
eli z ugotovitvijo, da ena�
begravita
ijskega polja ne smejo vsebovati odvodov \poten
ialov", ki so vi�sji od drugega reda(podobno kot pri elektromagnetnem polju). Ker dobimo ena�
be polja z varia
ijo ak
ije, inte-grand G ne sme vsebovati odvodov, vi�sjih od prvega reda; zato sme G vsebovati le tenzor gikin koli�
ine �ikl.Izka�ze se, da je nemogo�
e sestaviti invarianto le s koli�
inami gik in �ikl. To je razvidnoiz tega, da lahko s primerno izbiro koordinatnega sistema vedno postavimo koli�
ine �ikl nani�
 v izbrani to�
ki. Obstaja pa skalar R (ukrivljenost �
etvernega prostora), ki poleg gik innjegovih prvih odvodov vsebuje tudi druge odvode, vendar je linearen v prvih odvodih. Zaradilinearnosti je mo�zno invariantni integral R Rp�g d
 s pomo�
jo Gaussovega izreka pretvoritiv izraz, ki drugih odvodov ne vsebuje. Integral R Rp�g d
 najprej zapi�semo v oblikiZ Rp�g d
 = Z Gp�g d
+ Z �(p�gwi)�xi d
;kjer G vsebuje le tenzor gik in njegove druge odvode, integrand drugega integrala pa se zapi�sekot divergen
a neke koli�
ine wi (izra�
un z vsemi podrobnostmi je na kon
u tega razdelka).Po Gaussovem izreku lahko drugi integral pretvorimo v integral po hiperploskvi, ki obkro�zadel �
etvernega prostora, po katerem integriramo v dveh preostalih integralih. Ko variiramoak
ijo, bo varia
ija drugega �
lena na desni odpadla, ker je po prin
ipu najmanj�se ak
ijevaria
ija polja na mejah integra
ijskega obmo�
ja enaka ni�
. Zato lahko zapi�semoÆ Z Rp�g d
 = Æ Z Gp�g d
:Leva stran je skalar, zato je tudi izraz na desni skalar (koli�
ina G sama pa seveda ni skalarna).Polje, v. 1



93 AKCIJA GRAVITACIJSKEGA POLJA 269Koli�
ina G zado�s�
a pogoju na za�
etku razdelka, saj vsebuje le gik in njegove odvode. Zatolahko zapi�semo ÆSg = � 
316�k Æ Z Gp�g d
 = � 
316�k Æ Z Rp�g d
; (93.1)kjer je k nova splo�sna �zikalna konstanta. Podobno kot pri obravnavi ak
ije elektromagnet-nega polja v x28, se lahko prepri�
amo, da mora biti konstanta k pozitivna (glej kone
 tegarazdelka).Konstanta k se imenuje gravita
ijska konstanta. Dimenzija k je razvidna iz (93.1). Ak
ijaima dimenzijo gm 
m2 se
�1; vse koordinate imajo dimenzijo 
m, komponente gik so brezdi-menzijske, R pa ima dimenzijo 
m�2. Sledi, da ima k dimenzijo 
m3gm�1se
�2. Vrednostkonstante je k = 6:67 � 10�8 
m3gm�1se
�2: (93.2)Vredno je omeniti, da bi lahko postavili k na 1 (ali na kak�sno drugo brezdimenzijskovrednost), vendar bi s tem dolo�
ili enoto za maso. �Kon�
no izra�
unajmo koli�
imo G v (93.1). Iz izraza (92.8) za Rik sledip�gR = p�ggikRik = p�g�gik ��lik�xl � gik ��lil�xk + gik�lik�mlm � gik�mil �lkm� :Prva �
lena na desni pretvorimo vp�ggik ��lik�xl = ��xl (p�ggik�lik)� �lik ��xl (p�ggik);p�ggik ��lil�xk = ��xk (p�ggik�lil)� �lil ��xk (p�ggik):Totalne odvode izpustimo, in dobimop�gG = �mim ��xk (p�ggik)� �lik ��xl (p�ggik)� (�mil �lkm � �lik�mlm)gikp�g:S pomo�
jo ena�
b (86.5)-(86.8) ugotovimo, da sta prva �
lena na desni enaka zmno�zku p�g z2�lik�ilmgmk � �mim�iklgkl � �lik�mlmgik = gik(2�lmk�mli � �mim�lik � �lik�mlm)= 2gik(�mil �lkm � �lik�mlm):Kon�
no dobimo G = gik(�mil �lkm � �lik�mlm): (93.4)Komponente metri�
nega tenzorja so koli�
ine, ki dolo�
ajo gravita
ijsko polje. Zato priuporabi na�
ela najmanj�se ak
ije za gravita
ijsko polje variiramo spremenljivke gik. Moramopa upo�stevati naslednji temeljni pridr�zek. Ne moremo namre�
 trditi, da ima v dejanskouresni�
ljivem polju integral ak
ije minimum (in ne le ekstrem) glede na vse mo�zne varia
ije� �Ce si izberemo k = 
2, bi maso merili v 
m, pri �
emer bi veljalo 1 
m = 1; 34 � 1028 g. V�
asih namesto kuporabljamo koli�
ino � = 8�k
2 = 1; 86 � 10�27
m=g; (93.3)ki jo imenujemo Einsteinova gravita
ijska konstanta. Polje, v. 1



270 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 94koli�
in gik. To je povezano z dejstvom, da ne vodijo vse spremembe tenzorja gik k spremembimetrike prostora-�
asa, torej k dejanski spremembi gravita
ijskega polja. Komponente gik sespremenijo tudi pri preprosti transforma
iji koordinat pri kateri se le preselimo iz enega koor-dinatnega sistema v drugega v istem prostoru-�
asu. Vsaka tak�sna transforma
ija koordinat jev splo�snem skupina �stirih neodvisnih transforma
ij. Tak�sne spremembe gik, ki ne spremenijometrike, bomo izklju�
ili iz obzira tako, da dolo�
imo �stiri pomo�zne pogoje, ki bodo moralibiti izpolnjeni pri varia
iji Zato lahko pri uporabi na�
ela najmanj�se ak
ije pri gravita
ijskempolju trdimo le, da je mogo�
e zahtevati pomo�zne pogoje, ki jim mora gik zadostiti, �
e naj imaak
ija minimum glede na varia
ije koli�
in gik. �Upo�stevajo�
 te opombe bomo sedaj pokazali, da mora biti gravita
ijska konstanta pozi-tivna. Kot �stiri dodatne pogoje si bomo izbralig0� = 0; jg�� j = 0;iz zadnjega pogoja sledi g�� �g���x0 = ��x0 jg�� j = 0:Tu nas zanimajo tisti �
leni v integrandu izraza za ak
ijo, ki vsebuje odvode koli�
ine gik po x0(glej str. ) Preprost izra�
un z uporabo (93.4) poka�ze, da so ti �
leni v izrazu za G enaki�14g��g
Æg00 �g�
�x0 �g�Æ�x0 :Hitro se lahko prepri�
amo, da je ta koli�
ina striktno negativna. Z izbiro prostorskegakoordinatnega sistema, ki je kartezi�
en v izbrani to�
ki ob danem trenutku (tako da jeg�� = g�� = �Æ��), dobimo �14g00��g���x0 �2 ;in ker je g00 = 1=g00 > 0, je predznak zgornje koli�
ine o�
iten.�Ce se komponente g�� zadosti hitro spremenijo s �
asom x0 (znotraj �
asovnega intervala, pokaterem integriramo), je koli�
ina G lahko poljubno velika. �Ce bi bila konstanta k negativna,bi lahko ak
ija dosegla poljubno majhno vrednost in minimum ne bi obstajal.x94 Napetostni tenzorV x32 je bilo podano splo�sno pravilo za ra�
unanje napetostnega tenzorja poljubnega �zikalnegasistema, katerega ak
ija je podana v obliki integrala (32.1) po �
etvernem prostoru. Vkrivo�
rtnih koordinatah lahko ta integral zapi�semo v oblikiS = 1
 Z �p�g d
 (94.1)(v Galilejevih koordinatah je g = �1 in S = R �dV dt). Integriramo po 
elotnem prostoru,po �
asu pa med dvema izbranima trenutkoma. Integral torej poteka po neskon�
nem obmo�
ju�
etvernega prostora, ki ga omejujeta dve hiperploskvi.�Poudariti moramo, da povedano ne vpliva na izpeljavo ena�
b polja z uporabo na�
ela najmanj�se ak
ije(x 95). Da dobimo te ena�
be, zadostuje zahteva, da ima ak
ija ekstrem (torej da je prvi odvod enak ni�
), ki ninujno minimum. Zato bomo pri izpeljavi ena�
b neodvisno variirali vse gik.Polje, v. 1



94 NAPETOSTNI TENZOR 271Kot smo omenili v x32, napetostni tenzor, izra�
unan po ena�
bi (32.5), v splo�snem nisimetri�
en, kot bi to moral biti. Da smo ga simetrizirali, smo morali k (32.5) dodati �
leneoblike (�=�xl) ikl, kjer je  ikl = � ilk. Sedaj bomo opisali druga�
en pristop k ra�
unanjunapetostnega tenzorja, katerega prednost je ta, da takoj dobimo pravilen izraz.V (94.1) pretvorimo koordinate xi v koordinate x0i = xi + �i, kjer so �i majhne koli�
ine.Pri tej transforma
iji se gik spremenijo po ena�
big0ik(x0l) = glm(xl)�x0i�xl �x0k�xm = glm �Æil + ��i�xl��Ækm + ��k�xm�� gik(xl) + gim ��k�xm + gki ��i�xl :Tenzor g0ik smatramo kot funk
ijo spremenljivk x0l, medtem ko je tenzor gik funk
ija za�
etnihspremenljivk xl. �Ce �zelimo zapisati vse �
lene kot funk
ije enega samega nabora spremenljivk,moramo g0ik(xl+ �l) razviti po poten
ah �l. Poleg tega lahko, �
e zanemarimo vse �
lene vi�sjihredov v �l, v vseh �
lenih, ki vsebujejo �l, zamenjamo g0ik z gik. Tako dobimog0ik(xl) = gik(xl)� �l �gik�xl + gil ��k�xl + gkl ��i�xl :Z neposrednim izra�
unom se lahko prepri�
amo, da lahko zadnje tri �
lene na desni zapi�semokot vsoto �i;k + �k;i kontravariantnih odvodov koli�
ine �i. Kon�
no dobimo pravilo za trans-forma
ijo gik v obliki g0ik = gik + Ægik; Ægik = �i;k + �k;i: (94.2)Za kovariantne komponente pa veljag0ik = gik + Ægik; Ægik = ��i;k � �k;i (94.3)(do �
lenov prvega reda natan�
no velja pogoj gilg0kl = Æki ). �Ker je ak
ija S skalar, se ob koordinatni transforma
iji ne spremeni. Po drugi stranipa se lahko sprememba ak
ije ÆS ob koordinatni transforma
iji zapi�se na naslednji na�
in.Kot v x32 naj q ozna�
uje koli�
ine, ki dolo�
ajo �zikalni sistem z ak
ijo S. Ob koordinatnitransforma
iji se koli�
ine q spremenijo za Æq. Pri ra�
unanju ÆS ne rabimo zapisati koli�
in,ki vsebujejo spremembe spremenljivk q. Tak�sni �
leni se med seboj okraj�sajo zaradi \ena�
bgibanja" �zikalnega sistema, saj te ena�
be dobimo z izena�
enjem z ni�
 varia
ije S gledena koli�
ine q. Zato zadostuje, da zapi�semo �
lene, povezane s spremembami gik. Z uporaboGaussovega izreka in upo�stevajo�
, da je Ægik = 0 na integra
ijskih mejah, dobimo ÆS naslednje�Omenimo naj, da ena�
be �i;k + �k;i = 0opisujejo in�nitezimalne pretvorbe koordinat, ki ne spremenijo metrike. V literaturi te ena�
be pogosto imenu-jemo Killingove ena�
be. Polje, v. 1



272 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 94oblike: � ÆS = 1
 Z (�p�g��gik Ægik + �p�g�� �gik�xl Æ�gik�xl ) d
= 1
 Z (�p�g��gik � ��xl �p�g�� �gik�xl ) Ægik d
:Vpeljemo zapis 12p�gTik = �p�g��gik � ��xl �p�g�� �gik�xl : (94.4)Potem lahko ÆS zapi�semo kot yÆS = 12
 Z TikÆgikp�g d
 = � 12
 Z T ikÆgikp�g d
 (94.5)(tu smo upo�stevali, da je gikÆglk = �glkÆgik in zato T ikÆgik = �TikÆgik). Varia
ije Ægiknadomestimo z izrazom (94.2) in dobimo, �
e upo�stevamo �se simetri�
nost tenzorja Tik,ÆS = 12
 Z Tik(�i;k + �k;i)p�g d
 = 1
 Z Tik�i;kp�g d
:Ta izraz pretvorimo v naslednjo obliko:ÆS = 1
 Z (T ki �i);kp�g d
� 1
 Z T ki;k�ip�g d
: (94.6)Z uporabo (86.9) lahko pri integral zapi�semo kot1
 Z ��xk (p�gT ki �i) d
;in ga pretvorimo v integral po hiperploskvi. Ker so �i enake ni�
 na robovih integra
ijskegaobmo�
ja, ta integral odpade.�Ce izena�
imo ÆS z ni�
, dobimoÆS = �1
 Z T ki;k�ip�g d
 = 0:Ker so �i poljubni, dobimo T ki;k = 0: (94.7)�Potrebno je poudariti, da ima tu vpeljan zapis za odvajanje po komponentah simetri�
nega tenzorja gikv nekem smislu simboli�
ni pomen. Odvod �F=�gik (kjer je F neka funk
ija koli�
in gik) je namre�
 smiseln lekot izraz dejstva, da je dF = (�F=�gik) dgik. V vsoti (�F=�gik) dgik se �
leni z diferen
iali dgik komponent,za katere je i 6= k, pojavljajo dvakrat. Zato bi pri dejanskem odvajanju izraza za F po poljubni komponentigik (z i 6= k) dobili dvakrat ve�
jo vrednost, kot je ta, ki jo ozna�
ujemo z �F=�gik. To opombo moramo nujnoupo�stevati, ko priredimo vrednosti indeksoma i; k v ena�
bah, v katerih se pojavljajo odvodi po gik.yV obravnavanem primeru vseh deset koli�
in Ægik ni med seboj neodvisnih, saj so te posledi
a pretvorbekoordinat, ki pa so le �stiri. Zato iz ÆS = 0 ne sledi Tik = 0.Polje, v. 1



94 NAPETOSTNI TENZOR 273To primerjamo z ena�
bo (32.4) �Tik=�xk = 0, ki velja v Galilejevih koordinatah. Ugotovimo,da je tenzor Tik, de�niran z izrazom (94.4), enak napetostnemu tenzorju { vsaj do konstant-nega faktorja natan�
no. Hitro lahko preverimo, na primer z izra�
unom tenzorja napetosti zaelektromagnetno polje �� = � 116�FikF ik = � 116�FikFlmgilgkm�in uporabo izraza (94.4), da je ta konstanta enaka ena.Z ena�
bo (94.4) lahko torej izra�
unamo napetostni tenzor z odvajanjem funk
ije � po kom-ponentah metri�
nega tenzorja in njegovih odvodov. Tako dobljeni tenzor Tik je simetri�
en.Ena�
ba (94.4) je uporabna ne le za ra�
unanje napetostnega tenzorja v prisotnosti gravita
i-jskega polja, temve�
 tudi za podobne ra�
une v ravnem prostoru. V tem primeru metri�
nitenzor nima posebnega pomena, prehod v krivo�
rtne koordinate uporabimo le formalno, kotvmesni korak pri izra�
unu tenzorja Tik.Izraz (33.1) za napetostni tenzor elektromagnetnega polja moramo napisati v krivo�
rtnihkoordinatah v obliki Tik = 14� ��FilFkl + 14FlmF lmgik� : (94.8)Napetostni tenzor makroskopskega telesa jeTik = (p+ �)uiuk � pgik: (94.9)Naj opozorimo, da je koli�
ina T00 vedno pozitivna: �T00 � 0: (94.10)(Ni�
 pa ne moremo v splo�snem povedati o me�sani komponenti T 00 .)NALOGANALOGA Obravnavaj razli�
ne primere poenostavitve simetri�
nega tenzorja drugega reda v psev-doekvlidskem prostoru na kanoni�
no obliko.Re�sitev: Poenostavitev simetri�
nega tenzorja Aik na lastne osi pomeni, da moramo poiskatilastne vektorje ni, za katere velja Aiknk = �ni: (1)Ustrezne lastne vrednosti � dobimo iz karakteristi�
ne ena�
bejAik � �gikj = 0: (2)Lastne vrednosti so invariante tenzorja. Tako lastni vektorji kot lastne vrednosti so lahko kompleksni.(Predpostavili pa seveda bomo, da so komponente tenzorja Aik realne.)�Velja T00 = �u20 + p(u20 � g00). Prvi �
len je vedno pozitiven. V drugem �
lenu zapi�semou0 = g00u0 + g0�u� = g00 dx0 + g0� dx�dsin po preoblikovanju dobimo g00p( dl= ds)2, kjer je dl diferen
ial prostorske razdalje (84.6); od tod je razvidno,da je tudi drugi �
len pozitiven. Isti rezultat lahko dobimo tudi z uporabo zapisa tenzorja iz ena�
be (94.8).Polje, v. 1



274 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 94S pomo�
jo ena�
be (1) na obi�
ajen na�
in poka�zemo, da sta vektorja ni(1) in ni(2), ki ustrezatarazli�
nima lastnima vrednostma �(1) in �(2), med seboj pravokotna:n(1)i ni(2) = 0: (3)V posebnem primeru, ko ima ena�
ba (2) kompleksno konjugirana korena � in ��, ki ustrezata kom-pleksno konjugiranima vektorjema ni in n�i , mora veljatinini� = 0: (4)Tenzor Aik zapi�semo z lastnimi vrednostmi in lastnimi vektorji kotAik =X�ninknlnl (5)(�
e le ni kak�sna izmed koli�
in nlnl enaka ni�
 { ve�
 o tem primeru je v nadaljevanju).Odvisno od tega, kak�sni so koreni ena�
be (2), lahko nastopijo trije primeri:(a) Vse �stiri lastne vrednosti � so realne. Tedaj so tudi vektorji ni realni, in ker so ti med sebojpravokotni, morajo trije izmed njih imeti prostorske smeri, eden pa �
asovno smer (normaliziramojih lahko s pogoji nlnl = �1 oziroma nln=1). �Ce si izberemo koordinatne osi vzdol�z tehvektorjev, lahko tenzor Aik zapi�semo kotAik = 0BB��(0) 0 0 00 ��(1) 0 00 0 ��(2) 00 0 0 ��(3)1CCA : (6)(b) Ena�
ba (2) ima dva realna korena (�(2), �(3) in en par kompleksno konjugiranih korenov (�0 �i�00). Kompleksno konjugirana vektorja ni, n�i , ki ustrezata zadnjima dvema korenoma, zapi�semokot ai� ibi; ker sta vektorja de�nirana do poljubnega kompleksnega faktorja natan�
no, ju lahkonormiramo s pogojem nini = n�i ni� = 1. S pomo�
jo ena�
be (4) dobimo �seaiai + bibi = 0; aibi = 0; aiai � bibi = 1;od koder sledi aiai = 12 ; bibi = �12 ;kar pomeni, da je eden izmed obeh vektorjev prostorski, drugi pa �
asoven. � Koordinatne osi siizberemo vzdol�z vektorjev ai, bi, n(2)i in n(3)i in tenzor zapi�semo kotAik = 0BB��0 �00 0 0�00 ��0 0 00 0 ��(2) 00 0 0 ��(3)1CCA : (7)(
) �Ce je kvadrat enega izmed vektorjev ni enak ni�
 (nlnl = 0), potem tega vektorja ne moremoizbrati kot smer koordinatne osi. Lahko pa si izberemo eno izmed ravnin x0, x� tako, da bovektor ni le�zal v njej. Naj bo to ravnina x0, x1; tedaj iz nlnl = 0 sledi n0 = n1 in iz ena�
be (1)dobimo A00 + A01 = �, A10 + A11 = ��, zato je A11 = �� + �, A00 = � + �, A01 = ��, kjer� ni invarianta, temve�
 se spreminja ob zasukih v ravnini x0, x1; s primernim zasukom lahko�Ker ima lahko le eden izmed vektorjev �
asovno smer, ena�
ba (2) ne more imeti dveh parov kompleksnokonjugiranih re�sitev.Polje, v. 1



95 EINSTEINOVE ENA�CBE 275vedno naredimo � realen. Osi x2 in x3 si izberemo vzdol�z ostalih dveh (prostorskih) vektorjevn(2)i in n(3)i in tenzor Aik zapi�semo kotAik = 0BB��+ � �� 0 0�� ��+ � 0 00 0 ��(2) 00 0 0 ��(3)1CCA : (8)Ta primer ustreza slu�
aju, ko sta dva korena (�(0) in �(1))) ena�
be (2) enaka.Pri napetostnemu tenzorju Tik snovi, ki se giblje s hitrostjo, manj�so od svetlobne, imamo lahkole primer (a); to je povezano z dejstvom, da si vedno lahko izberemo tak�sen opazovalni sistem,da bo v njem pretok energije snovi (torej komponente T0�) enake ni�
. Pri napetostnem tenzorjuelektromagnetnega valovanja pa imamo vedno primer (
), z �(2) = �(3) = � = 0 (glej stran 85);dokazati je mo�zno, da bi v nasprotnem primeru obstajal opazovalni sistem, v katerem bi pretokenergije bil ve�
ji od gostote energije, pomno�zene s 
.x95 Einsteinove ena�
beSedaj bomo izpeljali ena�
be gravita
ijskega polja. Dobili jih bomo iz na�
ela najmanj�se ak
ijeÆ(Sm + Sg) = 0, kjer sta Sg in Sm ak
iji gravita
ijskega polja in snovi. Sedaj variiramogravita
ijsko polje, torej koli�
ine gik.Varia
ija ÆSg jeÆ Z Rp�g d
 = Æ Z gikRikp�g d
= Z nRikp�gÆgik +RikgikÆp�g + gikp�gÆRiko d
:Iz ena�
be (86.4) dobimo Æp�g = � 12p�g Æg = �12p�ggikÆgik ;to vstavimo v izraz za ÆSg in slediÆ Z Rp�g d
 = Z (Rik � 12gikR)Ægikp�g d
 + Z gikÆRikp�g d
: (95.1)Izra�
unati moramo �se ÆRik. Pri tem upo�stevamo, da koli�
ine �ikl ne tvorijo tenzorja, nji-hove varia
ije Æ�ikl pa so tenzor, saj je �kilAk dxl sprememba vektorja ob vzporednem premiku(glej (85.5)) iz neke to�
ke P v in�nitezimalno oddaljeno to�
ko P 0. Zato je Æ�iklAk dxl razlikadveh vektorjev, ki je posledi
a dveh vzporednih premikov (enega z nevariirano, drugega zvariirano �ikl) iz to�
ke P v eno in isto to�
ko P 0. Razlika dveh vektorjev v isti to�
ki je vektor,zato je Æ�ikl tenzor.Sedaj uporabimo lokalno geodetski koordinatni sistem. V izbrani to�
ki je torej �ikl = 0. Zuporabo izraza (92.8) za Rik in upo�stevajo�
, da so prvi odvodi koli�
in gik enaki ni�
, dobimogikÆRik = gik � ��xl Æ�lik � ��xk Æ�lil� = gik ��xl Æ�lik � gil ��xl Æ�kil = �wl�xl ;kjer je wl = gikÆ�lik � gilÆ�kik: Polje, v. 1



276 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 95Ker je wl vektor, lahko zapi�semo dobljeni izraz v obliki, ki velja v poljubnem koordinatnemsistemu: gikÆRik = 1p�g ��xl (p�gwl)[pri tem smo �wl=�xl zamenjali z wl;l in uporabili (86.9)℄. Zato je drugi integral na desnistrani (95.1) enak Z gikÆRikp�g d
 = Z �(p�gwl)�xl d
:in z uporabo Gaussovega izreka lahko ta �
len pretvorimo v integral wl po hiperploskvi, kiobkro�za 
eloten del �
etvernega prostora. Ker so varia
ije polja enake ni�
 na robovih inte-gra
ijskega obmo�
ja, ta �
len odpade. Zato je varia
ija ÆSg enaka �ÆSg = � 
316�k Z �Rik � 12gikR� Ægikp�g d
: (95.2)�Ce bi izpeljavo za�
eli z izrazomSg = � 
316�k Z Gp�g d
za ak
ijo polja, bi dobiliÆSg = � 
316�k Z (�(Gp�g)�gik � ��xl �(Gp�g)� �gik�xl ) Ægik d
:To primerjamo z (95.2) in dobimo naslednjo rela
ijo:Rik � 12gikR = 1p�g (�(Gp�g)�gik � ��xl �(Gp�g)� �gik�xl ) : (95.3)Varia
ijo ak
ije snovi lahko takoj zapi�semo s pomo�
jo (94.5):ÆSm = 12
 Z TikÆgikp�g d
; (95.4)kjer je Tik napetostni tenzor snovi (vklju�
no z elektromagnetnim poljem). Gravita
ijska in-terak
ija je opazna le pri telesih z zadosti veliko maso (ker je gravita
ijska konstanta majhna),zato se pri obravnavi gravita
ijskega polja obi�
ajno ukvarjamo z makroskopskimi telesi. Zanapetostni tenzor moramo zato obi�
ajno uporabiti (94.9).Iz na�
ela najmanj�se ak
ije ÆSm + ÆSg = 0 sledi� 
316�k Z �Rik � 12gikR� 8�k
4 Tik� Ægikp�g d
 = 0;�Omenimo naslednje he
no dejstvo. �Ce bi ra�
unali varia
ijo Æ R Rp�g d
 [z Rik iz (92.11)℄, pri �
emerbi kot neodvisne spremenljivke smatrali �ikl, gik pa kot konstante, nato pa uporabili izraz (86.3) za �ikl, bidobili identi�
no ni�
, v kar se lahko brez te�zav prepri�
amo. Velja tudi nasprotno: zvezo med �ikl in metri�
nimtenzorjem lahko dobimo z zahtevo, da je omenjena varia
ija enaka ni�
.Polje, v. 1



95 EINSTEINOVE ENA�CBE 277in ker je Ægik poljuben, dobimo Rik � 12gikR = 8�k
4 Tik; (95.5)ali v me�sanih komponentah Rki � 12Æki R = 8�k
4 T ki : (95.6)To so iskane ena�
be gravita
ijskega polja, osnovne ena�
be splo�sne teorije relativnosti. Imenu-jejo se Einsteinove ena�
be.Ena�
bo (95.6) skr�
imo po indeksih i in k. DobimoR = �8�k
4 T ; (95.7)(T = T ii ). Zato lahko ena�
be polja zapi�semo tudi v oblikiRik = 8�k
4 �Tik � 12gikT� : (95.8)Einsteinove ena�
be so nelinearne. Zato za gravita
ijsko polje na�
elo superpozi
ije ne velja.To na�
elo velja le pribli�zno za �sibka polja, pri katerih lahko Einsteinovo ena�
bo lineariziramo(tak�sno je na primer gravita
ijsko polje v klasi�
ni Newtonovi limiti, x99).V praznem prostoru je Tik = 0 in ena�
be gravita
ijskega polja se poenostavijo v oblikoRik = 0: (95.9)Poudariti moramo, da to ne pomeni, da je v vakuumu prostor-�
as raven; za to bi bil potrebenstro�zji pogoj Riklm = 0.Napetostni tenzor elektromagnetnega polja ima lastnost T ii = 0 [glej (33.2)℄. Iz (95.7)sledi, da je v elektromagnetnem polju v odsotnosti mas skalarna ukrivljenost prostora-�
asaenaka ni�
.Kot �ze vemo, je divergen
a napetostnega tenzorja enaka ni�
:T ki;k = 0; (95.10)zato je enaka ni�
 tudi divergen
a leve strani ena�
be (95.6). To je res �ze zaradi identitete(92.14).Zato je ena�
ba (95.10) pravzaprav �ze vsebovana v ena�
bah polja (95.6). Po drugi strani paena�
ba (95.10), ki izra�za zakon o ohranitvi energije in gibalne koli�
ine, vsebuje gibalne ena�
be�zikalnega sistema, na katerega se nana�sa obravnavani napetostni tenzor (na primer ena�
begibanja snovnega del
a ali pa drugi par Maxwellovih ena�
b). Zato ena�
be gravita
ijskegapolja vsebujejo tudi gibalne ena�
be snovi, ki povzro�
ajo polje. Zato si ne moremo poljubnoizbrati porazdelitve in hitrosti snovi, ki ustvarjajo gravita
ijsko polje, temve�
 jih moramodolo�
iti (z re�sevanjem ena�
b polja ob danih za�
etnih pogojih) so�
asno s poljem, ki ga snovpovzro�
a.Poudariti moramo na�
elno razliko med tem primerom in primerov elektromagnetnegapolja. Ena�
be elektromagnetnega polja (Maxwellove ena�
be) vsebujejo le ena�
bo o ohranitvi
elotnega naboja (kontinuitetno ena�
bo), ne pa ena�
b gibanja samih nabojev. Zato si lahkoporazdelitev in gibanje nabojev poljubno izberemo, �
e je le skupni naboj konstanten. IzbiraPolje, v. 1



278 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 95porazdelitve nabojev tedaj preko Maxwellovih ena�
b dolo�
a elektromagnetno polje, ki gaustvarjajo naboji.Opozoriti moramo na to, da potrebujemo poleg Einsteinovih ena�
b tudi ena�
bo stanjasnovi, torej ena�
bo, ki podaja povezavo med pritiskom in gostoto, �
e �zelimo povsem dolo�
itiporazdelitev in hitrost snovi. ��Cetverne koordinate lahko poljubno transformiramo. S tak�snimi transforma
ijami si lahkopoljubno izberemo vrednosti �stirih izmed desetih komponent tenzorja gik. Zato obstaja le �sestneodvisnih koli�
in gik. Poleg tega so �stiri komponente �
etver
a hitrosti ui, ki se pojavljajo vnapetostnem tenzorju snovi, med seboj povezane z rela
ijo uiui = 1, tako da so le tri izmednjih neodvisne. Zato imamo deset ena�
b polja (95.5) z desetimi neznankami: �sest komponenttenzorja gik, tri komponente �
etver
a ui in gostoto snovi �=
2 (ali pritisk snovi p).Za gravita
ijsko polje v vakuumu ostane skupaj �sest neznanih koli�
in (komponente gik)in �stevilo neodvisnih ena�
b polja je ustrezno manj�se: deset ena�
b Rik = 0 je med sebojpovezanih s �stirimi identitetami (92.11).Omenimo �se nekaj posebnosti v strukturi Einsteinovih ena�
b. Te so sistem par
ialnih difer-en
ialnih ena�
b drugega reda, ki pa ne vsebujejo �
asovnih odvodov vseh desetih komponentgik. Iz ena�
be (92.1) je namre�
 razvidno, da drugi odvodi po �
asu nastopajo le v komponentahR0�0� krivinskega tenzorja , kjer se pojavljajo v obliki �
lena ��g�� (to�
ka ozna�
uje odvod pox0); drugih odvodov komponent g0� in g00 v ena�
bah ni. Zato je jasno, da tenzor Rik, ki gadobimo s skr�
itvijo krivinskega tenzorja, in zato tudi ena�
ba (95.5), vsebujejo druge odvodepo �
asu izklju�
no �sestih prostorskih komponent g�� .Hitro se lahko tudi prepri�
amo, da se ti odvodi pojavljajo le v ��-ena�
bah sistema (95.6),torej v ena�
bah R�� � 12Æ��R = 8�k
4 T �� : (95.11)Ena�
bi, kjer nastopajo komponente 00 in 0�, torej ena�
biR00 � 12R = 8�k
4 T 00 ; R0� = 8�k
4 T 0�; (95.12)vsebujeta le prve odvode po �
asu. V to se lahko prepri�
amo tako, da ugotovimo, da se pritvorjenju koli�
in R0� in R00 � 12R = 12(R00 �R��) s skr�
itvijo tenzorja Riklm komponente oblikeR0�0� okraj�sajo �Se bolj preprosto lahko to preverimo s pomo�
jo identitete (92.11), �
e jozapi�semo v obliki (R0i � 12ÆoiR);0 = �(R�i � 12Æ�i R);a (95.13)(i=0,1,2,3). Najvi�sji �
asovni odvodi, ki se pojavljajo na desni strani te ena�
be, so drugiodvodi (ki nastopajo v koli�
inah R�i in R). Ker je (95.13) identiteta, leva stran ne morevsebovati �
asovnih odvodov, vi�sjih od drugega. Toda odvajanje po �
asu se v ena�
bi �ze pojavljaekspli
itno, zato lahko izraz R0i � 12Æ0iR vsebuje kve�
jemu prve odvode po �
asu.Poleg tega ena�
bi (95.12) ne vsebujeta niti prvih odvodov _g0�, niti _g00 (temve�
 le odvode_g��). Izka�ze se, da izmed vseh koli�
in �i;kl le ��;00 in �0;00 vsebujejo te odvode, koli�
ine ��;00in �0;00 pa se po drugi strani pojavljajo le v komponentah krivinskega tenzorja oblike R0�0� ,ki se { kot �ze vemo { okraj�sajo, ko tvorimo leve strani ena�
b (95.12).�Pravzaprav ena�
ba stanja med seboj ne povezuje le dveh, temve�
 tri termodinami�
ne koli�
ine, na primerpritisk, gostoto in temperaturo snovi. Pri uporabi teorije gravita
ije ta podrobnost ni pomembna, saj pribli�zneena�
be stanja, ki jih pri tem uporabljamo, pravzaprav niso odvisne od temperature (kot na primer ena�
bap = 0 za redko snov, mejna ultrarelativisti�
na ena�
ba p = �=3 za mo�
no stisnjeno snov, ipd.).Polje, v. 1



95 EINSTEINOVE ENA�CBE 279�Ce nas zanima re�sitev Einsteinovih ena�
b pri zadanih za�
etnih pogojih, moramo obrav-navati vpra�sanje �stevila koli�
in, katerih za�
etno prostorsko porazdelitev si lahko poljubnoizberemo.Za�
etni pogoji sistema ena�
b drugega reda morajo vsebovati tako vrednosti odvisnih spre-menljivk, kot njihove prve odvode. Ker pa v na�sem primeru ena�
be vsebujejo druge odvodeizklju�
no �sestih spremenljivk g�� , ne moremo vsem gik in _gik predpisati poljubnih za�
etnihvrednosti. Zato lahko poleg za�
etne porazdelitve hitrosti in gostote snovi predpi�semo za�
etnevrednosti koli�
inam g�� in _g��. Tedaj ena�
be (95.12) dolo�
ijo dopustne za�
etne vrednosti zag0� in g00, v ena�
bi (95.11) pa so za�
etne vrednosti za _g0� �se poljubne.Med izbranimi za�
etnimi pogoji so tudi tak�sni, katerih poljubnost je preprosto posledi
apoljubnosti izbire �
etvernega koordinatnega sistema. Toda edino, kar ima pravi �zikalnipomen, je �stevilo \�zikalno razli�
nih" poljubnih za�
etnih pogojev, ki jih ne moremo odpravitiz nobeno izbiro koordinatnega sistema. S �zikalnimi argumenti se lahko prepri�
amo, da je to�stevilo osem: za�
etni pogoji morajo predpisati porazdelitev gostote snovi in tri komponentehitrosti, ter �stiri druge koli�
ine, ki dolo�
ajo prosto gravita
ijsko polje v odsotnosti snovi (glejx107); za prosto gravita
ijsko polje v vakuumu moramo predpisati le zadnje �stiri koli�
ine.NALOGAZapi�si ena�
be za konstantno gravita
ijsko polje: vse opera
ije odvajanja po prostorskih koordi-natah zapi�si kot kovariantne odvode v prostoru z metriko 
�� (84.7).Re�sitev: Vpeljemo zapis g00 = h, g0� = �hg� (88.11) in tridimenzionalno hitrost v� (88.10). Vnadaljevanju bomo vse opera
ije dvigovanja in spu�s�
anja indeksov ter kovariantnega odvajanja nadtridimenzionalnima vektorjema g� in v� ter nad skalarjem h izvajali v tridimenzionalnem prostoru zmetriko 
�� .Iskane ena�
be morajo biti invariantne proti pretvorbix� ! x�; x0 ! x0 + f(x�); (1)ki ne spremeni sta
ionarnega zna�
aja polja. Ob tak�sni transforma
iji se, kot lahko zlahka poka�zemo(glej opombo na strani 248), g� spremeni v g� � �f=�x�, medtem ko skalar h in tenzor 
�� =�g��+hg�g� ostaneta nespremenjena. Od tod je razvidno, da iskane ena�
be (�
e jih izrazimo z 
�� , hin g�) lahko g� vsebujejo samo kot kombina
ijo odvodov, ki sestavljajo tridimenzionalni antisimetri�
nitenzor: f�� = g�;� � g�;� = �g��x� � �g��x� ; (2)ki je invarianten proti tak�snim pretvorbam. �Ce to upo�stevamo, si lahko ra�
unanje mo�
no olaj�samo,saj lahko postavimo g� = 0 in g�;� + g�;� = 0, potem ko izra�
unamo vse odvode, ki se pojavljajo vRik. ��Da ne bo nesporazuma, moramo poudariti, da ta poenostavljen ra�
unski postopek, ki nam si
er da pravilneena�
be polja, ni primer za ra�
unanje poljubnih komponente tenzorja Rik samega, saj te niso invariantne protipretvorbi (1). V levih straneh ena�
b (3)-(5) nastopajo tiste komponente Ri

ijevega tenzorja, ki so dejanskoenake zapisanim izrazom. Te komponente so invariantne proti (1). Polje, v. 1



280 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 96Christo�elovi simboli so: �000 = 12g�h;�;��00 = 12h;�;�0�0 = 12hh;� + h2 g�f�� + : : : ;��0� = h2 f�� � 12g�h;�;�0�� = �12 ��g��x� + �g��x��� 12h (g�h;� + g�h;�) + g
�
�� + : : : ;���
 = ���
 � h2 (g�f
� + g
f��) + : : :Izpu�s�
eni �
leni (ozna�
eni s pikami) so kvadratni v g�; te �
leni bodo odpadli, ko bomo po odvajanjuv Rik (92.11) postavili g� = 0. Pri ra�
unanju uporabimo ena�
be (84.10), (84.13),(84.14); ���
 sotridimenzionalni Christo�elovi simboli, ki jih sestavimo iz metrike 
�� .Tenzor Tik izra�
unamo z uporabo (94.9) ter z ui iz (88.14) (tudi tu postavimo g� = 0).Kot kon�
ni rezultat dobimo iz (95.8) naslednje ena�
be:1hR00 = 1ph (ph);�;� + h4 f��f�� = 8�k
4  �+ p1� v2
2 � �� p2 ! ; (3)1phR�0 = �ph2 f�� ;� � 32f��(ph);� = 8�k
4 p+ �1� v2
2 v�
 ; (4)R�� = P�� + h2 f�
f�
 � 1ph (ph);�;� = 8�k
4 " (p+ �)v�v�
2 �1� v2
2 � + �� p2 
��# : (5)Tenzor P�� je tridimenzionalni tenzor, ki ga sestavimo iz 
�� , tako kot je Rik sestavljen iz gik. �x96 Napetostni psevdotenzor gravita
ijskega poljaV odsotnosti gravita
ijskega polja zapi�semo zakon o ohranitvi energije in gibalne koli�
inesnovi (in elektromagnetnega polja) z ena�
bo �T ik=�xk = 0. Posplo�sitev te ena�
be na primer,ko je gravita
ijsko polje prisotno, je ena�
ba (94.7):T ki;k = 1p�g �(T ki p�g)�xk � 12 �gkl�xi T kl = 0: (96.1)V tej obliki pa ta ena�
be ne izra�za nobenega ohranitvenega zakona. y�Einsteinove ena�
be lahko na podoben na�
in zapi�semo tudi za splo�sni primer �
asovno odvisne metrike.Poleg �
asovnih odvodov bodo ena�
be vsebovale tudi �
asovne odvode koli�
in 
��, g� in h. Glej A. L. Zel'manov,Doklady A
ad. S
i., S. Z. 107, 815 (1956).yKer se integral R T ki p�g dSk ohranja le, �
e je izpolnjen pogoj�(p�gT ki )�xk = 0;ne pa pogoj (96.1). To lahko zlahka preverimo, �
e v krivo�
rtnih koordinatah opravimo ra�
une, ki so bili v x 29narejeni v Galilejevih koordinatah. Poleg tega zadostuje �ze, da opazimo, da imajo ti izra�
uni povsem formalenpomen, ki ni povezan s tenzorskimi lastnostmi ustreznih koli�
in, podobno kot dokaz Gaussovega izreka, ki imaisto obliko (83.19) tako v krivo�
rtnih kot v kartezi�
nih koordinatah.Polje, v. 1



96 NAPETOSTNI PSEVDOTENZOR GRAVITACIJSKEGA POLJA 281To je povezano z dejstvom, da se v gravita
ijskem polju ne ohranja lo�
eno �
etvere
 gibalnekoli�
ine snovi, temve�
 le �
etvere
 gibalne koli�
ine snovi in gravita
ijskega polja; slednje v izrazuza T ki ni vsebovano.Sedaj bomo dolo�
ili ohranjeni skupni �
etvere
 gibalne koli�
ine gravita
ijskega polja insnovi v njem (L. D. Landau in E. M. Lif�si
, 1947). Izberemo si tak�sen koordinatni sistem,v katerem so v izbrani to�
ki prostora-�
asa vsi prvi odvodi koli�
in gik enaki ni�
 (koli�
ine gikzato �se nimajo nujno Galilejevih vrednosti). V tej to�
ki drugi �
len v ena�
bi (96.1) odpade, vprvem �
lenu pa lahko p�g izpostavimo iz odvoda in preostane��xk T ki = 0;kar s kontravariantnimi komponentami zapi�semo kot��xk T ik = 0:Koli�
ine T ik, ki identi�
no zadovoljijo to ena�
bo, lahko zapi�semo v oblikiT ik = ��xl �ikl;kjer so �ikl koli�
ine, ki so antisimetri�
ne v indeksih k in l:�ikl = ��ilk:Pravzaprav ni te�zko zapisati T ik v tak�sni obliki. Za�
nemo z ena�
bo poljaT ik = 
48�k �Rik � 12gikR� ;tenzor Rik pa zapi�semo po (92.1) kotRik = 12gimgkpgln� �2glp�xm�xn + �2gmn�xl�xp � �2gln�xm�xp � �2gmp�xl�xn�(spomnimo se, da so v obravnavani to�
ki vsi �ikl = 0). Po preprostih pretvorbah lahko tenzorT ik zapi�semo v oblikiT ik = ��xl � 
416�k 1(�g) ��xm [(�g)(gikglm � gilgkm)℄� :Izraz med zavitimi oklepaji je antisimetri�
en v indeksih k in l, in je koli�
ina, ki smo jozgoraj ozna�
ili z �ikl. Ker so prvi odvodi koli�
in gik enaki ni�
 v obravnavani to�
ki, lahkofaktor 1=(�g) izpostavimo pred znak za odvajanje �=�xl. Vpeljemo zapishikl = ��xm�iklm; (96.2)�iklm = 
416�k (�g)(gikglm � gilgkm): (96.3)Polje, v. 1



282 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 96Koli�
ine hikl so antisimetri�
ne v indeksih k in l:hikl = �hilk: (96.4)Zapi�semo lahko torej �hikl�xl = (�g)T ik:Ta rela
ija, ki smo jo izpeljali ob predpostavki �gik=�xl = 0, ne velja ve�
, ko se preselimov poljubni koordinatni sistem. V splo�snem je razlika �hikl=�xl � (�g)T ik razli�
na od ni�
;ozna�
imo jo z (�g)tik. Tedaj imamo po de�ni
iji(�g)(T ik + tik) = �hikl�xl : (96.5)Koli�
ine tik so simetri�
ne v indeksih i in k:tik = tki: (96.6)To je takoj razvidno iz de�ni
ije, ker so, podobno kot tenzor T ik, odvodi �hikl=�xl simetri�
nekoli�
ine. � Tenzor T ik izrazimo z Rik v skladu z Einsteinovimi ena�
bami in dobimo identiteto(�g)� 
48�k (Rik � 12gikR) + tik� = �hikl�xl ; (96.7)od koder dobimo po dokaj dolgem izra�
unu naslednji izraz za tik:tik = 
416�k f(2�nlm�pnp � �nlp�pmn � �nln�pmp)(gilgkm � gikglm)++ gilgmn(�klp�pmn + �kmn�plp � �knp�plm � �klm�pnp)++ gklgmn(�ilp�pmn + �imn�plp � �inp�plm � �ilm�pnp)++ glmgnp(�iln�kmp � �ilm�knp)g; (96.8)kar lahko zapi�semo tudi s prvimi odvodi komponent metri�
nega tenzorja kot(�g)tik = 
416�k fGik;lGlm;m � Gil;lGkm;m + 12gikglmGln;pGpm;n�� (gilgmnGkn;pGmp;l + gklgmnGin;pGmp;l) + glmgnpGil;nGkm;p++ 18(2gilgkm � gikglm)(2gnpgqr � gpqgnr)Gnr;lGpq;mg; (96.9)kjer je Gik = p�ggik, in indeks ; i ozna�
uje obi�
ajni odvod po xi.Bistvena lastnost koli�
in tik je ta, da ne tvorijo tenzorja; to je razvidno iz tega, da v�hikl=�xl nastopa obi�
ajni, in ne kovariantni odvodi. Toda tik lahko izrazimo s koli�
inami�ikl, slednje pa se obna�sajo kot tenzor pri linearnih koordinatnih transforma
ijah (glej x85),zato to velja tudi za tik.�Prav zato smo (�g) izpostavili pred znak za odvajanje v izrazu za T ik. V nasprotnem primeru �hikl=�xlin zato tudi tik ne bi bila simetri�
na v indeksih i in k.Polje, v. 1



96 NAPETOSTNI PSEVDOTENZOR GRAVITACIJSKEGA POLJA 283Iz de�ni
ije (96.5) sledi, da za vsoto T ik + tik identi�
no velja ena�
ba��xk (�g)(T ik + tik) = 0: (96.10)To pomeni, da obstaja ohranitveni zakon za koli�
ineP i = 1
 Z (�g)(T ik + tik) dSk: (96.11)V odsotnosti gravita
ijskega polja in v Galilejevih koordinatah je tik = 0, in zgoraj zapisaniintegral postane (1=
) R T ik dSk, kar je �
etvere
 gibalne koli�
ine snovi. Zato mora biti koli�
ina(96.11) skupni �
etvere
 gibalne koli�
ine snovi in gravita
ijskega polja. Skupina koli�
in tik seimenuje napetostni psevdotenzor gravita
ijskega polja.Integral v (96.11) lahko izra�
unamo po poljubni neskon�
ni hiperploskvi, vklju�
no s 
elot-nim tridimenzionalnem prostorom. �Ce si izberemo hiperploskev x0 = konst, potem lahko P izapi�semo v obliki tridimenzionalnega prostorskega integralaP i = 1
 Z (�g)(T i0 + ti0) dV: (96.12)To dejstvo, da je skupni �
etvere
 gibalne koli�
ine snovi in polja mo�zno izraziti kot integralkoli�
ine (�g)(T ik+ tik), ki je simetri�
na v indeksih i in k, je zelo pomemben. Pomeni namre�
,da obstaja ohranitveni zakon za vrtilno koli�
ino, de�nirano kot (glej x32) �M ik = Z (xi dP k � xk dP i) = 1
 Z fxi(T kl + tkl)� xk(T il + til)g(�g) dSl: (96.13)Zato se tudi v splo�sni teoriji relativnosti skupna vrtilna koli�
ina izoliranega sistema grav-itirajo�
ih teles ohranja. Poleg tega lahko ponovno de�niramo te�zi�s�
e, ki se giblje enakomernopremo�
rtno. Slednje dejstvo je povezano z ohranjanjem komponent M0� (glej x14), karzapi�semo z ena�
box0 Z (T�0 + t�0)(�g) dV � Z x�(T 00 + t00)(�g) dV = konst:Koordinate te�zi�s�
a lahko zapi�semo kotX� = R x�(T 00 + t00)(�g) dVR (T 00 + t00)(�g) dV : (96.14)Z izbiro koordinatnega sistema, ki je iner
ialen v izbranem diferen
ialnem delu prostora,lahko izni�
imo vse koli�
ine tik v poljubni to�
ki prostora-�
asa (ker so tedaj vsi �ikl enaki ni�
).Po drugi strani lahko dobimo od ni�
 razli�
ne koli�
ine tik tudi v ravnem prostoru, torej vodsotnosti gravita
ijskega polja, �
e uporabljamo krivo�
rtne koordinate namesto kartezi�
nih.Zato ni smiselno govoriti o dolo�
eni lokaliza
iji v prostoru energije gravita
ijskega polja. �Ce je�Poudariti moramo, da dobljeni izraz za �
etvere
 gibalne koli�
ine snovi in polja nikakor ni edini mo�zni.Prav nasprotno: obstaja neskon�
no veliko izrazov (glej na primer nalogo v tem razdelku), ki se v odsotnostipolja poenostavijo na T ik in ki, integrirani po dSk, opisujejo ohranitev iste koli�
ine. Vseeno pa je na�sa izbiraedina, pri kateri napetostni psevdotenzor polja vsebuje le prve odvode (ne pa vi�sjih) metrike gik (pogoj, ki jepovsem naraven iz �zikalnega vidika) in ki je poleg tega simetri�
na, tako da lahko postavimo zakon o ohranitvivrtilne koli�
ine. Polje, v. 1



284 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 96tenzor Tik enak ni�
 v dolo�
eni svetovni to�
ki, potem je enak ni�
 tudi v vseh ostalih opazovalnihsistemih, zato lahko re�
emo, da v tej to�
ki ni niti snovi, niti elektromagnetnega polja. Povsemdruga�
e je s psevdotenzorjem, pri katerem njegova ni�
nost v dani to�
ki v enem opazovalnemsistemu nikakor ne pomeni, da je enak ni�
 tudi v drugih opazovalnih sistemih, zato se jenesmiselno vpra�sati, �
e je v dani to�
ki gravita
ijska energija ali ne. To ustreza dejstvu, dalahko s primerno izbiro koordinat vedno \izni�
imo" gravita
ijsko polje v danem diferen
ialnemdelu prostora. V tem primeru, kot smo �ze pokazali, psevdotenzor tik prav tako postane enakni�
 v tem istem diferen
ialnem delu prostora.Koli�
ine P i (�
etvere
 gibalne koli�
ine snovi in polja) imajo povsem dolo�
en pomen in soneodvisne od izbire opazovalnega sistema do tiste mere, ki je potrebna na osnovi �zikalnihpogojev.Okoli obravnavanih mas nari�simo tako veliko obmo�
je prostora, da lahko re�
emo, da zunajobmo�
ja ni gravita
ijskega polja. S �
asom bo to obmo�
je orisalo \kanal" v �
etvernem prostoru-�
asu. Zunaj tega kanala polja ni in tam je prostor-�
as raven. Ko ra�
unamo energijo in gibalnokoli�
ino polja, si moramo zato izbrati tak�sen opazovalni sistem, da bo zunaj kanala Galilejevin bodo koli�
ine tik enake ni�
.S to zahtevo opazovalni sistem nikakor ni enoli�
no dolo�
en { v notranjosti kanala je �sepovsem poljuben. Toda izka�ze se, da so koli�
ine P i povsem neodvisne od izbire koordinatnegasistema v notranjosti kanala, kot to tudi morajo biti zaradi njihovega �zikalnega pomena.Mislimo si, da imamo dva koordinatna sistema, ki se razlikujeta v notranjosti kanala, zunajnjega pa sta oba enak Galilejev sistem. Primerjajmo vrednosti �
etver
a gibalne koli�
ine P i inP 0i v teh dveh sistemih v dolo�
enih trenutkih \�
asa" x0 in x00. Vpeljimo �se tretji opazovalnisistem, ki se v notranjosti kanala ob �
asu x0 ujema s prvim sistemom, ob �
asu x00 z drugim,zunaj kanala pa je Galilejev. V skladu z zakonom o ohranitvi energije in gibalne koli�
ine sokoli�
ine P i konstantne ( dP i=dx0 = 0). To velja tako za tretji, kot za prva dva sistema, zatood tod sledi, da je P i = P 0i.Omenili smo, da se koli�
ine tik obna�sajo kot tenzor ob linearnih koordinatnih transforma-
ijah. Zato koli�
ine P i tvorijo �
etvere
 glede na tak�sne transforma
ije; med te transforma
ijespadajo tudi Lorentzeve transforma
ije, ki v neskon�
nosti preslikajo en Galilejev opazovalnisistem v drugega. � �Cetvere
 gibalne koli�
ine P i lahko izrazimo tudi kot integral po oddaljenitri-dimenzionalni ploskvi, ki obkro�za \
eloten prostor". V ena�
bo (96.11) vstavimo (96.5) indobimo P i = 1
 Z �hikl�xl dSk:Ta integral lahko pretvorimo v integral po navadni ploskvi s pomo�
jo (6.17):P i = 12
 I hikl df�kl: (96.15)�Ce si za integra
ijsko ploskev v (96.11) izberemo x0 = konst., potem je integra
ijska ploskev�Strogo vzeto je po de�ni
iji (96.11) P i �
etvere
 le proti linearnim transforma
ijam z determinanto ena;med njimi so Lorentzeve transforma
ije, ki so edine �zikalno zanimive. �Ce dopustimo tudi pretvorbe, katerihdeterminanta ni enaka ena, moramo v de�ni
ijo P i dodati vrednost g v neskon�
nosti, tako da zapi�semop�g1P i namesto P i na levi strani (96.11).Polje, v. 1



96 NAPETOSTNI PSEVDOTENZOR GRAVITACIJSKEGA POLJA 285v (96.15) ploskev v obi�
ajnem prostoru: yP i = 1
 I hi0� df�: (96.16)Analogno formulo za vrtilno koli�
ino lahko izpeljemo tako, da (96.5) vstavimo v (96.13)in hikl zapi�semo v obliki (96.2). Z integra
ijo per partes dobimoM ik = 1
 Z �xi �2�klmn�xm�xn � xk �2�ilmn�xm�xn� dSi= 12
 Z �xi��klmn�xn � xk ��ilmn�xn � df�lm � 1
 Z �Æim ��klmn�xn � Ækm ��ilmn�xn � dSl= 12
 Z (xihklm � xkhilm) df�lm � 1
 Z ��xn (�klin � �ilkn) dSl:Iz de�ni
ije koli�
in �iklm lahko hitro razberemo, da velja�ilkn � �klin = �ilnk; �inlk = ��ilnk:Preostali integral po dSl je torej enak1
 Z ��ilnk�xn dSl = 12
 Z �ilnk df�ln:Ponovno si kot integra
ijsko obmo�
je izberemo povsem prostorsko hiperploskev in kon�
nodobimo M ik = 1
 Z (xihk0� � xkhi0� + �i0�k) df�: (96.17)NALOGAIzpelji izraz za skupni �
etvere
 gibalne koli�
ine snovi in gravita
ijskega polja z uporabo ena�
be(32.5).Re�sitev: V krivo�
rtnih koordinatah namesto ena�
be (32.1) veljaS = Z �p�g dV dt;zato bomo dobili ohranjeno koli�
ino, �
e v (32.5) vstavimo �p�g namesto �. �Cetvere
 gibalne koli�
inezapi�semo torej kot Pi = 1
 Z "��p�gÆki +��q(l)�xi �(p�g�)� �q(l)�xk # dSk:Ko to ena�
bo uporabimo za snov, pri kateri koli�
ine q(l) niso odvisne od gik, lahko p�g izpostavimopred znak za odvajanje in integrand postane enak p�gT ki , kjer je T ki napetostni tenzor snovi. KoyKoli�
ina df�kl je \pravokotna" na in�nitezimalno ploskvi
o; s \tangentnim" diferen
ialom je povezana prekodf�ik = 12eiklm df lm. Na ploskvi, ki omejuje hiperploskev, ki je pravokotna na os x0, so edine od ni�
 razli�
nekomponente df lm tiste, za katere je l;m = 1; 2; 3, zato je pri od ni�
 razli�
nih komponentah tenzorja df�ik vsajeden izmed indeksov i in k enak ni�
. Komponente df�0� pa so kar enake komponentam tridimenzionalnegadiferen
iala plo�s�
ine obi�
ajne ploskve, ki jih ozna�
ujemo z df�. Polje, v. 1



286 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 97uporabimo isto ena�
bo za gravita
ijsko polje, moramo vzeti � = �(
4=16�k)G, koli�
ine q(l) pa sokomponente gik metri�
nega tenzorja. Celotni �
etvere
 gibalne koli�
ine polja in snovi je torej enak:Pi = 1
 Z T ki p�g dSk + 
316�k Z "Gp�gÆki � �glm�xi �(Gp�g)� �glm�xk # dSk:Z uporabo izraza (93.4) za G, lahko to zapi�semo kotPi = 1
 Z �T ki p�g + 
416�k �Gp�gÆki + �kim �(glmp�g)�xi � �lml �(gmkp�g)�xi �� dSk:Drugi �
len med oglatima oklepajema je �
etvere
 gibalne koli�
ine gravita
ijskega polja v odsotnostisnovi. Integrand ni simetri�
en v indeksih i in k, zato ne moremo od tod dobiti zakona o ohranitvivrtilne koli�
ine.x97 Sinhroni opazovalni sistemIz 84 vemo, da lahko ure sinhroniziramo v razli�
nih to�
kah prostora, �
e so komponente g0�metri�
nega tenzorja enake ni�
. �Ce poleg tega velja �se g00 = 1, je �
asovna koordinata x0 = tv vsaki to�
ki prostora lastni �
as. � Opazovalni sistem, v katerem veljag0� = 0; g00 = 1; (97.1)je sinhroni opazovalni sistem. Diferen
ialna dol�zina v tak�snem sistemu je podana zds2 = dt2 � 
�� dx� dx�; (97.2)kjer so komponente prostorskega metri�
nega tenzorja enake (do predznaka natan�
no) kom-ponentam g�� : 
�� = �g�� : (97.3)V sinhronem opazovalnem sistemu so �
asovni
e (angl. time lines) geodetke v prostoru-�
asu. �Cetvere
 ui = dxi=ds, ki je tangenten na svetovni
o x1; x2; x3 = konst, ima komponenteu� = 0; u0 = 1, in avtomati�
no zadosti ena�
bam geodetke:duids + �iklukul = �i00 = 0;ker sta Christo�elova simbola ��00 in �000 identi�
no enaka ni�
 zaradi pogoja (97.1).Hitro se lahko prepri�
amo, da so te krivulje normalne na hiperploskve t = konst. Normalni�
etvere
 na tak�sno hiperploskev, ni = �t=�xi, ima kovariantne komponente n0 = 1; n� = 0.Zaradi pogoja (97.1) so tudi ustrezne kontravariantne komponente enake: n0 = 1; n� = 0,torej so enake komponentam �
etver
a ui, ki je tangenten na �
asovni
e.Te lastnosti pa lahko uporabimo tudi za geometrijsko konstruk
ijo sinhronega opazoval-nega sistema v poljubnem prostoru-�
asu. V ta namen si na za�
etku izberemo prostorskohiperploskev, torej tak�sno hiperploskev, na kateri so normale v vsaki to�
ki v �
asovni smeri(torej le�zijo znotraj svetlobnega sto�z
a, katerega vrh le�zi v izbrani to�
ki). Nato poi�s�
emodru�zino geodetk, normalnih na to hiperploskev. Te geodetke si izberemo kot krivulje �
asovne�V tem odseku postavimo 
 = 1.Polje, v. 1



97 SINHRONI OPAZOVALNI SISTEM 287koordinate in vpeljemo �
asovno koordinato t kot lo�
no dol�zino geodetk, merjeno iz izhodi�s�
na za�
etni hiperploskvi. Tako dobimo sinhroni koordinatni sistem.O�
itno je, da je konstruk
ija in izbira sinhronega koordinatnega sistema vsaj na�
elomavedno mogo�
a. Poleg tega ta izbira ni enoli�
na. Metrika oblika (97.2) dopu�s�
a poljubnetransforma
ije prostorskih koordinat, ki ne prizadenejo �
asovne koordinate, ter transforma
ije,ki ustrezajo poljubnosti izbire za�
etne hiperploskve pri geometrijski konstruk
iji.Prehod v sinhron opazovalni sistem lahko na�
eloma poi�s�
emo tudi analiti�
no z uporaboHamilton-Ja
obijeve ena�
be; temelj tega pristopa je dejstvo, da so trajektorije del
ev v grav-ita
ijskem polju prav geodetke.Hamilton-Ja
obijeva ena�
ba za dele
 (katerega maso postavimo na ena) v gravita
ijskempolju je gik ���xi ���xk = 0; (97.4)(kjer ak
ijo ozna�
imo z �). Popolni integral ena�
be je oblike� = f(��; xi) +A(��); (97.5)kjer je f funk
ija �stirih koordinat xi in treh parametrov ��; �
etrto konstanto A smatramo kotpoljubno funk
ijo koli�
in ��. S tak�snim zapisom ak
ije � lahko ena�
be za trajektorije del
evdobimo tako, da postavimo odvode ��=��� na ni�
, in dobimo�f��� = � �A��� : (97.6)Za vsako skupino izbranih vrednosti parametrov �� imajo desne strani (97.6) dolo�
ene kon-stantne vrednosti in svetovni
a, ki jo te ena�
be dolo�
ajo, je ena izmed mo�znih poti del
a.�Ce si izberemo koli�
ine ��, ki so konstantne po trajektoriji, kot nove prostorske koordinatein koli�
ino � kot novo �
asovno koordinato, dobimo sinhroni opazovalni sistem; transforma-
ija, ki nas preseli iz starih v nove koordinate, je podana z ena�
bama (97.5) in (97.6). �Seve�
: pri tak�sni transforma
iji bodo dobljene �
asovni
e geodetke in bodo normalne na ploskve� = konst. Slednje sledi iz analogije z mehaniko: �
etvere
 ���=�xi, ki je normalen na hiper-ploskev, v mehaniki ustreza �
etver
u gibalne koli�
ine del
a, in je zato v smeri �
etver
a hitrostiui, torej v smeri �
etver
a, ki je tangenten na trajektorijo. Zado�s�
eno je tudi pogoju g00 = 1,saj je odvod ak
ije v smeri trajektorije �d�=ds enak masi del
a, ki smo jo postavili na ena,zato je jd�=dsj = 1.Zapi�simo Einsteinove ena�
be v sinhronem opazovalnem sistemu, pri �
emer bomo lo�
ili�
asovne in prostorske odvode.Vpeljimo zapis ��� = �
���t : (97.7)za �
asovne odvode tridimenzionalnega metri�
nega tenzorja; te koli�
ine tvorijo tenzor. Vsepremike indeksov in kovariantno odvajanje tridimenzionalnega tenzorja ��� bo opravili vtridimenzionalnem prostoru z metriko 
�� . � Opazimo, da je vsota ��� enaka logaritmi�
nemuodvodu determinante 
 � j
�� j = �g:��� = 
�� �
���t = ��t ln(
): (97.8)�To pa seveda ne velja za opera
ije premikanje indeksov prostorskih komponent �stiridimenzionalnih ten-zorjev Rik, Tik (glej opombo na strani 251). Zato moramo T �� razumeti kot g�
T
� + g�0T0�, kar se vobravnavanem primeru poenostavi na g�
 , kar se od 
�
T
� razlikuje v predznaku. Polje, v. 1



288 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 97Christo�elove simbole zapi�semo kot�000 = ��00 = �00� = 0�0�� = 12���; ��0� = 12��� ; ���
 = ���
 ; (97.9)kjer so ���
 tridimenzionalni Christo�elovi simboli, ki jih dobimo iz tenzorja 
��. Izra�
un zuporabo ena�
be (92.8) da naslednje izraze za komponente tenzorja Rik:R00 = �12 ��t��� � 14������ ;R0� = 12(���;����;�);R�� = 12 ��t��� + 14(����

 � 2�
���
) + P�� : (97.10)Tenzor P�� je tridimenzionalni Ri

ijev tenzor, ki ga z 
�� zapi�semo na enak na�
in kot Riks koli�
inami gik. Vse opera
ije dvigovanja indeksov in kovariantnega odvajanja opravimo zuporabo tridimenzionalnega metri�
nega tenzorja 
�� .Einsteinove ena�
be zapi�semo z me�sanimi komponentami:R00 = �12 ��t��� � 14������ = 8�k(T 00 � 12T ); (97.11)R0� = 12(���;� � ���;�) = 8�kT 0� ; (97.12)R�� = �P �� � 12p
 ��t(p
���) = 8�k(T �� � 12Æ��T ): (97.13)Posebna lastnost sinhronih opazovalnih sistemov je ta, da niso sta
ionarni; v njih gravita
i-jsko polje ne more biti nespremenljivo. V nespremenljivem polju bi namre�
 veljalo ��� = 0.Toda v prisotnosti snovi bi bila ni�
nost vseh ��� v nasprotju z ena�
bo (97.11) (katere desnastran bi bila od ni�
 razli�
na). V praznem prostoru bi iz (97.13) sledilo, da so vsi P�� (inz njimi tudi vse komponente tridimenzionalnega krivinskega tenzorja P��
Æ) enaki ni�
, torejpolja ne bi bilo (v sinhronem opazovalnem sistemu z evklidsko prostorsko metriko je prostor-�
as raven).Velja tudi, da snov v prostoru v splo�snem ne more mirovati glede na sinhroni opazo-valni sistem. To je razvidno iz dejstva, da se del
i snovi, znotraj katere obstaja kon�
enpritisk, ne gibljejo po geodetkah; svetovni
a mirujo�
ega del
a pa je �
asovni
a in zato geode-tka sinhronega opazovalnega sistema. Posebni primer je le \prah" (p = 0). V tem primeru sebodo interagirajo�
i del
i gibali po geodetkah, zato v tem primeru ni protislovja med pogojemza sinhroni opazovalni sistem in pogojem, da se ta sistem sogiblje (angl. 
omove) s snovjo. �� Celo v tem primeru se more snov gibati \brez vrtenja", �
e si �zelimo izbrati \sinhrono sogibljiv" opazovalnisistem. V sogibljivem sistemu so kontravariantne komponente hitrosti enake u0 = 1; u� = 0. �Ce je opazovalnisistemu tudi sinhron, morajo kovariantne komponente biti u0 = 1; u� = 0, zato mora biti �stiridimenzionalnirotor enak ni�
: ui;k � uk;i � �ui�xk � �uk�xi = 0:Ta tenzorska ena�
ba mora veljati tudi v vsakem drugem opazovalnem sistemu. Zato lahko v sinhronem, a nesogibljivem, sistemu zapi�semo pogoj r� v = 0 za tridimenzionalno hitrost v.Polje, v. 1



97 SINHRONI OPAZOVALNI SISTEM 289Pri druga�
nih ena�
bah stanja je stanje podobno pravkar opisanemu le v posebnih primerih,ko ni gradienta pritiska v vseh ali v nekaterih smereh.Z uporabo ena�
be (97.11) lahko poka�zemo, da mora determinanta metri�
nega tenzorja�g = 
 v sinhronem opazovalnem sistemu v kon�
nem �
asu dose�
i vrednost 0.Na poti do dokaza najprej ugotovimo, da je izraz na desni strani te ena�
be pozitiven zapoljubno porazdelitev snovi. V sinhronem opazovalnem sistemu dobimo za napetostni tenzor(94.9): T 00 � 12T = 12(�+ 3p) + (p+ �)v21� v2[komponente �
etver
a hitrosti so podane z (88.14)℄; ta koli�
ina pa je o�
itno pozitivna. Istovelja tudi za napetostni tenzor elektromagnetnega polja (T = 0, T 00 pa je pozitivna gostotaenergije polja). Iz (97.11) zato sledi�R00 = 12 ��t��� + 14������ � 0 (97.14)(enakost velja v praznem prostoru).Z uporabo algebrajske neena�
be � ������ � 13(���)2lahko (97.14) zapi�semo v obliki ��t��� + 16(���)�0ali ��t � 1���� � 16 : (97.15)Naj bo ob nekem �
asu ��� > 0. Z upadajo�
im t se koli�
ina 1=��� zmanj�suje s kon�
nim (od ni�
razli�
nim) odvodom, tako da mora dose�
i vrednost 0 (po pozitivnih vrednostih) v kon�
nem�
asu. Tedaj gre ��� proti +1, toda ker je ��� = � ln
=�t, to pomeni, da gre determinanta 
proti ni�
 [najhitreje kot t6, kar nam pove neena�
ba (97.15)℄. �Ce je ob za�
etnem �
asu ��� < 0,potem dobimo isti rezultat za nara�s�
ajo�
i �
as t.Ta rezultat pa �se ne dokazuje, da imamo opravka s pravo �zikalno singularnostjo metrike.Fizikalna singularnost je lastnost prostora �
asa samega in ni povezana z vrsto opazovalnegasistema, ki smo si ga izbrali (pravo singularnost bi zaznali kot neskon�
no nara�s�
anje razli�
nihskalarnih koli�
in { gostote snovi ali invariant krivinskega tenzorja). Singularnost v sinhronemopazovalnem sistemu, ki se ji { kot dokazano { ne moremo izogniti, je obi�
ajno le navideznain izgine, ko se preselimo v drugi (nesinhroni) opazovalni sistem. Izvor singularnosti postanerazviden s preprostim geometrijskim razmislekom.Pokazali smo, da sinhron opazovalni sistem konstruiramo tako, da nari�semo dru�zinogeodetk, ki so pravokotne na poljubno prostorsko hiperploskev. Geodetke poljubne dru�zinese bodo v splo�snem med seboj sekale na neki ogrinjalni hiperploskvi, ki so �stiridimenzionalnaposplo�sitev kavsti�
nih ploskev v geometrijski optiki. Vemo pa, da sekanje koordinatnih �
rtvodi k singularnosti metrike koordinatnega sistema. To je torej geometrijski vzrok singu-larnosti, ki je povezan z lastnostmi, ki so spe
i��
ne za izbrani sinhroni opazovalni sistem,in zato niso �zikalnega zna�
aja. V splo�snem dopu�s�
a poljubna metrika �
etvernega prostora�Veljavnost te ena�
be lahko preverimo tako, da tenzor ��� diagonaliziramo (v izbranem trenutku).Polje, v. 1



290 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 97obstoj dru�zine geodetk, ki se ne sekajo. Ni�
elnost determinante v sinhronem opazovalnemsistemu, ki se ji ne moremo izogniti, pomeni, da je ukrivljenost realnega (neravnega) prostora(ki je izra�zena z R00 � 0), ki jo dopu�s�
ajo ena�
be polja tak�sna, da se �
asovne �
rte v sinhronemopazovalnem sistemu vedno sekajo. yPrej smo omenili, da je v pra�sni (angl. dustlike) snovi sinhroni opazovalni sistem lahkosogibljiv. V tem primeru gre gostota snovi proti neskon�
nosti na kavstiki kot posledi
a sekanjasvetovni
 del
ev, ki sovpadajo s �
asovni
ami. Jasno pa je, da se lahko singularnosti gostoteizognemo, �
e predpostavimo obstoj poljubno majhnega od ni�
 razli�
nega pritiska v snovi, zatotudi ta singularnost ni �zikalnega zna�
aja.NALOGENALOGA 1. Poi�s�
i obliko re�sitve za ena�
be gravita
ijskega polja v bli�zini to�
ke, ki ni singularna,temve�
 je regularna v �
asu.Re�sitev: Omenjeni trenutek si izberemo kot izhodi�s�
e za merjenje �
asa, zato i�s�
emo 
�� oblike
�� = a�� + tb�� + t2
�� + : : : ; (1)kjer so a�� , b�� in 
�� funk
ije prostorskih koordinat. V istem pribli�zku je re
ipro�
ni tenzor enak
�� = a�� � tb�� + t2(b�
b�
 � 
��);kjer je tenzor a�� re
ipro�
en tenzorju a�� , indekse drugih tenzorjev pa dvigujemo z uporabo a�� .Velja: ��� = b�� + 2t
�� ; ��� = b�� + t(2
�� � b�
b�
):Einsteinove ena�
be (97.11)-(97.13) nam dajo naslednje zveze:R00 = �
+ 14b��b�� = 0; (2)R0� = 12(b��;� � b;�) + t[�
;� + 38(b
b etab�
);� + 
��;� + 14b��b;� � 12(b
�b�
 );�℄ = 0; (3)R�� = �P �� � 14b��b+ 12b
�b�
 � 
�� = 0 (4)(b � b��m 
 � 
��). Opera
ije kovariantnega odvajanja opravljamo v tridimenzionalnem prostoru zmetriko a��; tudi tenzor P�� je de�niran glede na to metriko.Iz (4) je razvidno, da so koe�
ienti 
�� povsem dolo�
eni s koe�
ienti a�� in b�� . To uporabimo v(2) in dobimo P + 14b2 � 14b��b�� = 0: (5)Iz �
lenov ni�
elnega reda v (3) dobimo b��;� = b;�: (6)yVe�
 o analiti�
ni konstruk
iji metrike v bli�zini navidezne singularnosti v sinhronem opazovalnem sistemulahko brale
 najde v E. M. Lifshitz, V. V. Sudakov in I. M. Khalatnikov, JETP 40, 1847, 1961, (Soviet Phys.-JETP 13, 1298, 1961). Splo�sne zna�
ilnosti metrike so jasne z geometrijskega vidika. Ker kavsti�
na hiperploskevvedno vsebuje �
asovne intervale (diferen
iale lo�
nih dol�zin geodetskih �
asovni
 v to�
kah, kjer so te tangentnena kavstiko), ne more biti prostorska. Poleg tega je na kavstiki ena izmed lastnih vrednosti metri�
nega tenzorja
�� enaka ni�
, kar je povezano s tem, da postane razdalja Æ med dvema sosednjima geodetkama, ki se sekatav njunem dotikali�s�
u s kavstiko, enaka ni�
. Koli�
ina Æ gre proti ni�
 kot prva poten
a razdalje l do prese�
i�s�
a.Zato gre lastna vrednost metri�
nega tenzorja, z njo pa tudi determinanta 
, proti ni�
 kot l2.Polje, v. 1



98 EINSTEINOVE ENA�CBE V TETRADNEM ZAPISU 291�Cleni reda� t v tej ena�
bi so identi�
no enaki ni�
, �
e uporabimo (2) in (4)-(6), ter identiteto P ��;� = 12P;�[glej (92.11)℄.Dvanajst koli�
in a�� in b�� je med seboj povezanih z eno zvezo (5) in tremi zvezami (6), zato ostaneosem poljubnih funk
ij, odvisnih od treh prostorskih koordinat. Izmed teh funk
ij so tri povezane zmo�znostjo poljubne pretvorbe treh prostorskih koordinat, ena pa s poljubnostjo pri izbiri za�
etnehiperploskve, s katero dolo�
imo sinhroni opazovalni sistem. Zato nam preostane pravilno �stevilo (glejkone
 x 95) �stirih \�zikalno razli�
nih" poljubnih funk
ij.NALOGA 2. Izra�
unaj komponente krivinskega tenzorjaRiklm v sinhronem opazovalnem sistemu.Re�sitev: Z uporabo Christo�elovih simbolov (97.9) dobimo iz (92.1):R��
Æ = �P��
Æ + 14(��Æ��
 � ��
��Æ);R0��
 = 12(��
;� � ���;
);R0�0� = 12 ��t��� � 14��
�
�;kjer je P��
Æ tridimenzionalni krivinski tenzor, ki ustreza tridimenzionalni metriki 
�� .NALOGA 3. Zapi�si splo�sno obliko in�nitezimalne pretvorbe iz enega sinhronega opazovalnegasistema v drugega.Re�sitev: Pretvorbo lahko zapi�semo kott! t+ �(x1; x2; x3); x� ! x� + ��(x1; x2; x3);kjer sta � in �� majhni koli�
ini. Pogoj g00 = 1 bo gotovo izpolnjen, saj � ni odvisen od t; da boizpolnjen pogoj g0� = 0, pa mora veljati ena�
ba
�� ����t = ���x� ;od koder sledi �� = ���x� Z 
�� dt+ f�(x1; x2; x3); (1)kjer so f� ponovno majhne koli�
ine (in sestavljajo tridimenzionalni vektor f). Prostorski metri�
nitenzor 
�� preide v 
�� ! 
�� � ��;� � ��;� � ���� (2)[kar brez te�zav preverimo z uporabo (94.3)℄.Pretvorba torej vsebuje �stiri poljubne funk
ije (�; f�) prostorskih koordinat.x98 Einsteinove ena�
be v tetradnem zapisuDolo�
anje komponent Ri

ijevega tenzorja (in dobljena formula
ija Einsteinovih ena�
b) zametriko dolo�
ene oblike v splo�snem zahteva dokaj zahtevne ra�
une. Zato je pomembno, dasi ogledamo razli�
ne formule, ki poenostavijo te ra�
une in omogo�
ajo zapis rezultatov v boljrazumljivi obliki. Med tak�sne formule �stejemo zapis krivinskega tenzorja v tetradni obliki.Vpeljemo skupino �stiri linearno neodvisnih koordinatnih vektorjev �
etver
ev ei(a)(o�stevil�
eni so z indeksom a), ki morajo zadostiti pogojuei(a)e(b)i = �ab; (98.1)Polje, v. 1



292 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 98kjer je �ab podana simetri�
na matrika s signaturo +���; matriko, ki je tej matriki re
ipro�
na,ozna�
imo z �ab (�a
�
b = Æab ). � So�
asno s tetrado vektorjev ei(a) vpeljemo tudi tetradore
ipro�
nih vektorjev e(a)i (o�stevil�
eni so z dvignjenim indeksom a), ki so de�nirani s pogojeme(a)i ei(b) = Æab ; (98.2)torej vsak izmed vektorjev e(a)i je pravokoten na tri vektorje ei(b) z b 6= a. Ena�
bo (98.2)pomno�zimo z ek(a) in dobimo (ek(a)e(a)i )ei(b) = ek(b), od koder je razvidno, da poleg (98.2)posledi�
no velja tudi ena�
ba e(a)i ek(a) = Æki : (98.3)Ena�
bo ei(a)e(
)i = �a
 pomno�zimo na obeh straneh z �b
 in dobimoei(a)(�b
e(
)i) = Æba:Primerjamo z (98.2) in dobimo e(b)i = �b
e(
)i; e(b)i = �b
e(
)i : (98.4)Tetradne indekse dvigamo in spu�s�
amo z matrikama �b
 in �b
. Tetrade so pomembne zato,ker lahko z njimi zapi�semo metri�
ni tenzor. Povezava med kovariantnimi in kontravariantnimikomponentami �
etver
a je e(a)i = gile(a)l; to pomno�zimo z e(a)k, uporabimo (98.3) in (98.4),pa dobimo gik = e(a)ie(a)k = �abe(a)i e(b)k : (98.5)Kvadrat diferen
ialne dol�zine metri�
nega tenzorja (98.5) jeds2 = �ab(e(a)i dxi)(e(b)k dxk): (98.6)Matriko �ab si lahko poljubno izberemo. Najbolj obi�
ajna izbira je \Galilejeva" oblika,torej diagonalna matrika z diagonalnimi komponentami 1;�1;�1;�1. Tedaj bodo zaradi(98.1) koordinatni vektorji med seboj pravokotni, eden izmed njih bo �
asovni, ostali trije paprostorski. � Poudariti pa moramo, da tak�sna izbira nikakor ni potrebna in da obstajajoprimeri, pri katerih je iz nekega razloga (na primer zaradi simetrijskih lastnosti metrike) boljprikladno izbrati tetrado, ki ni pravokotna. y�V tem odseku bomo z latinskimi �
rkami a; b; 
; : : : ozna�
evali indekse koordinatnih vektorjev; �
etvernitenzorji bodo �se vedno o�stevil�
eni z i; k; l; : : :. V literaturi so indeksi osi obi�
ajno obdani z oklepaji. Da ne bozapisovanje preve�
 nerodno, bomo v ena�
bah oklepaje uporabljali le tedaj, ko se indeksi osi pojavljajo skupajz vektorskimi indeksi, izpu�s�
ali pa jih bomo pri koli�
inah, ki so po de�ni
iji odvisni le od indeksov osi (naprimer �ab, pozneje �se 
ab
, �ab
). Vedno bomo se�stevali po ponovljenih indeksih obeh vrst.�Potem, ko smo si izbrali linearne forme dx(a) = e(a)i dxi za odseke koordinatnih osi v izbranem in�nitez-imalnem delu �
etvernega prostora, metriko v tem delu prostora pretvorimo v Galilejevo. Ponovno moramopoudariti, da forme dx(a) v splo�snem niso to�
ni diferen
iali neke funk
ije koordinat.yBolj prikladna izbira tetrade je lahko povezana z opisano poenostavitvijo ds2 na obliko (98.6). Na primerizraz za ds2 (88.13) ustreza koordinatnim vektorjeme(0)i = (ph;�phg); e(u)i = (0; e(a));pri �
emer je izbira e(a) odvisna od prostorske forme ds2.Polje, v. 1



98 EINSTEINOVE ENA�CBE V TETRADNEM ZAPISU 293Tetradne komponente �
etver
a Ai (in podobno za �
etverni tenzor poljubne stopnje) sode�nirane kot \projek
ije" na koordinatne �
etver
e:A(a) = ei(a)Ai; A(a) = e(a)i Ai = �abA(b): (98.7)Obratno velja Ai = e(a)i A(a); Ai = ei(a)A(a): (98.8)V istem duhu de�niramo opera
ijo \odvajanja vzdol�z smeri a":�;(a) = ei(a) ���xi : (98.9)Vpeljemo koli�
ine, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju: �
ab
 = e(a)i;kei(b)ek(
); (98.10)in njihovo linearno kombina
ijo�ab
 = 
ab
 � 
a
b = (e(a)i;k � e(a)k;i)ei(b)ek(
) = (e(a)i;k � e(a)k;i)ei(b)ek(
): (98.11)Zadnja enakost v (98.11) sledi iz (86.12); poudarimo naj, da lahko koli�
ine �ab
 izra�
unamos preprostim odvajanjem koordinatnih vektorjev. Inverzni izraz za koli�
ine 
ab
, zapisane z�ab
, je 
ab
 = 12(�ab
 + �b
a � �
ab): (98.12)Koli�
ine imajo simetrijske lastnosti
ab
 = �
ba
; �ab
 = ��a
b: (98.13)Na�s 
ilj je poiskati tetradne komponente krivinskega tenzorja. Za�
eti moramo z de�ni
ijo(91.6), ki jo zapi�semo za primer kovariantnega odvajanja koordinatnih vektorjev:e(a)i;k;l � e(a)i;l;k = em(a)Rmikl;ali R(a)(b)(
)(d) = (e(a)i;k;l � e(a)i;l;k)ei(b)ek(
)el(d):Ta izraz lahko preprosto zapi�semo s koli�
inami 
ab
. Zapi�semoe(a)i;k = 
ab
e(b)i e(
)k ;in po naslednjem kovariantnem odvajanju (po xl) odvode koordinatnih vektorjev ponovnozapi�semo na tak na�
in. Kovariantni odvodi skalarne koli�
ine 
ab
 so kar obi�
ajni odvodi. y�Koli�
ine 
ab
 se imenujejo Ri

ijevi koe�
ienti sukanja (angl. Ri

i rotation 
oeÆ
ients).yUporabno je poznati tudi podobno pretvorbo za poljubni �
etvere
 in �
etverni tenzor:Ai;kei(a)ek(b) = A(a)(b) �A(d)
dab;Aik;lei(a)ek(b)el(
) = A(a)(b)(
) �A(d)(b)
da
 +A(a)(d)
db
;in tako dalje. Polje, v. 1



294 ENA�CBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 98Kot rezultat dobimoR(a)(b)(
)(d) = 
ab
;d � 
abd;
 + 
abf (
f 
d � 
f d
) + 
af

f bd � 
afd
f b
; (98.14)kjer je v skladu s splo�snim pravilom 
f b
 = �ad
db
, ipd.�Ce ta tenzor skr�
imo po paru indeksov a in 
 dobimo iskano tetradno komponento Ri

i-jevega tenzorja. �Ce jih zapi�semo s koli�
inami 
ab
, dobimoR(a)(b) =� 12(�ab
;
 + �ba
;
 + �

a;b + �

b;a++ �
db�
da + �
db�d
a � 12�b
d�a
d + �

d�abd + �

d�bad): (98.15)Na kon
u naj opozorimo �se na dejstvo, da je na�sa konstruk
ija povsem neodvisna od�stiridimenzionalne narave metrike. Zato lahko dobljene rezultate uporabimo tudi za ra�
unanjetridimenzionalnih Riemannovih in Ri

ijevih tenzorjev za tridimenzionalno metriko. V temprimeru bomo seveda namesto s tetrado �
etver
ev imeli opravka s triado tridimenzionalnihvektorjev, matrika �ab pa bo morala imeti signaturo +++ (tak�sen primer bomo obravnavaliv 116).

Polje, v. 1



Poglavje 12Polje gravitirajo�
ih telesx99 Newtonov zakonV Einsteinovih ena�
bah polja sedaj opravimo prehod v nerelativisti�
no mehaniko. Kot smoomenili v 87, predpostavka, da so hitrosti vseh del
ev majhne, v sebi skriva tudi zahtevo, damora biti gravita
ijsko polje �sibko.Izraz za komponento g00 metri�
nega tenzorja (to je edina komponenta, ki jo potrebujemo)v opisani limiti smo poiskali v 87: g00 = 1 + 2�
2 :Za komponente napetostnega tenzorja uporabimo izraz (35.4) T ki = �
2uiuk, kjer je � gostotamase telesa (vsota mirovnih mas del
ev na enoto prostornine; izpu�s�
ali bomo oznako 0 pri �).Ker je obravnavano makroskopsko gibanje po�
asno moramo pri �
etverni hitrosti ui zanemaritivse prostorske komponente in ohraniti le �
asovno. Zato je u� = 0 in u0 = u0 = 1. Izmed vsehkomponent T 00 preostane ena sama, in si
erT 00 = �
2: (99.1)Skalar T = T ii je zato enak tej vrednosti, �
2.Ena�
be polja zapi�semo v obliki (95.8):Rki = 8�k
4 �T ki � 12Æki T� ;ki se za i = k = 0 glasi R00 = 4�k
2 �:Hitro se lahko prepri�
amo, da so v uporabljenem pribli�zku vse preostale ena�
be identi�
noenake ni�
.Pri ra�
unanju koli�
ine R00 s pomo�
jo splo�sne formule (92.8) upo�stevamo, da so �
leni, kivsebujejo zmno�zke koli�
in �ikl, vedno koli�
ine drugega reda. �Cleni, ki vsebujejo odvode pox0 = 
t so majhni (v primerjavi s �
leni, kjer odvajamo po koordinatah x�), saj vsebujejododatne poten
e 1=
. Zato preostane le R00 = R00 = ���00=�x�. Vstavimo��00 ' �12g�� �g00�x� = 1
2 ���x�295



296 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 99in dobimo R00 = 1
2 �2��x�2 = 1
2��:Iz Einsteinovih ena�
b dobimo torej �� = 4�k�: (99.2)To je ena�
ba gravita
ijskega polja v nerelativisti�
ni mehaniki. Povsem analogna je Pois-sonovi ena�
bi (36.4) za poten
ial elektri�
nega polja, kjer se namesto gostote naboja pojavljagostota mase, pomno�zena z �k. Zato lahko takoj zapi�semo splo�sno re�sitev ena�
be (99.2) poanalogiji z (36.8). Glasi se � = �k Z �dVR : (99.3)Ta ena�
ba dolo�
a poten
ial gravita
ijskega polja poljubne porazdelitve mas v nerela-tivisti�
nem pribli�zku.Poten
ial polja enega samega del
a z maso m je� = �kmR ; (99.4)zato je sila F = �m0(��=�R), ki zaradi polja deluje na drug dele
 z maso m0, enakaF = �kmm0R2 : (99.5)To je dobro poznani Newtonov zakon gravita
ijske privla�
nosti.Poten
ialna energija del
a v gravita
ijskem polju je enaka njegovi masi, pomno�zeni s po-ten
ialom polja, podobno kot je poten
ialna energija del
a v elektri�
nem polju enaka zmno�zkunaboja in poten
iala polja. Zato lahko po analogiji z (37.1) poten
ialno energijo poljubne po-razdelitve mas zapi�semo kot U = 12 Z ��dV: (99.6)Newtonov poten
ial konstantnega gravita
ijskega polja dale�
 stran od mas, ki polje proiz-vajajo, lahko razvijemo, podobno kot smo to storili v xx40-41 za elektrostati�
no polje. Zaizhodi�s�
e koordinatnega sistema si izberemo te�zi�s�
e mas. Tedaj je integral R �rdV , ki jeanalogen dipolnemu momentu sistema nabojev, identi�
no enak ni�
. V nasprotju z elektro-stati�
nim poljem lahko v primeru gravita
ijskega polja \dipolne �
lene" vedno postavimo nani�
. Zato ima razvoj poten
iala � obliko� = �k�MR0 + 16D�� �2�X��X� 1R0 + : : :� ; (99.7)kjer je M = R �dV skupna masa sistema, koli�
inaD�� = Z �(3x�x� � rÆ��) dV (99.8)pa je tenzor masnega kvadrupolnega momenta (angl. mass quadrupole moment tensor). � Zobi�
ajnim tenzorjem vztrajnostnega momenta (angl. moment of inertia tensor)J�� = Z �(r2Æ�� � x�x�) dV�Tukaj pi�semo indekse �, � kar spodaj in ne razlikujemo med kovariantnimi in kontravariantnimi kompo-nentami, saj vse opera
ije izvajamo v obi�
ajnem Newtonovem (evklidskem) prostoru.Polje, v. 1



99 NEWTONOV ZAKON 297je povezan preprosto z D�� = J

Æ�� � 3J�� : (99.9)Dolo�
anje Newtonovega poten
iala podane porazdelitve mase je tema ene izmed vejmatemati�
ne �zike; opise razli�
nih pristopov bomo v tej knjigi izpustili. Zapisali bomo leena�
be za poten
ial gravita
ijskega polja homogenega elipsoidnega telesa.Naj bo povr�sina elipsoida podana z ena�
box2a2 + y2b2 + z2
2 = 1; a > b > 
: (99.10)Poten
ial polja v poljubni to�
ki zunaj telesa je podan z naslednjo ena�
bo:� = ���ab
Z 1� �1� x2a2 + s � y2b2 � s � z2
2 + s� dsRsRs =p(a2 + s)(b2 + s)(
2 + s); (99.11)kjer je � pozitivni koren ena�
be x2a2 + � + y2b2 + � + z2
2 + � = 1: (99.12)Poten
ial polja v notranjosti elipsoida pa je� = ���ab
Z 10 �1� x2a2 + s � y2b2 � s � z2
2 + s� dsRs ; (99.13)ki se od (99.11) razlikuje le v spodnji integra
ijski meji; opazimo lahko, da je ta izrazkvadrati�
na funk
ija koordinat x, y in z.Gravita
ijsko energijo telesa dobimo po ena�
bi (99.6), tako da integriramo izraz (99.13)po prostornini elipsoida. Integral lahko izra�
unamo z obi�
ajnimi postopki � in dobimoU = 3km28 Z 10 �15 � a2a2 + s + b2b2 + s + 
2
2 + s�� 1� dsRs == 3km28 Z 10 �25sd� 1Rs�� 25 dsRs �(m = 4�3 ab
� je masa telesa); prvi �
len integriramo per partes in kon�
no dobimoU = �3km210 Z 10 dsRs : (99.14)Vse integrale, ki se pojavljajo v (99.11)-(99.14) lahko izrazimo z elipti�
nimi integrali prvein druge vrste. Pri rota
ijskih elipsoidih pa jih lahko zapi�semo z elementarnimi funk
ijami.Tako je gravita
ijska energija splo�s�
enega (angl. oblate) rota
ijskega elipsoida (a = b > 
)enaka U = � 3km25pa2 � 
2 
os�1 
a; (99.15)�Integral kvadratov x2, y2 in z2 najla�ze izra�
unamo tako, da nadomestimo x = ax0, y = by0 in z = 
z0, takoda se integral po prostornini elipsoida poenostavi na integral po prostornini enotske krogle. Polje, v. 1



298 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 100pri raztegnjenem (angl. prolate) pa zna�saU = � 3km25pa2 � 
2 
osh�1 a
 : (99.16)Za kroglo (a = 
) dobimo iz obeh izrazov U = �3km2=5a, kar bi seveda lahko dobili tudi zbolj preprostim ra�
unom. � NALOGADolo�
i ravnovesno obliko homogene gravitirajo�
e teko�
ine, ki se kot 
elota vrti okoli svoje osi.Re�sitev: Teko�
ina je v ravnovesju, �
e je vsota gravita
ijskega poten
iala in poten
iala 
entrifugalnesile konstantna na povr�sini telesa: �� 
22 (x2 + y2) = konst;(
 je kotna hitrost; telo se vrti okoli osi Z). Iskana oblika je splo�s�
eni (angl. oblate) rota
ijskielipsoid. Polosi bomo dolo�
ili tako, da v pogoj za ravnovesje vstavimo (99.13) in z2 odpravimo zuporabo (99.10). Tako dobimo(x2 + y2) �Z 10 ds(a2 + s)2p
2 + s � 
22��ka2
 � 
2a2 Z 10 ds(a2 + s)(
2 + s)3=2 � = konst;od koder sledi, da mora izraz med oglatima oklepajema biti enak ni�
. Z integra
ijo dobimo(a2 + 2
2)
(a2 � 
2)3=2 
os�1 
a � 3
2a2 � 
2 = 
22�k� = 256 �4�3 �1=3 M2�1=3m10=3k � 
a�4=3 :(M = 25ma2
 je vrtilna koli�
ina telesa okoli osi Z). Ta ena�
ba dolo�
a razmerje med polosema 
=a priznanih 
 in M . Odvisnost koli�
ine 
=a od M je enoli�
na; 
=a monotono nara�s�
a z nara�s�
ajo�
imM .Izka�ze pa se, da je simetri�
na oblika, ki smo jo na�sli, stabilna (glede na majhne motnje) le za zadostinizke vrednosti M . y Sistem postane nestabilen pri M = 2; 89k1=2m5=3��1=6 (ko je 
=a = 0; 58). Konato M �se pove�
amo, je ravnovesna oblika splo�sni elipsoid, pri katerem vrednosti b=a in 
=a upadata(z 1 oziroma z 0; 58). Tudi ta oblika naposled postane nestabilna in si
er pri M = 3; 84k1=2m5=3��1=6(ko je a : b : 
 = 1 : 0; 43 : 0; 34).x100 Sredi�s�
no simetri�
no gravita
ijsko poljeOglejmo si gravita
ijsko polje s sredi�s�
no simetrijo. Tak�sno polje lahko proizvaja poljubnasredi�s�
no simetri�
na porazdelitev snovi; seveda morata biti v tem primeru sredi�s�
no simetri�
nitako porazdelitev snovi kot tudi gibanje snovi, zato mora biti v vsaki to�
ki hitrost v radialnismeri.Sredi�s�
na simetrija polja pomeni, da je metrika prostora-�
asa, torej zapis integrala ds2,enak za vse to�
ke, ki so od sredi�s�
a enako oddaljene. V evklidskem prostoru je ta razdalja�Poten
ial polja v notranjosti homogene krogle polmera a je� = �2�k��a2 � r23 � :yReferen
e na literaturo o tej ena�
be najdemo v knjigi H. Lamb, Hydrodynami
s, XII. poglavje.Polje, v. 1



100 SREDI�S�CNO SIMETRI�CNO GRAVITACIJSKO POLJE 299enaka dol�zini krajevnega vektorja, v neevklidskem prostoru, s katerim imamo opravka v pris-otnosti gravita
ije, pa ni nobene koli�
ine, ki bi imela vse lastnosti evklidskega krajevnegavektorja (na primer, da bi bila njegova dol�zina enaka razdalji od sredi�s�
a in hkrati tudidol�zini obsega, deljenega z 2�). Zato je izbira \krajevnega vektorja" sedaj poljubna.�Ce uporabimo \sferi�
ne" prostorske koordinate r, �, �, potem je najbolj splo�sen sredi�s�
nosimetri�
en izraz za ds2 enakds2 = h(r; t) dr2 + k(r; t)(sin2 � d�2 + d�2) + l(r; t) dt2 + a(r; t) dr dt; (100.1)kjer so a,h,k,l neke funk
ije \radialne dol�zine" r in \�
asa" t. Zaradi poljubnosti izbire opazo-valnega sistema v splo�sni teoriji relativnosti, lahko koordinate poljubno transformiramo, �
e stem ne poru�simo sredi�s�
ne simetrije ds2; to pomeni, da lahko koordinati r in t pretvorimopo ena�
bah r = f1(r0; t0); t = f2(r0; t0);kjer sta f1 in f2 poljubni funk
iji novih koordinat r0 in t0.To mo�znost izbire izkoristimo za to, da koordinati r in t izberemo na tak�sen na�
in, da bo{ prvi�
 { koe�
ient a(r; t) pred dr dt v izrazu za ds2 enak ni�
, in { drugi�
 { da bo koe�
ientk(r; t) enak �r2. � Drugi pogoj pomeni, da je polmer r izbran tako, da je obseg krogas sredi�s�
em v koordinatnem izhodi�s�
u enak 2�r (diferen
ial lo�
ne dol�zine kroga v ravnini� = �=2 je enak dl = r d�). Prikladno je zapisati koli�
ini h in l v eksponentni obliki kot �e�in 
2e� , kjer sta � in � neki funk
iji spremenljivk r in t. Dobimo naslednji izraz za ds2:ds2 = e�
2 dt2 � r2( d�2 + sin2 � d�2)� e� dr2: (100.2)Koordinate 
t, r, � in � ozna�
imo z x0, x1, x2 in x3. Od ni�
 razli�
ne komponentemetri�
nega tenzorja sog00 = e� ; g11 = �e�; g22 = �r2; g33 = �r2 sin2 �:O�
itno je g00 = e�� ; g11 = �e��; g22 = �r�2; g33 = �r�2 sin�2 �:Z uporabno ena�
be (86.3) in zgornjih izrazov lahko hitro izra�
unamo koli�
ine �ikl. Dobimonaslednje izraze (�
rti
a ozna�
uje odvod po r, pika nad simbolom pa odvod po 
t):�111 = �02 ; �010 = � 02 ; �233 = � sin � 
os �;�011 = _�2 e��� ; �122 = �re��; �100 = � 02 e���;�212 = �313 = 1r ; �323 = 
ot �; �000 = _�2 ;�110 = _�2 ; �133 = �r sin2 �e��: (100.3)
Vse druge komponente so enake ni�
 (razen seveda tistih, ki se od zgornjih razlikujejo zazamenjavo indeksov k in l).�Te pogoji �
asovne koordinate ne dolo�
ajo enoli�
no. �Se vedno jo lahko pretvorimo s transforma
ijo t = f(t0),ki ni odvisna od r. Polje, v. 1



300 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 100Ena�
be gravita
ijskega polja bomo dobili tako, da najprej izra�
unamo komponente ten-zorja Rik po ena�
bi (92.8). Preprost ra�
un nam da naslednje ena�
be8�k
4 T 11 = �e���� 0r + 1r2�+ 1r2 ; (100.4)8�k
4 T 22 = 8�k
4 T 33 = �12e�� � 00 + � 022 + � 0 � �0r � � 0�02 !+ 12e��  ��+ _�22 � _� _�2 ! ; (100.5)8�k
4 T 00 = �e��� 1r2 � �0r �+ 1r2 ; (100.6)8�k
4 T 10 = �e�� _�r : (100.7)Druge komponente tenzorja (95.6) so identi�
no enake ni�
. Z uporabo (94.9) lahko komponentenapetostnega tenzorja izrazimo z gostoto energije snovi �, njenim pritiskom p in z radialnohitrostjo v.Ena�
be (100.4)-(100.7) lahko to�
no integriramo v zelo pomembnem primeru sredi�s�
nosimetri�
nega polja v vakuumu, torej izven mas, ki povzro�
ajo polje. Napetostni tenzorpostavimo na ni�
 in dobimo naslednje ena�
bee���� 0r + 1r2�� 1r2 = 0; (100.8)e����0r � 1r2�+ 1r2 = 0; (100.9)_� = 0 (100.10)[�
etrte ena�
be, torej ena�
be (100.5), ne zapi�semo, saj sledi iz drugih treh℄.Iz (100.10) takoj razberemo, da � ni odvisna od �
asa. Se�stejemo ena�
bi (100.8) in (100.9)in dobimo �0 + � 0 = 0, torej �+ � = f(t); (100.11)kjer je funk
ija f(t) odvisna le od �
asa. Ko izberemo diferen
ial ds2 v obliki ena�
be (100.2),imamo �se vedno mo�znost poljubno transformirati �
as kot t = f(t0). Tak�sna transforma
ijaje ekvivalentna temu, da k � dodamo poljubno funk
ijo �
asa, zato lahko vedno dose�zemo, daje f(t) v (100.11) enaka ni�
. Zato lahko (ne da bi izgubili splo�snost) postavimo � + � = 0.Opazimo, da je sredi�s�
no simetri�
no gravita
ijsko polje v praznem prostoru vedno stati�
no.Ena�
bo (100.9) lahko preprosto integriramo in dobimoe�� = e� = 1 + konstr : (100.12)Zato je v neskon�
nosti (r !1) e�� = e� = 1, kar pomeni, da je dale�
 stran od gravitirajo�
ihteles metrika vedno Galilejeva. Konstantno lahko preprosto izrazimo z maso, �
e zahtevamo,da pri velikih razdaljah, kjer je polje �sibko, velja Newtonov zakon. � Z drugimi besedami,veljati mora g00 = 1+(2�=
2), kjer ima poten
ial � Newtonovo vrednost (99.4) � = �(km=r)�Za polje v notranjosti okrogle votline v sredi�s�
no simetri�
ni porazdelitvi mora veljati konst = 0, si
er bimetrika imela singularnosti pri r = 0. Zato je metrika v notranjosti tak�sne votline samodejno Galilejeva, karpomeni, da v votlini ni gravita
ijskega polja (natanko tako kot v Newtonovi teoriji).Polje, v. 1



100 SREDI�S�CNO SIMETRI�CNO GRAVITACIJSKO POLJE 301(m je skupna masa teles, ki povzro�
ajo polje). Od tod sledi, da je konstanta enaka �(2km=
2).Ta koli�
ina ima dimenzijo dol�zine; imenuje se gravita
ijski polmer telesa:rg = 2km
2 : (100.13)Tako smo dobili metriko prostora-�
asa oblikeds2 = �1� rgr � 
2 dt2 � r2(sin2 � d�2 + d�2)� dr21� rgr : (100.14)To re�sitev Einsteinovih ena�
b je na�sel K. S
hwarzs
hild (1916). Re�sitev popolnoma dolo�
agravita
ijsko polje v vakuumu, ki ga povzro�
a poljubna sredi�s�
no simetri�
na porazdelitevmas. Poudariti moramo, da ta re�sitev velja ne le za mirujo�
e mase, temve�
 tudi za mase,ki se gibljejo, vendar le, �
e ima gibanje ustrezno simetrijo (na primer sredi�s�
no simetri�
noutripanje). Opazimo, da je metrika (100.14) odvisna le od skupne mase gravitirajo�
ega telesa,podobno kot pri ustrezni nalogi v Newtonovi teoriji.Prostorska metrika je dolo�
ena z izrazom za diferen
ialno lo�
no dol�zinodl2 = dr21� rgr + r2(sin2 � d�2 + d�2): (100.15)Geometrijski pomen koordinate r je dolo�
en z dejstvom, da je v metriki (100.15) obseg krogas sredi�s�
em v sredi�s�
u polja enak 2�r. Dol�zina med dvema to�
kama r1 in r2, ki le�zita na istiradialni �
rti, pa je Z r2r1 drq1� rgr > r2 � r1: (100.16)Opazimo �se, da je g00 � 1. �Ce to uporabimo v ena�
bi (84.1) d� = pg00 dt, ki je de�ni
ijalastnega �
asa, dobimo d� � dt: (100.17)Enakost velja le v neskon�
nosti, kjer je t enak lastnemu �
asu. Pri kon�
ni oddaljenosti od maspride do \upo�
asnitve" �
asa v primerjavi s �
asom v neskon�
ni oddaljenosti.Zapi�simo �se pribli�zek za ds2, ki velja pri velikih razdaljah od koordinatnega izhodi�s�
a:ds2 = ds20 � 2km
2r ( dr2 + 
2 dt2): (100.18)Drugi �
len je majhen popravek k Galilejevi metriki ds20. Pri velikih razdaljah od mas, kiustvarjajo polje, je vsako polje videti sredi�s�
no simetri�
no. Zato (100.18) dolo�
a metriko privelikih oddaljenostih za vsak sistem teles.Nekaj splo�snih stvari lahko povemo tudi o obna�sanju sredi�s�
no simetri�
nih polj v notran-josti gravitirajo�
ih mas. Iz ena�
be (100.6) sledi, da mora v limiti r ! 0 iti � proti ni�
 vsajkot r2; v nasprotnem primeru bi postala desna stran ena�
be neskon�
na pri r ! 0, zato biimel T 00 singularnosti v to�
ki r = 0, kar je iz �zikalnih razlogov nemogo�
e. Ena�
bo (100.6)integriramo upo�stevajo�
 pogoj �jr=0 = 0 in dobimo� = � ln�1� 8�k
4r Z r0 T 00 r2 dr� : (100.19)Polje, v. 1



302 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 100Ker iz (100.10) sledi T 00 = e��T00 � 0, mora veljati � � 0, toreje� � 1: (100.20)Ena�
bo (100.6) od�stejemo od (100.4) in dobimoe��r (� 0 + �0) = 8�k
4 (T 00 � T 11 ) = (�+ p)�1 + v2
2 �1� v2
2 � 0;torej � 0 + �0 � 0. Pri r ! 1 (dale�
 stran od mas) postane metrika Galilejeva, zato � !0; �! 0. Zaradi pogoja � 0 + �0 � 0 od tod nujno sledi, da je po vsem prostoru� + � � 0: (100.21)Ker je � � 0, mora veljati � � 0, torej e� � 1: (100.22)Zgoraj izpeljani neena�
bi pomenita, da lastnosti (100.16) in (100.17) prostorske metrikein obna�sanja ur v sredi�s�
no simetri�
nem polju v vakuumu veljata prav tako tudi v notranjostigravitirajo�
ih mas.�Ce gravita
ijsko polje povzro�
a krogelno telo s \polmerom" a, potem za r > a veljaT 00 = 0. Za to�
ke r > a zato sledi iz ena�
be (100.19), da je� = � ln�1� 8�k
4r Z a0 T 00 r2 dr� :Po drugi strani na istem obmo�
ju (v vakuumu) velja (100.14), od koder sledi� = � ln�1� 2km
2r � : (100.23)�Ce izena�
imo oba izraza, dobimo ena�
bom = 4�
2 Z a0 T 00 r2 dr; (100.24)ki izra�za skupno maso telesa z njegovim napetostnim tenzorjem.Za stati�
no porazdelitev snovi v telesu velja T 00 = �, tako da jem = 4�
2 Z a0 �r2 dr: (100.25)Poudariti moramo, da tukaj integriramo po 4�r2 dr, medtem ko je diferen
ialna prostorninaza metriko (100.2) enaka dV = 4�r2e�=2 dr, kjer po ena�
bi (100.20) velja e�=2 � 1. Dobljenorazliko pripi�semo gravita
ijskemu primanjkljaju mase telesa.NALOGEPolje, v. 1



100 SREDI�S�CNO SIMETRI�CNO GRAVITACIJSKO POLJE 303NALOGA 1. Poi�s�
i invariante krivinskega tenzorja za S
hwarzs
hildovo metriko (100.14).Re�sitev: Ra�
un z uporabo (92.1) in z �ikl iz (100.13) (ali pa z ena�
bami, dobljenimi v drugi nalogiv x 92) nam da naslednje vrednosti za od ni�
 razli�
ne komponente krivinskega tenzorja:R0101 = rgr3 ; R0202 = R0303sin2 � = �rg(r � rg)2r2 ;R1212 = R1313sin2 � = rg2(r � rg) ; R2323 = �rrg sin2 �:Invarianti I1 in I2 iz (92.22) staI1 = � rg2r3 �2 ; I2 = �� rg2r3�2(zmno�zki, ki vsebujejo dualni tenzor �Riklm, so identi�
no enaki ni�
). Krivinski tenzor je tipa D porazvrstitvi Petrova (z realnima invariantama �(1) = �(2) = �rg=2r3). Opazimo, da imajo krivinskeinvariante singularnost le v to�
ki r = 0, ne pa pri r = rg .NALOGA 2. Dolo�
i prostorsko ukrivljenost te metrike.Re�sitev: Komponente prostorskega krivinskega tenzorja P��
Æ lahko izrazimo s komponentamitenzorja P�� (ter tenzorja 
�� , zato zadostuje, da izra�
unamo P�� (glej prvo nalogo v x 92). TenzorP�� lahko zapi�semo z 
�� natanko tako, ko tenzor Rik zapi�semo z gik. Z uporabo vrednosti 
�� iz(100.15) tako dobimo P �� = P�� = rg2r3 ; P rr = �rgr3 ;in P �� = 0 za � 6= �. Opazimo, da je P �� , P�� = rg2r3 , P rr < 0, medtem ko je P � P�� = 0.Z uporabo ena�
be iz prve naloge v x 92 dobimoP���� = (P rr + P �� )
rr
�� = �P �� 
rr
��;P���� = �P �� 
rr
��;P���� = �P rr 
��
��:Od tod sledi (glej opombo na strani 264), da je v \ravnini", ki je pravokotna na radialno smer, Gaussovaukrivljenost enaka K = P����
��
�� = �P rr > 0;(to pomeni, da je v majhnem trikotniku, ki ga nari�semo v \ravnini" v bli�zini to�
ke, kjer radialnapolpremi
a to ravnino seka, vsota kotov trikotnika ve�
ja od �). Gaussova ukrivljenost \ravnin", kigredo skozi sredi�s�
e, je negativna, K < 0; to pomeni, da je vsota kotov majhnih trikotnikov v teh\ravninah" manj�sa od � (vseeno pa to ne velja za trikotnike, ki zajemajo sredi�s�
e; vsota njihovih kotovje ve�
ja od �).NALOGA 3. Dolo�
i obliko rota
ijske ploskve, na kateri bi geometrija bila enaka kot v \ravnini",ki poteka skozi izhodi�s�
e v sredi�s�
no simetri�
nem gravita
ijskem polju v vakuumu.Re�sitev: Geometrija na rota
ijski ploskvi z = z(r) je dolo�
ena (v valjnih koordinatah) z diferen-
ialom dol�zine: dl2 = dr2 + dz2 + r2 d�2 = dr2(1 + z02) + r2 d�2:To primerjamo z diferen
ialom dol�zine (100.15) v \ravnini" � = �=2dl2 = r2 d�2 + dr21� rg=r Polje, v. 1



304 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 100in dobimo 1 + z02 = �1� rgr ��1 ;od koder sledi z = 2qrg(r � rg):Za r = rg ima ta funk
ija singularnost { to�
ko razvejitve. Razlog je v tem, da ima prostorskametrika (100.15) v nasprotju s prostorsko-�
asovno metriko (100.14), dejansko ima singularnost prir = rg .Glavne lastnosti geometrije v \ravnini", ki poteka skozi sredi�s�
e, ki smo jih �ze opisali v prej�snjinalogi, lahko dolo�
imo tudi z uporabo tukaj izpeljanega modela.NALOGA 4. Pretvori diferen
ial (100.14) v tak�sne koordinate, da bo diferen
ial prostorske lo�
nedol�zine imel konformno evklidsko obliko, kar pomeni, da bo dl2 sorazmeren z evklidsko obliko.Re�sitev: Vpeljemo � z r = �1 + rg4�� �;in iz (100.14) dobimods2 =  1� rg4�1 + rg4� !2 
2 dt2 ��1 + rg4��4 ( d�2 + �2 d�2 + �2 sin2 � d�2):Koordinate �; �; � se imenujejo izotropne krogelne koordinate; namesto njih lahko vpeljemo izotropnekartezi�
ne koordinate x; y; z. Pri velikih oddaljenostih �� rg na primer veljads2 = �1� rgp � 
2 dt2 ��1 + rgp � ( dx2 + dy2 + dz2):NALOGA Poi�s�
i ena�
be sredi�s�
no simetri�
nega gravita
ijskega polja v snovi v sogibljivem opazo-valnem sistemu.Re�sitev: Uporabimo dve mo�zni pretvorbi koordinat r in t v formi (100.1). Najprej dose�zemo,da je koe�
ient a(r; t) pred dr dt enak ni�
, nato po radialno hitrost snovi postavimo na ni�
 v vsehto�
kah (zaradi sredi�s�
ne simetrije drugih komponent ni). Po tem je �se vedno mogo�
e r in t pretvoritis poljubno transforma
ijo oblike r = r(r0) in t = t(t0).Tako izbrano radialno koordinato in �
as ozna�
imo z R in � , koe�
iente h, k, l pa z �e�, �e� in�e� (kjer so �; �; � funk
ije spremenljivk R in �). Diferen
ial dol�zine lahko tedaj zapi�semo kotds2 = 
2e� d�2 � e� dR2 � e�( d�2 + sin2 � d�2): (1)V sogibljivem opazovalnem sistemu so komponente napetostnega tenzorja enakeT 00 = �; T 11 = T 22 = T 33 = �p:Izra�
un da naslednje ena�
be polja: ��8�k
4 T 11 = 8�k
4 p = 12e�� �022 + �0�0!� e��(��� 12 _� _� + 34 _�2)� e��; (2)�8�k
4 T 22 = 8�k
4 p = 14e��(2�00 + �02 + 2�00 + �02 � �0�0��0�0 + �0�0)++ 14e��( _� _� + _� _� � _� _�� 2��� _�2 � 2��� _�2);(3)�Komponente Rik lahko izra�
unamo neposredno, ko smo storili v besedilu razdelka, ali pa z uporabo ena�
be,ki smo jih dobili v drugi nalogi v x 92.Polje, v. 1
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4 T 00 = 8�k
4 � = �e����00 + 34�02 � �0�02 �+ 12e�� � _� _�+ _�22 �+ e��; (4)8�k
4 T 10 = 0 = 12e��(2 _�0 + _��0 � _��0 � �0 _�) (5)(kjer s �
rti
o ozna�
ujemo odvod po R, s piko pa odvod po 
�).Splo�sne zveze za �, � in � lahko preprosto najdemo, �
e za izhodi�s�
e vzamemo ena�
be T ki;k = 0, kiso vsebovane �ze v ena�
bah polja. Z uporabo (86.11) dobimo naslednji ena�
bi:_�+ 2 _� = � 2 _�p+ � ; �0 = � 2p0p+ � : (6)�Ce poznamo p kot funk
ijo �, lahko ena�
bo (6) integriramo:�+ 2� = �2 Z d�p+ � + f1(R); � = �2 Z dpp+ � + f2(�);kjer lahko funk
iji f1(R) in f2(�) poljubno izberemo zaradi predhodno omenjene mo�znosti, da lahkoopravimo poljubne pretvorbe oblike R = R(R0), � = �(� 0).NALOGA 6. Poi�s�
i ena�
be, ki dolo�
ajo stati�
no gravita
ijsko polje v vakuumu okoli osnosimetri�
nega telesa, ki miruje (H. Weyl, 1917).Re�sitev: Privzemimo, da ima stati�
ni diferen
ial dol�zne v valjnih prostorskih koordinatah x1 = �,x2 = �, x3 = z obliko ds2 = e�
2 dt2 � e! d�2 � e�( d�2 + dz2);kjer so �, ! in � funk
ije spremenljivk � in z; tak�sen zapis omeji izbiro koordinat do pretvorbe oblike� = �(�0; z0), z = z(�0; z0) natan�
no. Tak�sna pretvorba pomno�zi formo d�2+ dz2 z enakim faktorjem.Iz ena�
b R00 = 14e��[2�;�;� + �;�(�;� + !;�) + 2�;z;z + �;z(�;z + !;z)℄ = 0;R11 = 14e��[2!;�;� + !;�(�;� + !;�) + 2!;z;z + !;z(�;z + !;z)℄ = 0(kjer spodnja indeksa ; � in ; z ozna�
ujeta odvajanje po � oziroma po z), ki ju se�stejemo, dobimo�0;�;� + �0;z;z = 0;kjer je �0(�; z) = e �+!2 :Funk
ija �0(�; z) je torej harmoni�
na funk
ija spremenljivk � in z. Splo�sno znana lastnost tak�snihfunk
ij je obstoj konjugirane harmoni�
ne funk
ije z0(�; z), tako da velja �0+ iz0 = f(�+ iz), pri �
emerje f analiti�
na funk
ija spremenljivke � + iz. �Ce si �0 in z0 izberemo kot nove koordinate bo zaradikonformnosti preslikave �; z ! �0; z0 veljajoe�( d�2 + dz2) = e�0( d�02 + dz02);kjer je �0(�0; z0) neka nova funk
ija. So�
asno velja e! = �02e�� ; �
e zapi�semo ! + � = 
 in opustimopisanje �
rti
, lahko ds2 zapi�semo kotds2 = e�
2 dt2 � �2e�� d�62� e
��( d�2 + dz2): (1)�Ce zapi�semo ena�
be R00 = 0, R33 �R22 = 0, R32 = 0 v tej metriki, dobimo1� ��� �������+ �2��z2 = 0; (2)�
�z = ����� ���z ; �
�� = �"������2 �����z�2# : (3)Opazimo, da ima (2) obliko Lapla
eove ena�
be v valjnih koordinatah (za funk
ijo, ki ni odvisna od�). �Ce to ena�
bo re�simo, je funk
ija 
(�; z) povsem dolo�
ena z ena�
bama (2) in (3). Prvi velikioddaljenosti od telesa, ki ustvarja polje, morata funk
iji � in 
 padati proti ni�
. Polje, v. 1



306 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 101x101 Gibanje v sredi�s�
no simetri�
nem gravita
ijskemu poljuOglejmo si gibanje del
a v sredi�s�
no simetri�
nem gravita
ijskemu polju. Kot pri ostalihprimerih gibanja v sredi�s�
no simetri�
nem polju tudi tukaj gibanje poteka v eni sami \ravnini",ki gre skozi izhodi�s�
e; za to ravnino si bomo izbrali ravnino � = �=2.Tir del
a bomo dolo�
ili z Hamilton-Ja
obijevo ena�
bo:gik �S�xi �S�xk �m2
2 = 0;kjer je m masa del
a (maso telesa v sredi�s�
u polja pa bomo ozna�
evali z m0). Uporabimo gikiz izraza (100.14) in dobimo naslednjo ena�
bo:�1� rgr ��1� �S
�t�2 � �1� rgr ���S�r �2 � 1r2 ��S���2 �m2
2 = 0; (101.1)kjer je rg = 2km=
2 gravita
ijski polmer telesa v sredi�s�
u polja.Hamilton-Ja
obijeve ena�
be se lotimo po obi�
ajnem postopku, z nastavkom oblikeS = �E0t+M�+ Sr(r); (101.2)s konstantno energijo E0 in vrtilno koli�
ino M . Izraz (101.2) vstavimo v (101.1), dobimoodvod dSr=dr, in ga integriramo:Sr = Z sE02
2 �1� rgr ��2 ��m2
2 + M2r2 ��1� rgr ��1 dr: (101.3)Izraz za r = r(t) je podan z ena�
bo (glej Mehanika, x47) �S=�E0 = konst., od koder dobimo
t = E0m
2 Z dr�1� rgr � h� E0m
2 �2 � �1 + M2m2
2r2� �1� rgr � 12 i : (101.4)Samo tirni
o dobimo iz ena�
be �S=�M = konst, tako da je� = Z M drr2rE02
2 � �m2
2 + M2r2 � �1� rgr � : (101.5)Ta integral lahko zapi�semo z elipti�
nim integralom.Pri gibanju planeta v privla�
nem polju Son
a vodi teorija relativnosti k izjemno majhnimpopravkom k Newtonovi teoriji, ker so hitrosti planetov zelo majhne v primerjavi s svetlobnohitrostjo. V integrandu ena�
be (101.5) za tirni
o je to razvidno iz majhne vrednosti razmerjarg=r, kjer je rg gravita
ijski polmer son
a. �Relativisti�
ne popravke k tirni
i je najla�ze izra�
unati tako, da za�
nemo z izrazom (101.3)za radialni del ak
ije, preden odvajamo po M .Integra
ijsko spremenljivko transformiramo. Zapi�semor(r � rg) = r02; torej r � rg2 � r0;�Za Son
e je rg = 3km, za Zemljo pa rg = 0:9 
m.Polje, v. 1



101 GIBANJE V SREDI�S�CNO SIMETRI�CNEM GRAVITACIJSKEMU POLJU 307tako da postane �
len z M2 pod korenom oblike M2=r02. V drugih �
lenih naredimo razvoj popoten
ah rg=r0. Do �zelene natan�
nosti tedaj veljaSr = Z " 2E 0m+ E 02
2 !+ 1r (2m2m0k + 4E 0mrg)� 1r2  M2 � 3m2
2r2g2 !#1=2 dr; (101.6)kjer smo z namenom kraj�sega zapisa opustili pisanje �
rti
e pri r0 in vpeljali nerelativisti�
noenergijo E 0 (ki ne vsebuje mirovne energije).Popravki v koe�
ientih prvih dveh �
lenov pod korenom imajo razmeroma nezanimivu�
inek: spremenijo zvezo med energijo in vrtilno koli�
ino del
a, ter parametre Newtonoveorbite (elipse). Popravki v koe�
ientu koli�
ine 1=r2 pa imajo pomemben vpliv { ustvarijosistemati�
en (sekularen) premik perihelija orbite.Tirni
a je dolo�
ena z ena�
bo �+(�Sr=�M) = konst. Sprememba kota � po enem obhoduplaneta po orbiti je zato �� = � ��M�Sr; (101.7)kjer je �Sr ustrezna razlika v Sr. Koli�
ino Sr razvijemo po majhnem popravku koe�
ienta1=r2 in dobimo �Sr = �Sr(0) � 3m2
2rg24M �Sr(0)�M ; (101.8)kjer �Sr(0) ustreza gibanju po zaklju�
eni elipsi, ki se ne premakne. Izraz odvajamo po M inupo�stevamo, da je � ��M�Sr(0) = ��(0) = 2�;in dobimo �� = 2� + 3�m2
2rg22M2 = 2� + 6�k2m2m02
2M2 :Drugi �
len je iskani kotni premik Newtonove elipse po enem obhodu, torej premik perihelijaorbite. �Ce ga zapi�semo z dol�zino a polovi
e dolge osi in z eks
entri�
nostjo elipse po ena�
biM2km0m2 = a(1� e2);dobimo � Æ� = 6�km0
2a(1� e2) : (101.9)Sedaj si oglejmo pot svetlobnega �zarka v sredi�s�
no simetri�
nem polju. Pot je dolo�
ena zikonalno ena�
bo (87.9) gik � �xi � �xk = 0;ki se od Hamilton-Ja
obijeve ena�
be razlikuje le v tem, da je m enak ni�
. Zato lahko tirni
o�zarka dobimo kar iz (101.5), �
e postavimo m = 0; pri tem moramo namesto energije del
a�Numeri�
ni vrednosti premika, dolo�
eni z ena�
bo (101.9), sta za Merkur in za Zemljo enaki 43.0 " oziroma3.8 " na stoletje. Polje, v. 1



308 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 102E0 = �(�S=�t) pisati frekven
o svetlobe !0 = �(� =�t). Poleg tega namesto konstante Mvpeljemo konstanto �, de�nirano z � = 
M=!0. Dobimo� = Z drr2q 1�2 � 1r2 �1� rgr � : (101.10)�Ce zanemarimo relativisti�
ni popravek (rg ! 0), dobimo r = �= 
os�, torej ena�
bo pre-mi
e, ki je od izhodi�s�
a oddaljena za �. Relativisti�
ne popravke bomo dobili kot v predhodnemprimeru.Radialni del ikonala je (glej (101.3)):�r(r) = !0
 Z s r2(r � rg)2 � �2r(r � rg) dr:Naredimo enako transforma
ijo kot ob prehodu iz (101.3) k (101.6) in dobimo r(r) = !0
 Z r1 + 2rgr � �2r2 dr:Integrand razvijemo po poten
ah rg=r: r =  r(0) + rg!0
 Z drpr2 � �2 =  r(0) + rg!0
 
osh�1 r�;kjer  r(0) ustreza obi�
ajnemu ravnemu �zarku.Celotna sprememba k  r med �sirjenjem �zarka od zelo velika razdalje R do to�
ke r = �, kije najbli�zja sredi�s�
u, in nazaj do velike razdalje R je enaka� r = � r(0) + 2rg!0
 
osh�1 R� :Posledi�
no spremembo polarnega kota � na 
elotni poti �zarka dobimo z odvodom po M =�0=!
: �� = ��� r�M = ��� r(0)�M + 2rgR�pR2 � �2 :Kon�
no naredimo limito R!1 in upo�stevamo, da je pri ravnem �zarku �� = �. Dobimo�� = � + 2rg� :To pomeni, da je pod vplivom privla�
nega polja svetlobni �zarek ukrivljen: njegova tirni
aje krivulja, ki je konkavna proti sredi�s�
u, kot med asimptotama pa se od � razlikuje zaÆ� = 2rg� = 4km0
2� ; (101.11)z drugimi besedami, svetlobni �zarek, ki mimo sredi�s�
a polja potuje pri razdalji �, se ukloniza kot Æ�. ��Za �zarek, ki se dotakne povr�sine Son
a, je Æ� = 1; 7500.Polje, v. 1



102 GRAVITACIJSKI KOLAPS KROGLASTEGA TELESA 309x102 Gravita
ijski kolaps kroglastega telesaV S
hwarzs
hildovi metriki (100.14) gre g00 proti ni�
 in g11 proti neskon�
nosti, ko gre r proti rg(r = rg se imenuje \S
hwarzs
hildova sfera"). To bi nam lahko dalo misliti, da mora obstajatisingularnosti prostorsko-�
asovne metrike in da je nemogo�
e, da bi telesa imela \polmer", ki jemanj�si od gravita
ijskega polmera za dano maso. Tak�sen zaklju�
ek pa bi bil napa�
en. To jerazvidno �ze iz dejstva, da determinanta g = �r4 sin2 � nima singularnosti pri r = rg, tako dapogoj g < 0 (88.3) ni prekr�sen. Pokazali bomo, da gre tu dejansko le za nezmo�znost vpeljavetogega opazovalnega sistema za r < rg.Pravi zna�
aj metrike prostora-�
asa na tem podro�
ju bomo na�sli, � �
e opravimo transfor-ma
ijo koordinat naslednje oblike:
� = �
t� Z f(r) dr1� rgr ; R = 
t+ Z dr�1� rgr � f(r) : (102.1)Tedaj je ds2 = 1� rgr1� f2 (
2 d�2 � f2 dR2)� r2( d�2 + sin2 � d�2):Singularnosti pri r = rg bomo odpravili, �
e si izberemo tak�sno funk
ijo f(r), da bo f(rg) = 1.�Ce je f(r) =prg=r, bo novi koordinatni sistem poleg vsega tudi sinhron (g�� = 1). Najprejsi izberemo zgornji znak v (102.1) in dobimoR� 
� = Z (1� f2) dr�1� rgr � f = Z r rrg dr = 23 r3=2rg1=2 ;ali r = �32(R� 
�)�2=3 rg1=3 (102.2)(integra
ijsko konstantno, ki je odvisna od izbire izhodi�s�
a za merjenje �
asa, postavimo nani�
). Diferen
ial lo�
ne dol�zine jeds2 = 
2 d�2 � dR2h 32rg (R� 
�)i2=3 � �32(R � 
�)�4=3 rg2=3( d�2 + sin2 � d�2): (102.3)V teh koordinatah singularnosti na S
hwarzs
hildovi sferi [kateri ustreza ena�
ba 32 (R �
�) = rg℄ ni ve�
. Koordinata R je povsod prostorska, � pa �
asovna. Metrika (102.3) ni sta-
ionarna. Kot v vsakem sinhronem opazovalnem sistemu so �
asovni
e geodetke. To pomeni,da so \testni" del
i, ki mirujejo glede na opazovalni sistem, prosto gibajo�
i del
i v danempolju.Izbranim vrednostim koli�
ine r ustrezajo svetovni
e R�
� = konst (po�sevne ravne �
rte nasliki 17). Svetovni
e del
ev, ki mirujejo glede na opazovalni sistem, so na ski
i prikazane kotnavpi�
ne �
rte; ko se del
i gibljejo po teh �
rtah, po kon�
nem intervalu lastnega �
asa \padejo"v notranjost polja (r = 0), kjer se nahaja dejanska singularnost metrike.�Fizikalni pomen S
hwarzs
hildove singularnosti je prvi razlo�zil D. Finkelstein (1958) z uporabo druga�
nepretvorbe. Metriko (102.3) pa je prvi na�sel Lemaitre (1938). Polje, v. 1
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Slika 17:Oglejmo si �sirjenje radialnih svetlobnih signalov. Ena�
ba ds2 = 0 (pri �; � = konst) namda odvod d�=dR vzdol�z �zarka:
 d�dR = � 1� 32rg (R � 
�)�1=3 = �rrgr ; (102.4)razli�
na predznaka ustrezata dvema mejama svetlobnega sto�z
a, katerega vrh je v izbranisvetovni to�
ki. Ko je r > rg (to�
ka a na sliki 17), ukrivljenost teh mej zadosti pogojuj
d�=dRj < 1, tako da ravna �
rta r = konst (vzdol�z katere velja j
d�=dRj = 1) pade vnotranjost sto�z
a. V podro�
ju r < rg (to�
ka a0) pa imamo j
d�=dRj > 1, tako da �
rtar = konst, svetovni
a del
a, ki miruje glede na sredi�s�
e polja, le�zi zunaj sto�z
a. Obe mejisto�z
a sekata �
rto r = 0 pri kon�
ni razdalji in se ji pribli�zata vzdol�z navpi�
ne �
rte. Kervzro�
no povezani dogodki ne morejo le�zati na svetovni
i, ki je zunaj svetlobnega sto�z
a, naobmo�
ju r < rg del
i ne morejo mirovati. Vse interak
ije in signali se tu �sirijo proti sredi�s�
u,ki ga dose�zejo po kon�
nem intervalu �
asa � .�Ce bi izbrali spodnje predznake v (102.1), bi podobno dobili \raz�sirjajo�
" se opazovalnisistem, v katerem se metrika od (102.3) razlikuje le pri predznaku koli�
ine � . Tak�sen opa-zovalni sistem ustreza prostoru �
asu v katerem je (v obmo�
ju r < rg) mirovanje ponovnonemogo�
e, vsi signali pa se raz�sirjajo navzven iz sredi�s�
a.Zgornje rezultate lahko uporabimo pri opisu obna�sanja masivnih teles v splo�sni teorijirelativnosti.Pri iskanju relativisti�
nih pogojev za ravnovesje sferi�
nega telesa ugotovimo, da za teloz zadosti veliko maso stanje stati�
nega ravnovesja ni mogo�
e. � O�
itno se mora tak�sno telobrezmejno kr�
iti (to je \gravita
ijski kolaps"). yV opazovalnem sistemu, ki ni vezan na telo, in ki je v neskon�
nosti Galilejev [metrika(100.14)℄, polmer sredi�s�
no simetri�
nega telesa ne more biti manj�si od rg. To pomeni, da sev skladu z uro t daljnega opazoval
a polmer sesedajo�
ega se telesa asimptoti�
no pribli�zujegravita
ijskemu polmeru, ko gre t!1. Hitro lahko poi�s�
emo limitno obliko te odvisnosti.Dele
 na povr�sini sesedajo�
ega se telesa je ves �
as podvr�zen privla�
nemu polju konstantnemase m, ki je skupna masa telesa. Ko r ! rg, postaja gravita
ijska sila vedno ve�
ja; gostotatelesa (in z njo pritisk) pa ostajata kon�
na. Zato bomo sile pritiska zanemarili in dolo�
ili�Glej Statisti�
na �zika, prvi del, x 111.yKlju�
ne lastnosti tega pojava sta prva opisala J. R. Oppenheimer in H. Snyder (1939).Polje, v. 1
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asovno odvisnost r = r(t) polmera telesa tako, da bomo obravnavali prosti pad testnegadel
a v polju mase m.Funk
ija r(t), ki opisuje padanje v S
hwarzs
hildovem polju, je podana z integralom(101.4), kjer moramo za povsem radialno gibanje vstaviti M = 0. �Ce se pade
 za�
ne prirazdalji r0 od sredi�s�
a s hitrostjo ni�
 ob nekem �
asu t0, je energija del
a E0 = m
2p1� rg=r0,\razdaljo" r pa bo dosegel ob �
asu t, dolo�
enim z
(t� t0) =r1� rgr0 Z r0r dr�1� rgr �q rgr � rgr0 : (102.5)Integral divergira kot rg ln(r � rg), ko gre r ! rg. Tako dobimo asimptoti�
no formulo, kipodaja pribli�zevanje r k rg: r � rg = konst e�(
t=rg): (102.6)V zadnji fazi se polmer sesedajo�
ega se telesa pribli�zuje gravita
ijskemu polmeru z ekspo-nentno �
asovno odvisnostjo z zelo kratkim karakteristi�
nim �
asom � rg=
.�Ceprav gre hitrost sesedanja, ki jo opazujemo od zunaj, asimptoti�
no proti ni�
, hitrostv padanja del
ev, merjena v lastnem �
asu, nara�s�
a in se pribli�zuje svetlobni hitrosti. Pode�ni
iji (88.10) velja: v2 = �g11g00 � drdt�2 :Komponenti g11 in g00 vzamemo iz (100.14), dr=dt pa iz (102.5), pa dobimo1� v2
2 = 1� rgr1� rgr0 : (102.7)Z vidika zunanjega opazoval
a traja pribli�zevanje k gravita
ijskemu polmeru neskon�
nodolgo, merjeno z lastnim �
asom (torej s �
asom v opazovalnim sistemom, ki se sogiblje stelesom) pa kon�
no dolgo. To je razvidno �ze iz zgornjega opisa, lahko pa to preverimo tudi zneposrednim izra�
unom lastnega �
asa � , z invariantnim integralom
� = Z ds = Z �
2g00 dt2dr2 + g11� 12 dr:Vzamemo dr=dt za padajo�
i dele
 iz (102.5) in dobimo lastni �
as za pade
 od r0 do r, ki je� � �0 = 1
 Z rr0 �rgr � rgr0�� 12 dr: (102.8)Ta integral konvergira, ko gre r! rg.Telo se bo kr�
ilo tudi po tem, ko bo doseglo gravita
ijski polmer (merjeno z lastnim�
asom) in v kon�
nem �
asu bodo dosegli sredi�s�
e vsi del
i; vsak trenutek, ko se del snovisesede v sredi�s�
e, je prava singularnost prostorsko-�
asovne metrike. Tega pro
esa sesedanjatelesa v notranjosti S
hwarzs
hildove sfere pa mi kot zunanji opazovale
 ne moremo videti.Trenutek, ko povr�sina telesa preide S
hwarzs
hildovo sfero, ustreza t = 1; lahko bi rekli,da se za oddaljenega opazoval
a 
eloten pro
es kolapsa v notranjosti S
hwarzs
hildove sferezgodi \po neskon�
nem �
asu" { to je skrajni primer relativnosti �
asa. Pri tem ni nobenegalogi�
nega protislovja. To je povsem v skaldu z zgornjo ugotovitvijo o lastnosti opazovalnegaPolje, v. 1



312 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 102sistema, ki se kr�
i: v tem sistemu noben signal ne izhaja iz S
hwarzs
hildove sfere. Del
iin svetlobni �zarki lahko sfero sekajo (v sogibljivem opazovalnem sistemu) v eni sami smeri{ proti notranjosti, ko pa so enkrat tam, ne morejo ve�
 ven. Tak�sen \enosmerni ventil" seimenuje dogodkovno obzorje.Zunanji opazovale
 bo poleg kr�
enja proti gravita
ijskemu polmeru videl tudi \ustavljanje"telesa. �Cas �sirjenja signalov, ki odidejo s telesa, gre proti neskon�
nosti: za svetlobni signalvelja 
dt = dr=(1� rg=r), �
as �sirjenja signala od r do r0 > r pa je podan z integralom
�t = Z r0r dr1� rgr = r0 � r + rg ln r0 � rgr � rg ; (102.9)ki [tako kot integral (102.5)℄, divergira, ko r ! rg. Intervali lastnega �
asa na povr�sini telesaso skraj�sani v primerjavi z intervali �
asa t oddaljenega opazoval
a, po razmerjupg00 =q1� rg=r;to pomeni, da ko r ! rg, so vsi pro
esi na telesu za zunanjega opazoval
a videti \zamrznjeni".Frekven
a spektralne �
rte, ki jo oddaja telo, in ki jo zazna oddaljeni opazovale
, jezmanj�sana, kar je posledi
a ne le gravita
ijskega rde�
ega premika temve�
 tudi Dopplerjevegapremika zaradi gibanja izvora, ki pada proti sredi�s�
u skupaj s povr�sino krogle. Ko je polmerkrogle �ze blizu rg (tako da je hitrost padanja �ze blizu svetlobne), ta pojav zmanj�sa frekven
osvetlobe za faktor r1� v2
2.�1 + v
� � 12r1� v2
2 :Zaradi skupnega u�
inka obeh pojavov opazovana frekven
a zato pada proti ni�
, ko gre r! rg,kot ! = konst �1� rgr � : (102.10)Z vidika oddaljenega opazoval
a vodi gravita
ijski kolaps k \zamrznjenemu" telesu, ki vokoli�ski prostor ne po�silja signalov, in ki z zunanjim svetom interagira le preko njegovegastati�
nega gravita
ijskega polja. Tak�sno tvorbo imenujemo �
rna luknja ali kolapsar.Za kone
 �se ena opomba o metodologiji. Videli smo, da v sredi�s�
nem polju v vakuumu\sistem zunanjega opazoval
a", ki je v neskon�
nosti iner
ialen, ni popoln: v njem ne moremoopisati svetovni
 del
ev, ki se gibljejo v notranjosti S
hwarzs
hildove sfere. Metrika (102.3)velja tudi v notranjosti S
hwarzs
hildove sfere, vendar tudi ta sistem v nekem smislu ni popolnV tem sistemu si oglejmo radialno gibanje del
a, ki se od sredi�s�
a oddaljuje. Ko � !1 grenjegova svetovni
a proti neskon�
nosti, ko pa � ! �1 se mora ta asimptoti�
no pribli�zevatir = rg, ker je v tej metriki znotraj S
hwarzs
hildove sfere mo�zno le gibanje proti sredi�s�
u. Podrugi strani lahko dele
 pride od r = rg do poljubne dane to�
ke r > rg v kon�
nem intervalulastnega �
asa. Merjeno z lastnim �
asom se mora dele
 pribli�zati S
hwarzs
hildovi sferi odznotraj preden se lahko za�
ne gibati zunaj nje; vendar ta del zgodovine del
a ne more bitiopisan v tem opazovalnem sistemu.Poudariti moramo, da je vzrok te nepopolnosti formalna obravnava metrike polja, zakatero smatramo, da jo ustvarja to�
kasta masa. V pravem �zikalnem pojavu, na primer prisesedanju razse�znega telesa, te nepopolnosti ni: re�sitev, ki jo dobimo z lepljenjem metrike(102.3) na re�sitev znotraj snovi, bo seveda popolna in bo opisovala 
elotno zgodovino vsehmo�znih gibanj del
ev. (Svetovni
e del
ev, ki se gibljejo na obmo�
ju r > rg v smeri protiPolje, v. 1
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u se nujno za�
nejo na povr�sini sfere, �se preden se ta skr�
i pod polmer S
hwarzs
hildovesfere.) NALOGENALOGA 1. Dolo�
i polmer kro�zne orbite del
a, ki se giblje v polju �
rne luknje (S. A. Kaplan,1949).Re�sitev: �Casovna odvisnost r = r(t) za dele
, ki se giblje v S
hwarzs
hildovem polju je podana z(101.4), kar lahko v diferen
ialni obliki zapi�semo kot11� rg drr
 dt = 1E0 [E20 � U2(r)℄1=2; (1)pri �
emer je U(r) = m
2 ��1� rgr ��1 + M2m2
2r2��1=2(m je masa del
a, rg = 2km0=
2 je gravita
ijski polmer telesa v izhodi�s�
u, ki ima maso m0). Funk
ijaU(r) igra vlogo \efektivne poten
ialne energije". Pri tem imamo v mislih, da pogoj E0 � U(r) dolo�
adopustno obmo�
je gibanja (podobno kot v nerelativisti�
ni teoriji). Slika 18 prikazuje krivulje U(r) zarazli�
ne vrednosti M vrtilne koli�
ine del
a.
2 4 6 8 10

r�rg

0.7

0.8

0.9

1.1

U HrL
��������������
mc2

M=2mcrg

M=
�!!!3mcrg

M=0

Slika 18:Krivinski polmeri orbit in ustrezne vrednosti E0 in M so dolo�
ene z ekstremi funk
ije U(r), pri�
emer minimum ustreza stabilni, maksimum pa nestabilni orbiti. Skupna re�sitev ena�
b U(r) = E0,U 0(r) = 0 nam da rrg = M2m2
2r2g "1�r1� 3m2
2r2gM2 # ;E0 =M
s 2rrg �1� rgr �;kjer se zgornji predznak nana�sa na stabilno, spodnji pa na nestabilno orbito. Stabilna orbita, ki jenajbli�zja izhodi�s�
u, je opisana s parametrir = 3rg ; M = p3m
rg ; E0 =r89m
2: Polje, v. 1
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Slika 19:Najmanj�si polmer nestabilne orbite je 3rg=2 in ga dose�zemo v limiti M ! 1, E0 ! 1. Slika 19prikazuje odvisnost r=rg od M=m
rg; zgornja veja ustreza stabilni, spodnja pa nestabilni orbiti. �NALOGA 2. V primeru gibanja v enakem polju kot v prvi nalogi dolo�
i presek za gravita
ijskoujetje (a) nerelativisti�
nega, (b) ultrarelativisti�
nega del
a, ki prihaja iz neskon�
nosti (Ya. B. Zeldovi�
in I. D. Novikov, 1964).Re�sitev: (a) Pri nerelativisti�
ni hitrosti v1 (v neskon�
nosti) je energija del
a E0 � m
2. Iz slike 18lahko razberemo, da �
rta E0 = m
2 le�zi nad vsemi krivuljami poten
ialne energije z vrtilno koli�
inomanj�so 2m
rg, torej vsemi tistimi s parametrom trka � manj�sim od 2
rg=v1. Vsi del
i s tak�snimivrednostmi � so gravita
ijsko ujeti: dose�zejo S
hwarzs
hildovo kroglo (asimptoti�
no, ko gre t!1) inse ne vrnejo ve�
 v neskon�
nost. Presek za ujetje je� = 4�r2g � 
v1�2 :(b) V ena�
bi (1) prve naloge dose�zemo prehod k ultrarelativisti�
nemu del
u (ali k svetlobnemu�zarku) z limito m! 0. Vpeljemo �se parameter trka � = 
M=E0 in dobimo:11� rgr dr
 dt =r1� �2r2 + �2rgr3 :Meje radialnega gibanja (obra�
ali�s�
a) so dolo�
ene z ni�
lami izraza pod korenom. Meje kot funk
ijaparametra � so narisane na sliki 20; obmo�
ja mo�znega gibanja ustrezajo delu ravnine, ki ni �
rtano.Krivulja ima minimum v to�
ki � = 3p32 rg ; r = 32rg :Pri manj�sih vrednostih parametra trka dele
 ne dose�ze obra�
ali�s�
a, torej pride do S
hwarzs
hildovesfere. Presek za ujetje je torej � = 274 �r2g :x103 Gravita
ijski kolaps krogle prahuObravnava poteka spreminjanja notranjega stanja sesedajo�
ega se telesa (ki vklju�
uje tudinjegovo skr�
enje pod S
hwarzs
hildov polmer) zahteva re�sevanje Einsteinovih ena�
b gravita
i-�Za primerjavo naj spomnimo, da je v Newtonovem polju kro�zna orbita mo�zna (in stabilna) pri poljubnioddaljenosti od sredi�s�
a (pri tem je polmer povezan z vrtilno koli�
ino po ena�
bi r =M2=km0m2).Polje, v. 1
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Slika 20:jskega polja v snovi. V sredi�s�
no simetri�
nem primeru lahko ena�
be polja re�simo splo�sno, �
ezanemarimo pritisk v snovi: p = 0 (R. Tolman, 1934). �Ceravno ta pribli�zek v splo�snem nidopusten v realnih primerih, je vseeno splo�sna re�sitev te naloge metodolo�sko zelo zanimiva.Ko smo pokazali v 97, lahko v pra�sni snovi (angl. dustlike medium) izberemo opazovalnisistem, ki je tako sinhron kot sogibljiv. � �Cas in radialno koordinato v tak�snem sistemuozna�
imo z � in R. Sferi�
no simetri�
ni diferen
ial lo�
ne dol�zine zapi�semo v obliki yds2 = d�2 � e�(�;R) dR2 � r2(�;R)( d�2 + sin2 � d�2): (103.1)Funk
ija r(�;R) je \polmer", ki je de�niran tako, da je 2�r obseg kroga s sredi�s�
em vizhodi�s�
u. Oblika (103.1) enoli�
no dolo�
a � , omogo�
a pa �se poljubno transforma
ijo radi-alne komponente oblike R = R(R0).Po izra�
unu komponente Ri

ijevega tenzorja za to metriko dobimo naslednji sistem Ein-steinovih ena�
b: z �e��r02 + 2r�r + _r2 + 1 = 0; (103.2)�e��r (2r00 � r0�0) + _r _�r + ��+ _�22 + 2�rr = 0; (103.3)�e��r2 (2rr00 + r02 � rr0�0) + 1r2 (r _r _�+ _r2 + 1) = 8�k�; (103.4)2 _r0 � _�r0 = 0; (103.5)kjer �
rti
a ozna�
uje odvajanje po R, pika pa odvajanje to � .Ena�
bo (103.5) lahko takoj integriramo po �
asu in dobimoe� = r021 + f(R) ; (103.6)�Snov se more gibati \brez vrtenja" (glej opombo na strani 288). V obravnavanem primeru je ta pogojgotovo izpolnjen, saj se lahko zaradi krogelne simetrije snov giblje le v radialni smeri.yV tem razdelku je 
 = 1.zGlej peto nalogo v x 100. Ena�
be (103.2)-(103.5) dobimo, �
e v ena�
bah (2)-(5) iz naloge postavimo � = 0,e� = r2, p = 0. Opazimo, da druga izmed ena�
b (6) v isti nalogi postane �0 = 0, torej � = �(� ), �
e je p = 0.Ostane nam �se nekaj poljubne izbire v metriki (1) pri izbiri � : to poljubnost lahko izkoristimo, da postavimo� na ni�
, kar ponovno dokazuje mo�znost vpeljave sinhrono sogibljivega opazovalnega sistema. Polje, v. 1
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ija, ki jo omejuje le pogoj 1 + f > 0. Ta izraz vstavimo v (103.2)in dobimo 2r�r + _r2 � f = 0[�
e izraz vstavimo v (103.3), ne dobimo ni�
 novega℄. Prvi integral te ena�
be je_r2 = f(R) + F (R)r ; (103.7)kjer je F (R) druga poljubna funk
ija. Zato je� = �Z drqf + Fr :Funk
ijo r(�;R), ki jo dobimo po integra
iji, lahko zapi�semo v parametri�
ni oblikir = F2f (
osh � � 1); �0(R)� � = F2f3=2 (sinh� � �) za f > 0; (103.8)r = F�2f (1� 
os �); �0(R)� � = F2(�f)3=2 (� � sin �) za f < 0; (103.9)kjer je �0(R) ponovno poljubna funk
ija. �Ce je f = 0, jer = �9F4 �1=3 [�0(R)� � ℄2=3; za f = 0: (103.10)V vseh primerih dobimo, �
e vstavimo (103.6) v (103.4) in izlo�
imo f s pomo�
jo (103.7),naslednji izraz za gostoto snovi: � 8�k� = F 0r0r2 : (103.11)Ena�
be (103.6)-(103.11) dolo�
ajo iskano splo�sno re�sitev. y Ugotovimo lahko, da je odvisnale od dveh \�zikalno razli�
nih" poljubnih funk
ij: �
eprav se v re�sitvi pojavljajo tri funk
ijef , F in �0, lahko koordinato R pretvorimo s poljubno transforma
ijo R = R(R0). To �steviloustreza dejstvu, da lahko povsem splo�sno sredi�s�
no simetri�
no porazdelitev snovi podamo zdvema funk
ijama (porazdelitev gostote in radialne hitrosti snovi), medtem ko prosto grav-ita
ijsko polje s sredi�s�
no simetrijo ne obstaja.Ker se opazovalni sistem sogiblje s snovjo, vsakemu del
u ustreza dolo�
ena vrednost R;funk
ija r(�;R) za to vrednost R dolo�
a gibalni zakon za dani dele
, medtem ko je _r njegovaradialna hitrost. Pomembna lastnost dobljene re�sitve je ta, da lahko z izbiro poljubnih funk
ij,ki v njej nastopajo, na intervalu od 0 do nekega R0 popolnoma dolo�
imo obna�sanje krogle stem polmerom; obna�sanje ni odvisno od vrednosti funk
ij za R > R0. Takoj dobimo re�sitev�Funk
ije F , f , �0 morajo zadostiti le pogojem, ki zagotavljajo, da so e�, r in � pozitivne koli�
ine. Polegzgoraj omenjenega pogoja, da je 1+f > 0, od tod sledi tudi, da je F > 0. Predpostavili bomo �se, da je F 0 > 0,r0 > 0; s tem bomo izklju�
ili primere, ki vodijo k kri�zanju krogelnih plasti snovi med njihovim radialnimgibanjem.yNe vklju�
ujejo pa posebnega primera, ko je r = r(� ) in ni odvisen od R, zato se ena�
ba (103.5) poenostavina identiteto; glej V. A. Ruban, JETP, 56, 1914 (1969); Soviet Phys. JETP, 29, 1027 (1969). Ta primer pane ustreza pogojem kolapsa kon�
nega telesa.Polje, v. 1
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no kroglo. Celotna masa krogla je podana z integralom(glej (100.24)) m = 4� Z r(�;R0)0 �r2 dr = 4� Z R0r �r2r0 dR:Vstavimo (103.11) in opazimo, da je F (0) = 0 (ko je R = 0, mora veljati r = 0), in dobimom = F (R0)2k ; rg = F (R0) (103.12)(rg je gravita
ijski polmer krogle).�Ce je F = konst 6= 0, iz (103.11) dobimo � = 0, tako da re�sitev velja za prazen prostor, karpomeni, da opisuje polje to�
kaste mase (ki se nahaja v sredi�s�
u in je singularnost metrike).�Ce postavimo F = rg, f = 0 in �0 = R, dobimo metriko (102.3). �Ena�
be (103.8){(103.10) opisujejo tako kr�
enje kot raz�sirjanje krogle (kar je odvisno odobsega vrednosti, ki jih zavzame parameter �); obe mo�znosti sta veljavni re�sitvi ena�
b polja.Pomemben primer obna�sanja nestabilnega masivnega telesa je kr�
enje { gravita
ijski kolaps.Re�sitve (103.8){(103.10) so zapisane tako, da se telo seseda, ko � nara�s�
a in gre proti �0.Trenutek � = �0(R) ustreza prihodu v sredi�s�
e snovi, katere radialna koordinata je R (kjermora veljati �00 > 0).Lastnosti metrike v notranjosti krogle v limitnem primeru, ko � ! �0(R), so enake za vsetri primere (103.8){(103.10):r � �9F4 �1=3 (�0 � �)2=3; e�=2 � �2F3 �1=3 �00p1 + f (�0 � �)�1=3: (103.13)To pomeni, da gredo vse radialne razdalje (v sogibljivem opazovalnem sistemu, ki ga tuuporabljamo) proti neskon�
nosti, tangentne razdalje pa gredo proti 0 (kot � � �0). y Zatogostota snovi nara�s�
a preko vseh mej: z8�k� � 2F 03F�00(�0 � �) : (103.14)Ugotovili smo torej, da se 
elotna porazdelitev snovi sesede v sredi�s�
e, kar je v skladu zna�simi opa�zanji v 102. xV posebnem primeru, ko je �0(R) = konst (tedaj vsi del
i dose�zejo sredi�s�
e so�
asno), imamatrika v notranjosti sesedajo�
e se krogle druga�
en zna�
aj. V tem primeru veljar � �9F3 �1=3 (�0 � �)2=3; e�=2 � �23�1=3 F 02F 2=3p1 + f (�0 � �)2=3;8�k� � 43(�0 � �)2 : (103.15)�Primer, ko je F = 0 (in iz (103.7) sledi r = pf(� � �0)) ustreza odsotnosti polja; s primerno pretvorbospremenljivk lahko metriko spravimo v Galilejevo obliko.yGeometrija v \ravnini", ki poteka skozi sredi�s�
e, je enaka geometriji na sto�z�
asti rota
ijski ploskvi, ki se s�
asom razteguje vzdol�z tvorilk in kr�
i vzdol�z mejnih kro�zni
.zDejstvo, da pride do gravita
ijskega kolapsa ne glede na to, kak�sno maso ima krogla, je pri�
akovanaposledi
a tega, da smo zanemarili pritisk. O�
itno je, da je za � ! 1 privzetek, da je snov pra�snata, s�zikalnega vidika nesprejemljiv; morali bi uporabiti ultrarelativisti�
no ena�
bo p = �=3. Vseeno pa je jasno,da so splo�sne lastnosti limitnih zakonov stiskanja v veliki meri neodvisne od ena�
be stanja snovi (glej E. M.Lifshitz in I. M. Khalatnikov, JETP 39, 149, 1960; Soviet Phys. JETP, 12, 108, 1961).xPrimer, ko je �0 = konst med drugim vklju�
uje tudi sesedanje povsem homogene krogle { glej naloge.Polje, v. 1



318 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 103torej ko gre � ! �0, gredo vse razdalje, tako tangentne kot radialne, proti ni�
 kot � (�0 ��)2=3: gostota snovi gre proti neskon�
nosti kot (�0 � �)�2 in v tej limiti postane porazdelitevhomogena.Naj opozorimo na to, da v vseh primerih trenutek prehoda povr�sine sesedajo�
e se kroglepreko S
hwarzs
hildovega polmera [r(�;R0) = rg℄ nima posebnega pomena za notranjo di-namiko (ki jo opisuje metrika v sogibljivem opazovalnem sistemu). V vsakem trenutku paje dolo�
en del krogle �ze pod \dogodkovnim obzorjem". Tako kot F (R0) dolo�
a gravita
ijskipolmer 
elotne krogle (ena�
ba (103.12)), dolo�
a F (R) za poljubno vrednost R gravita
ijskipolmer dela krogle znotraj povr�sine krogle R = konst; ta del krogle je ob vsakem trenutkudolo�
en s pogojem r(�;R) � F (R).Na kon
u bomo pokazali �se, kako lahko s temi ena�
bami re�simo nalogo, ki smo jo opisalina kon
u 102: konstruirali bi radi �
imbolj popoln opazovalni sistem za polje to�
kaste mase. �Konstruk
ijo bomo za�
eli z metriko v vakuumu, ki lahko vsebuje tako obmo�
ja prostora-�
asa, ki se kr�
ijo, kot obmo�
ja, ki se raz�sirjajo. Ena�
ba (103.8) je tak�sna re�sitev, v njej pamoramo postaviti F = konst = rg. Izberemo �sef = � 1(R=rg)2 + 1 ; �0 = �2 rg(�f)�3=2;in dobimo rrg = 12 �R2rg2 + 1� (1� 
os �);�rg = 12 �R2rg2 + 1�3=2 (� � � + sin�); (103.16)kjer parameter � te�
e po vrednostih od 0 do �. Tedaj �
as � (pri danem R) monotono pada,r pa nara�s�
a od ni�
, dose�ze maksimum, in nato ponovno pade na ni�
.Na sliki 21 �
rte ACB in A0C 0B0 ustrezajo to�
ki r = 0 (oz. vrednostma parametra � = 2�in � = 0). Krivulji AOA0 in BOB0 predstavljata S
hwarzs
hildovo sfero r = rg. Med A0C 0B0in A0OB0 je obmo�
je prostora-�
asa, v katerem je mo�zno le gibanje stran od sredi�s�
a, medACB in AOB pa obmo�
je, kjer je dopustno le gibanje proti sredi�s�
u.Svetovni
a del
a, ki v tem opazovalnem sistemu miruje, je navpi�
na �
rta (R = konst).Za�
ne se pri r = 0 (to�
ka a), S
hwarzs
hildovo sfero seka v to�
ki b, najve�
jo oddaljenosthr = rg � R2rg2 + 1�i dose�ze ob �
asu � = 0, nato pa dele
 za�
ne padati proti S
hwarzs
hildovisferi, skozi katero gre v to�
ki 
, in ponovno pride k r = 0 (to�
ka d) ob �
asu� = rg �2 �R2rg2 + 1�3=2 : (103.17)Ta opazovalni sistem je popoln: oba kon
a svetovni
e poljubnega del
a, ki se giblje v polju,se nahajata v pravi singularnosti r = 0, ali pa gresta v neskon�
nost. Nepopolna metrika(102.3) opisuje le obmo�
je, ki je desno od krivulje AOA0 (ali levo od BOB0), \raz�sirljiv"opazovalni sistem pa opisuje obmo�
je desno od BOB0 (ali levo od AOA0). S
hwarzs
hildovopazovalni sistem z metriko (100.14) opisuje le obmo�
je desno od BOA0 (ali levo od AOB0).�Tak�sen sistem je prvi na�sel M. Kruskal z uporabo drugih spremenljivk (M. Kruskal, Phys. Rev. 119, 1743,1960). Obliko re�sitve, ki jo bomo opisali tukaj in v kateri je opazovalni sistem sinhron, je na�sel I. D. Novikov,1963.Polje, v. 1
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Slika 21:NALOGAPoi�s�
i re�sitev v notranjosti za gravita
ijsko sesedanje pra�snate homogene krogle, v kateri snov naza�
etku miruje.Re�sitev: Vpeljemo � = konst; f = � sin2R; F = 2a0 sin3 R;in dobimo r = a0 sinR(1� 
os �); � � �0 = a0(� � sin �) (1)(radialna koordinata R je brezdimenzijska in zavzame vrednosti od 0 do 2�). Gostota je tedaj8�k� = 6a20(1� 
os �)3 ; (2)in je pri izbranem � neodvisna od R, tako da je krogla homogena. Metriko (103.1) lahko zapi�semo zr iz ena�
be (1) kot ds2 = d�2 � a2(�)[ dR2 + sin2R( d�2 + sin2 � d�2)℄; (3)a = a0(1� 
os �):Poudarimo naj, da je metrika enaka Friedmannovi re�sitvi za metriko vesolja, ki je 
elo napolnjeno zhomogeno pra�snato snov (x 112){ to je povsem pri�
akovano, saj ima krogla, ki jo izre�zemo iz homogeneporazdelitve snovi, sredi�s�
no simetrijo. �Na za�
etku postavljeni pogoj lahko izpolnimo z (1), �
e primerno izberemo konstanti a0 in �0.Zaradi prikladnosti spremenimo parameter (� ! � � �) in re�sitev zapi�semo v oblikir = r0 sinR2 sinR0 (1 + 
os �); � = r02 sinR0 (� + sin �); (4)kjer je [po (103.12)℄ gravita
ijski polmer krogle enak rg = r0 sin2R0. Na za�
etku (� = 0, � = 0) snovmiruje ( _r = 0), 2�r0 = 2�r(0; R0) pa je za�
etni obseg krogle. Do kolapsa snovi v sredi�s�
e pride ob�
asu � = �r0=2 sinR0.�Cas t v opazovalnem sistemu oddaljenega opazoval
a (S
hwarzs
hildov opazovalni sistem) je zlastnim �
asom � na krogli povezan prekod�2 = �1� rgr � dt2 � dr21� rg=r ;�Metrika (3) ustreza prostoru, ki ima povsod enako pozitivno ukrivljenost. Po analogiji dobimo, �
epostavimo f = sinh2R; F = 2a0 sinh3R, re�sitev, ki ustreza prostoru, ki je povsod enako negativno ukrivljen.Polje, v. 1



320 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 104kjer imamo z r v mislih vrednost r(�; R0), ki ustreza povr�sini krogle. Z integra
ijo te ena�
be dobimonaslednji izraz za t kot funk
ijo nekega parametra �:trg = ln 
otR0 + tan �2
otR0 � tan �2 + 
otR0 �� + 12 sin2R0 (� + sin �)� (5)(pri �
emer �
as t = 0 ustreza �
asu � = 0). Prehod povr�sine krogle onkraj S
hwarzs
hildove sfere(r(�; R0) = rg) ustreza vrednosti parametra �, dolo�
eni z ena�
bo
os2 �2 = rgr0 = sin2R0:Ko se pribli�zujemo tej vrednosti, gre �
as t proti neskon�
nosti, kar je v skladu z opombami v x 102. �x104 Gravita
ijski kolaps teles, ki niso okrogla, in vrte�
ih setelesVsi rezultati v predhodnih dveh razdelkih veljajo izklju�
no za telesa, ki so povsem krogelnosimetri�
na. S preprostimi argumenti lahko poka�zemo, da kvalitativna slika gravita
ijskegakolapsa velja tudi za telesa, ki od krogelne simetrije malo odstopajo (A. G. Doroshkevi
h, Ya.B. Zel'dovi
h in I.D. Novikov, 1965).Najprej si bomo ogledali telesa, ki od krogelne simetrije odstopajo zaradi nesimetri�
neporazdelitve snovi, kot 
elota pa se ne vrtijo.O�
itno je, da �
e je masivno sredi�s�
no simetri�
no telo gravita
ijsko nestabilno, mora toveljati tudi v primeru majhnega odstopanja od simetrije, zato se bodo tudi tak�sna telesasesedla. �Sibko asimetrijo lahko obravnavamo kot majhno motnjo in opazujemo, kaj se z njodogaja (v sogibljivem opazovalnem sistemu) med sesedanjem telesa. Motnje z nara�s�
ajo�
ogostoto telesa nara�s�
ajo. Vendar �
e je motnja na za�
etku sesedanja zadosti majhna, bomajhna tudi ob tistem �
asu, ko bo telo doseglo gravita
ijski polmer; v 103 smo pokazali,da ta trenutek nima posebnega pomena za notranjo dinamiko sesedajo�
ega se telesa, gostotatelesa pa je seveda �se vedno kon�
na. yKer so motnje v notranjosti telesa majhne, je tudi motnja zunanjega sredi�s�
no simetri�
negagravita
ijskega polja, ki ga telo ustvarja, majhna. To pomeni, da povr�sina \dogodkovnega ob-zorja", S
hwarzs
hildova sfera, ostane skoraj nespremenjena in ni�
 ne prepre�
uje sesedajo�
emuse telesu, da bi jo pre�
kal (v sogibljivem opazovalnem sistemu).Zunanji opazovale
 ne more dobiti nobene informa
ije o nadaljnji rasti motnje v notran-josti telesa, ker noben signal ne more zapustiti obmo�
ja znotraj dogodkovnega obzorja; 
elotenpotek je za oddaljenega opazoval
a \neskon�
no upo�
asnjen". Od tod pa sledi, da mora gledena zunanji opazovalni sistem gravita
ijsko polje sesedajo�
ega se telesa postajati sta
ionarno,ko se telo asimptoti�
no pribli�zuje gravita
ijskemu polmeru. Karakteristi�
ni �
as za to je zelokratek (� rg=
); predpostavimo lahko, da se v tem �
asu v zunanjem prostoru nahajajo lemotnje, ki so nastale predhodno v sredi�s�
no simetri�
nem polju. Vse motnje pa se morajos �
asom porazgubiti v prostoru v obliki gravita
ijskih valov, ki gredo v neskon�
nost (ali papreko dogodkovnega obzorja).�Funk
ija r(�; R0), dolo�
ena z ena�
bo (4) je seveda enaka funk
iji, ki jo izra�
unamo z uporabo zunanjemetrike in je podana z integralom (102.8). Isto velja tudi za funk
ijo t(r), dolo�
eno z ena�
bama (4) in (5);enaka je funk
iji, podani z integralom (102.5).y �Casovni razvoj motenj v nesta
ionarnih, neomejenih homogenih porazdelitvah snovi bomo obdelali v x 115(dobljene ena�
be bodo veljavne tako za �sirjenje kot za kr�
enje). Nehomogenosti nemotene porazdelitve alineskon�
ni obseg telesa ne bodo vplivali na zaklju�
ke, do katerih bomo tam pri�sli.Polje, v. 1



104GRAVITACIJSKI KOLAPS TELES, KI NISO OKROGLA, IN VRTE�CIH SE TELES321V zunanjem gravita
ijskem polju porajajo�
e se �
rne luknje tudi ne more biti �
asovnoneodvisnih stati�
nih motenj. Do tak�snega zaklju�
ka pridemo z analizo konstantnih motenjS
hwarzs
hildove sfere v vakuumu. Analiza poka�ze, da v primeru stati�
ne motnje vsakamotnja (ki v neskon�
nosti pada proti ni�
) nara�s�
a prek vseh meja v bli�zini S
hwarzs
hildovesfere primera brez motnje; � vendar, kot smo �ze dejali, v na�sem primeru ni razloga, da bipri�
akovali velike motnje zunanjega polja.Odklone porazdelitve snovi telesa od krogelne simetrije opi�semo s kvadrupolnim in vi�sjimimultipolnimi momenti porazdelitve; vsak od njih prispeva k zunanjemu gravita
ijskemu polju.Na�sa trditev je, da se vse tak�sne motnje zunanjega polja zadu�sijo v kon�
nih stadijih (z vidikazunanjega opazoval
a) kolapsa. y Nastajajo�
e gravita
ijsko polje �
rne luknje je ponovnosredi�s�
no simetri�
no S
hwarzs
hildovo polje, ki ga dolo�
a le 
elotna masa telesa.Vpra�sanje kon�
ne usode telesa po kolapsu pod polmer dogodkovnega obzorja (ki ni opa-zljivo iz zunanjega opazovalnega sistema) ni povsem jasno. Verjetno lahko tudi v tem primerutrdimo, da se kolaps kon�
a v pravi singularnosti prostorsko �
asovne metrike, vendar je ta sin-gularnost povsem druga�
ne vrste kot v sredi�s�
no simetri�
nem primeru. To vpra�sanje pa dodanes �se ni povsem razre�seno.Oglejmo si primer, v katerem �sibka motnja krogelne simetrije ni povezana s porazdelitvijosnovi, temve�
 z vrtenjem telesa kot 
elote; predpostavka majhne motnje tu pomeni, da moravrtenje biti zadosti po�
asno. �Ze na za�
etku lahko trdimo, da zaradi ohranitve skupne vrtilnekoli�
ine telesa M polje �
rne luknje ne more biti odvisno le od mase telesa. Temu ustrezadejstvo, da med sta
ionarnimi (vendar ne stati�
nimi) �
asovno neodvisnimi motnjami sredi�s�
nosimetri�
nega gravita
ijskega polja obstaja eno, ki ne nara�s�
a prek vseh meja, ko r ! rg. Tamotnja je natanko tista, ki ustreza vrtenju telesa, in jo opi�semo tako, da k S
hwarzs
hildovemumetri�
nemu tenzorju gik (v koordinatah x0 = t, x1 = r, x2 = �, x3 = �) dodamo majhnoizvendiagonalno komponento z g03 = 2kMr sin2 � (104.1)(glej nalogo v 105). Ta izraz velja (v zunanjem prostoru) tudi ko se telo pribli�zuje gravita
i-jskemu polmeru, zato bo gravita
ijsko polje po�
asi vrte�
e se �
rne luknje (v prvem pribli�zku pomajhni vrtilni koli�
iniM) enako sredi�s�
no simetri�
nemu S
hwarzs
hildovemu polju z majhnimpopravkom (104.1). To polje ni ve�
 stati�
no, temve�
 le sta
ionarno.�Ce je gravita
ijski kolaps mo�zen za majhne odklone od krogelne simetrije, potem je mogo�
tudi kolaps enake vrste (s skr�
itvijo telesa onkraj dogodkovnega obzorja) tudi na nekemkon�
no velikem obmo�
ju odmikov od krogelne simetrije; pogoji, ki dolo�
ajo to obmo�
je, �seniso poznani. Neodvisno od teh pogojev lahko trdimo, da so z vidika zunanjega opazoval
alastnosti dobljenega nebesnega telesa (rota
ijskega kolapsarja) neodvisne od vseh lastnostiza�
etnega telesa, razen njegove 
elotne mase m in vrtilne koli�
ine M . x �Ce se telo kot�Glej T. Regge in J. A. Wheeler, Phys. Rev. 108, 1063 (1957). Poudarimo, da je tu govora o motnjah,ki izvirajo iz telesa samega. Robni pogoj v neskon�
nosti izklju�
uje primere, pri katerih bi stati�
na motnjanastala zaradi zunanjih vzrokov: v tem primeru vi majhne motnje preprosto deformirale S
hwarzs
hildovokroglo, brez da bi spremenile njene kvalitativne lastnost, pa tudi prave prostorsko-�
asovne singularnosti nemorejo povzro�
iti na njej.yZakon, ki opisuje du�senje, je zapisan v R. H. Pri
e, Phys. Rev. D, 5, 2419, 2439 (1972). Za�
etne 2l polnestati�
ne motnje zunanjega gravita
ijskega polje med kolapsom padajo kot 1=t2l+2.zV tem razdelku velja dogovor, da je 
 = 1.xDa ne bo sporazuma, moramo bral
a spomniti, da smo iz obravnave izklju�
ili telesa, ki nosijo naboj, ki nikompenziran. Polje, v. 1



322 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 104
elota ne vrti (M = 0), potem bo zunanje gravita
ijsko polje kolapsarja sredi�s�
no simetri�
noS
hwarzs
hildovo polje. �Gravita
ijsko polje vrte�
e se �
rne luknje podaja naslednja osno simetri�
na sta
ionarnaKerrova metrike: yds2 = �1� rgr�2 � dt2 � �2� dr2 � �2 d�2���r2 + a2 + rgra2�2 sin2 �� sin2 � d�2 + 2rgra�2 sin2 � d�dt; (104.2)kjer smo vpeljali oznaki � = r2 � rgr + a2; �2 = r2 + a2 
os2 �; (104.3)polmer rg pa je ponovno enak rg = 2mk. Metrika je odvisna od dveh konstantnih parametrov,m in a, katerih pomen je razviden iz mejne oblike metrike pri velikih razdaljah r. �Cleni redado � 1=r so g00 � 1� rgr ; g03 � rgar sin2 �;prvi izraz primerjamo z (100.18), drugega pa z (104.1), in ugotovimo, da je m masa telesa,parameter a pa je z vrtilno koli�
ino povezan z zvezoM = ma (104.4)(M = ma
 v obi�
ajnih enotah). Za a = 0 postane Kerrova metrika enaka S
hwarzs
hildovi vobi�
ajni obliki (100.14). z Opozorimo naj na to, da je forma (104.2) ekspli
itno simetri�
nana obrat �
asa: ta transforma
ija (t! �t) spremeni tudi smer vrtenja, torej predznak vrtilnekoli�
ine (a! �a), tako da forma ds2 ostane nespremenjena.Determinanta metri�
nega tenzorja (104.2) je�g = �4 sin2 �: (104.5)Komponente kovariantnega tenzorja gik bomo zapisali tako, da bomo z njimi izrazili kvadratoperatorja �
etvernega gradienta:gik ��xi ��xk = 1� �r2 + a2 + rgra2�2 sin2 ��� ��t�2 � ��2 � ��r�2�� 1�2 � ����2 � 1� sin2 � �1� rgr�2 �� ����2 + 2rg�2 ra� ��� ��t : (104.6)�Ta izjava ima mo�
no podporo v Israelovem izreku: izmed vseh stati�
nih re�sitev Einsteinovih ena�
b, kiso v neskon�
nosti Galilejeve in imajo sklenjene enovejne prostorske povr�sine g00 = konst, t = konst, jeS
hwarzs
hildova re�sitev edina, ki ima obzorje (g00 = 0), na katerem ni singularnosti prostorsko-�
asovnemetrike (dokaz izreka je v W. Israel, Phys. Rev. 164, 1776, 1967).yTo re�sitev Einsteinove ena�
be je leta 1963 odkril R. Kerr v druga�
ni obliki, na zapis v (104.2) pa sta jopoenostavila R. H. Boyer in R. W. Lindquist, 1967. V literaturi ni nobene konstruktivne analiti�
ne izpeljave temetrike, ki bi bila zadovoljiva z vidika �zike, in 
elo neposredni preizkus te re�sitve Einsteinovih ena�
b zahtevazelo te�zavne izra�
une. Trditev, da je Kerrova metrika edino polje vrte�
ega se kolapsarja potrjuje izrek, ki jepodoben Israelovemu (glej B. Carter, Phys. Rev. Lett. 26, 331, 1971).zDo �
lenov prvega reda po a se metrika (104.2) v primeru, ko je a� 1, od S
hwarzs
hildove razlikuje le po�
lenu (2rga=r) sin2 � d�dt, kar je v skladu z na�simi zgoraj zapisanimi opombami o rahlih odklonih od krogelnesimetrije.Polje, v. 1



104GRAVITACIJSKI KOLAPS TELES, KI NISO OKROGLA, IN VRTE�CIH SE TELES323Ko je m = 0, torej v odsotnosti gravitirajo�
e mase, metrika (104.2) postane Galilejeva.Izraz ds2 = dt2 � �2r2 + a2 dr2 � �2 d�2 � (r2 + a2) sin2 � d�2 (104.7)je enak Galilejevi metriki ds2 = dt2 � dx2 � dy2 � dz2;zapisani v prostorskih splo�s�
enih sferoidnih koordinatah; pretvorbo v kartezi�
ne dose�zemo zena�
bami: x = pr2 + a2 sin � 
os�;y = pr2 + a2 sin � sin�;z = r 
os �;ploskve r = konst so splo�s�
eni rota
ijski elipsoidi:x2 + y2r2 + a2 + z2r2 = 1:Metrika (104.2) ima navidezno singularnost, tako kot ima S
hwarzs
hildova metrika(100.14) navidezno singularnost pri r = rg. Medtem ko gresta v S
hwarzs
hildovem primeruso�
asno g00 proti ni�
, g11 pa proti neskon�
nosti na ploskvi r = rg, sta v Kerrovi metriki tiploskvi lo�
eni. Ena�
ba g00 = 0 velja, ko je �2 = rgr; ve�
ji izmed obeh korenov te ena�
be jer0 = rg2 +r�rg2 �2 � a2 
os2 � (g00 = 0): (104.8)Koli�
ina g11 gre proti neskon�
nosti, ko je � = 0; ve�
ji izmed obeh korenov te ena�
be jerhor = rg2 +r�rg2 �2 � a2 (g11 =1): (104.9)Povr�sini r = r0 in r = rhor, katerih �zikalni pomen je razlo�zen spodaj, bomo v nadaljevanjuna kratko ozna�
evali z S0 in Shor. Ploskev Shor je krogla, S0 pa je splo�s�
eno rota
ijsko telo;Shor se nahaja znotraj S0, obe ploskvi pa se dotikata v polih (� = 0 in � = �).Kot je razvidno iz (104.8) in (104.9), ploskvi S0 in Shor obstajata le, �
e je a � rg=2. Ko jea > rg=2, se zna�
aj metrike (104.2) mo�
no spremeni in ima �zikalno nesprejemljive lastnosti,ki kr�sijo na�
elo vzro�
nosti. �Dejstvo, da Kerrova metrika nima pomena za a > rg=2, pomeni, da vrednostiamax = rg2 ; Mmax = mrg2 ; (104.10)podajata zgornjo mejo dopustnih vrtilnih koli�
in kolapsarja. Tej meji se lahko pribli�zamopoljubno blizu, enakost a = amax sama pa je nedovoljena. Ustrezni mejni vrednosti polmerovpovr�sin S0 in Shor sta r0 = rg2 (1 + sin �); rhor = rg2 : (104.11)�Kr�sitev je razvidna iz obstoja sklenjenih �
asovnih svetovni
: te omogo�
ajo, da najprej potujemo v pretek-lost, nato pa v prihodnost. Takoj naj poudarimo, da bi do enake kr�sitve pri�slo, �
e bi Kerrovo metriko nadaljevaliznotraj Shor, tudi �
e je a < rg=2, kar ka�ze na �zikalno neveljavnost te metrike znotraj Shor (k temu se bomovrnili kasneje). Iz istega razloga ploskve, de�nirane z obema manj�sima korenoma kvadratnih ena�
b g00 = 0 in1=g11 = 0, ki le�zijo znotraj Shor, niso �zikalno zanimive; glej B. Carter, Phys. Rev. 174, 1559 (1968).Polje, v. 1



324 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 104Pokazali bomo, da je ploskev Shor dogodkovno obzorje, ki jo del
i in svetlobni �zarki lahkopre�
kajo v eni sami smeri, in si
er proti notranjosti.Najprej bomo pokazali, da povsem splo�sno velja lastnost enosmerne prepustnosti svetovni
gibajo�
ih se del
ev za poljubno ni�
elno hiperploskev (to je tak�sna hiperploskev, katere normalav vsaki to�
ki je ni�
elni vektor). Naj bo hiperploskev dolo�
ena z ena�
bo f(x0; x1; x2; x3) =konst. Normala na hiperploskev je v smeri �
etver
a gradienta ni = �f=�xi, tako da zani�
elno hiperploskev velja nini = 0. Z drugimi besedami, smer normale le�zi v ploskvi sami:na hiperploskvi velja df = ni dxi = 0, ta ena�
ba pa je izpolnjena, �
e sta �
etver
a dxi inni enaka. Iz lastnosti nini = 0 sledi tudi, da je diferen
ial lo�
ne dol�zine na hiperploskvi vsmeri normale enak ds = 0. To pa pomeni, da je v tej smeri hiperploskev tangentna (vdani to�
ki) na svetlobni sto�ze
, ki ga lahko v tej to�
ki konstruiramo. Zato svetlobni sto�z
i vvsaki to�
ki ni�
elne hiperploskve (na primer v smeri prihodnosti) v 
eloti le�zijo na eni stranihiperploskve, in so na hiperploskev tangentni vzdol�z ene izmed tvorilk sto�z
a. To pa pomeninatanko to, da lahko svetovni
e del
ev ali svetlobnih �zarkov (ki so usmerjene v prihodnost)sekajo hiperploskev v eni sami smeri.Ta lastnosti ni�
elnih hiperploskev je obi�
ajno �zikalno trivialna: enosmerna prepustnostteh ploskev preprosto izra�za to, da se je nemogo�
e gibati z nadsvetlobno hitrostjo (najbolj pre-prost tovrstni primer je hiperploskev x = t v ploskem prostoru-�
asu). Fizikalno pa ni trivialenprimer, ko ni�
elne hiperploskve ne segajo v neskon�
nost, tako da so njihovi izseki t = konstsklenjene prostorske ploskve; te ploskve so dogodkovna obzorja v enakem pomenu besede, kotje S
hwarzs
hildova sfera dogodkovno obzorje v sredi�s�
no simetri�
nem gravita
ijskem polju.Kaj je ploskev Shor v Kerrovem polju? Pogoj nini = 0 za hiperploskev oblike f(r; �) =konst v Kerrovem polju se zapi�seg11 ��f�r�2 + g22��f���2 = 1�2 "���f�r�2 +��f���2# = 0 (104.12)[gik vzamemo iz ena�
be (104.6)℄. Ta ena�
ba ni izpolnjena na S0, pa�
 pa velja na Shor (kjer je�f=�� = 0 in � = 0).Nadaljevanje Kerrove metrike v notranjost onkraj obzorja (kot smo storili v 102 in (103)za S
hwarzs
hildovo metriko) �zikalno ni smiselna. Tak�sno nadaljevanje bi bilo odvisno le oddveh parametrov (m in a) tako kot polje zunaj Shor, zaradi �
esar je takoj razvidno, da nemore biti povezano s �zikalnim vpra�sanje usode sesedajo�
ega se telesa, po tem ko to pre�
kaobzorje. V sogibljivem opazovalnem sistemu u�
inki zaradi odstopanja od krogelne simetrijenikakor niso zadu�seni, temve�
 se prav nasprotno pove�
ujejo, medtem ko se telo kr�
i. Zato ninobenega razloga, da bi pri�
akovali, da je lahko polje onkraj obzorja povsem dolo�
eno le zmaso in vrtilno koli�
ino telesa. �Oglejmo si lastnosti ploskve S0, ter prostora med njo in obzorjem (to obmo�
je Kerrovegapolja imenujemo ergosfera).Osnovna lastnost ergosfere je ta, da v njej del
i ne morejo mirovati glede na opazovalnisistem daljnega opazoval
a: ko r; �; � = konst, velja ds2 < 0, diferen
ial ni �
asoven, kotbi moral biti za �
asovni
o del
a; spremenljivka t izgubi svoj �
asovni zna�
aj. Zato togegaopazovalnega sistema ne moremo iz neskon�
nosti podalj�sati v ergosfero; ploskvi S0 bi lahkorekli tudi meja sta
ionarnosti.�Z vidika matematike je to povezano s kr�sitvijo na�
ela vzro�
nosti (o �
emer je �ze bilo govora), ko podalj�samoKerrovo metriko v notranjost Shor.Polje, v. 1



104GRAVITACIJSKI KOLAPS TELES, KI NISO OKROGLA, IN VRTE�CIH SE TELES325Na�
in gibanja del
a v ergosferi se bistveno razlikuje od gibanja del
a znotraj obzorjav S
hwarzs
hildovem polju. V S
hwarzs
hildovem polju del
i ne morejo mirovati glede nazunanji opazovalni sistem in zato ne more veljati t = konst; vsi del
i se morajo gibati protisredi�s�
u. V ergosferi Kerrovega polja pa ne more veljati � = konst (del
i se morajo nujnovrteti okoli simetrijske osi polja), medtem ko ena�
ba r = konst lahko velja. Poleg tega lahkodel
i (in svetlobni �zarki) potujejo tako proti ve�
jim kot proti manj�sim r in lahko iz ergosfereodletijo v zunanji prostor. Prav tako lahko del
i iz zunanjega prostora pridejo v ergosfero: �
as,da dele
 (ali svetlobni �zarek) dose�ze povr�sino S0, �
e ga merimo z uro oddaljenega opazoval
a,je kon�
en na 
elotni povr�sini S0, razen na polih, kjer se S0 dotika Shor; �
as, da dose�zemo tito�
ki, je neskon�
en, ravno tako kot za vse ostale to�
ke na Shor. �Ker se ne moremo izogniti rota
ijskemu gibanju del
ev v ergosferi, je naravna oblika zapisametrike na tem obmo�
juds2 = �g00 � g032g33 � dt2 + g11 dr2 + g22 d�2 + g33�d�+ g03g33 dt�2 : (104.13)Koe�
ient �
lena z dt2, g00 � g032g33 = �r2 + a2 + rgra2 sin2 ��2 ;je pozitiven povsod zunaj Shor (in ni enak ni�
 na S0); diferen
ial ds je �
asovne vrste, �
e jer = konst, � = konst in d� = �(g03=g33) dt. Koli�
ina�g03g33 = rgar�2(r2 + a2) + rgra2 sin2 � (104.14)ima vlogo \posplo�sene kotne hitrosti vrtenja ergosfere" glede na zunanji opazovalni sistem(smer vrtenja je enaka smeri vrtenja telesa v sredi�s�
u). yEnergija del
a, de�nirana z ��S=�� , odvodom ak
ije po lastnem �
asu del
a, sinhro-niziranem vzdol�z trajektorije, je vedno pozitivna (glej 88). Kot smo pokazali v 88, se medgibanjem del
a v polju, ki ni odvisno od �
asa t, energija E0, de�nirana z ��S=�t, ohranja; takoli�
ine je enaka kovariantni komponenti �
etver
a gibalne koli�
ine p0 = mu0 = mg0i dxi (kjerje m masa del
a). Dejstvo, da spremenljivka t (�
as merjen z urami oddaljenih opazoval
ev)nima �
asovnega zna�
aja v notranjosti ergosfere vodi k zanimivemu rezultatu: na tem obmo�
juvelja g00 < 0 in koli�
inaE0 = m(g00u0 + g03u3) = m�g00 dtds + g03 d�ds�je lahko negativna. Ker v zunanjem prostoru, kjer je t �
as, energija E0 ne more biti negativna,dele
 z E0 < 0 ne more pasti v ergosfero od zunaj. Tak�sen dele
 pa bi lahko nastal ob razpadu� �Cas, v katerem dose�zemo dolo�
eno to�
ko na S0, je lahko tudi neskon�
en v posebnih primerih, ko staenergija in vrtilna koli�
ina del
a tak�sna, da postane radialna hitrost enaka ni�
 v izbrani to�
ki na S0.yPoudariti moramo, da intervali lastnega �
asa za del
e, ki se gibljejo vzdol�z roba ergosfere, ne postanejo enakini�
 so�
asno z g00. To pomeni, da S0 ni ploskev \neskon�
nega rde�
ega premika"; frekven
e svetlobnih signalov,ki so poslani z gibajo�
ih se izvirov (izviru tu ne morejo mirovati) in ki jih opazujemo dale�
 stran, ne te�zijoproti ni�
. Spomnimo se, da v sredi�s�
no simetri�
nem polju ne more biti mirujo�
ih niti gibajo�
ih se izvorov naS
hwarzs
hildovi krogli (ker na ni�
elni ploskvi ne moremo imeti �
asovnih svetovni
). Do \neskon�
nega rde�
egapremika" tam pride zato, ker gredo z r ! rg proti ni�
 diferen
iali lastnega �
asa d� = pg00 dt (za izbran dt),merjeni z urami, ki mirujejo glede na opazovalni sistem. Polje, v. 1



326 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 104telesa, ki vstopa v ergosfero, na dva dela, pri �
emer se eden ujame v orbito z \negativnoenergijo". Tak�sen del ne more ve�
 zapustiti ergosfere in s �
asom pade onkraj obzorja. Drugidel pa se lahko vrne v zunanji prostor; ker je E0 ohranjena aditivna koli�
ina, mora biti energijatega dela ve�
ja od energije za�
etnega telesa, in tako lahko iz vrte�
e se �
rne luknje pridobivamoenergijo (R. Penrose, 1969).Pred kon
em naj omenimo �se to, da �
eprav ploskev S0 ni singularnost prostorsko �
asovnemetrike, je tam singularna �
isto prostorska metrika [v opazovalnem sistemu (104.2)℄. ZunajS0, kjer ima spremenljivka t �
asovni zna�
aj, tenzor prostorske metrike izra�
unamo z (84.7),diferen
ial prostorske lo�
ne dol�zine pa jedl2 = �2� dr2 + �2 d�2 + �sin2 �1� rrg=�2 d�2: (104.15)V bli�zini S0 gredo vzporedni
e (� = konst, r = konst) v neskon�
nost po pravilu2�a sin2 �=pg00. Razlike v urah [glej (88.5)℄ gredo prav tako prek vseh mej, �
e so sinhro-nizirane po tej sklenjeni konturi. NALOGENALOGA 1. Lo�
i spremenljivke v Hamilton-Ja
obijevi ena�
bi za dele
, ki se giblje v Kerrovempolju (B. Carter, 1968).Re�sitev: V Hamilton-Ja
obijevi ena�
bigik �S�xi �S�xk �m2 = 0(m je masa del
a, ki je ne smemo zame�sati z maso telesa v sredi�s�
u) z gik iz (104.6) sta �
as t inkot � 
ikli�
ni spremenljivki; ti zato v ak
iji S nastopata kot �E0t + L�, kjer je E0 energija (ki seohranja), L pa je komponenta vrtilne koli�
ine vzdol�z simetrijske osi polja. Izka�ze se, da lahko lo�
imotudi spremenljivki � in r. Ak
ijo S zapi�semo kotS = �E0t+ L�+ Sr(r) + S�(�); (1)in Hamilton-Ja
obijevo ena�
bo poenostavimo na dve navadni diferen
ialni ena�
bi (glejMehanika, x 48):� dS�d� �2 +�aE0 sin � Lsin ��2 + a2m2 
os2 � = K;� dSrdr �2 � 1� �(r2 + a2)E0 � aL�2 +m2r2 = �K; (2)kjer je K (lo�
itveni parameter) nova poljubna konstanta. Funk
iji S� in Sr nato dolo�
imo z integri-ranjem.�Cetvere
 gibalne koli�
ine del
a jepi = m dxids = gikpk = �gik �S�xk :Desno stran te ena�
be izra�
unamo z uporabo (1) in (2). Dobimo naslednje ena�
be:m dtds = �rgra�2�L+ E0� �r2 + a2 + rgra2�2 sin2 �� ; (3)Polje, v. 1



105GRAVITACIJSKI KOLAPS TELES, KI NISO OKROGLA, IN VRTE�CIH SE TELES327m d�ds = L�sin2 � �1� rgr�2 �+ rgra�2� E0; (4)m2� drds�2 = 1�4 [(r2 + a2)E0 � aL℄2 � ��4 (K +m2r2); (5)m2� d�ds�2 = 1�4 (K � a2m2 
os2 �)� 1�4 �aE0 sin � � Lsin ��2 : (6)Te integrali so prvi integrali gibalnih ena�
b (ena�
be geodetk). Ena�
bo trajektorije in �
asovno odvisnostkoordinat vzdol�z trajektorije lahko dobimo iz (3)-(6) ali pa neposredno iz ena�
b�S=�E0 = konst; �S=�L = konst; �S=�K = konst:V primeru svetlobnih �zarkov moramo postaviti m = 0 na desnih straneh ena�
b (3)-(6) in pisati !0namesto E0 (glej x 101), na levih straneh pa moramo odvode md= ds z odvodi d= d� po parametru �,ki se spreminja vzdol�z �zarka (glej opombo na kon
u x 87).Ena�
be (4)-(6) dopu�s�
ajo povsem radialno gibanje le vzdol�z vrtilne osi telesa, kar je razvidno �ze izsimetrijskih vzrokov. Podobno ugotovimo, da je gibanje v \ravnini" mo�zno le v ekvatorialni ravnini.V tem primeru lahko postavimo � = �=2, K izrazimo z E0 in L z uporabo pogoja d�= ds = 0, indobimo gibalne ena�
be oblike m dtds = �rgar�L+ E0� �r2 + a2 + rga2r � ; (7)m d�ds = M� �1� rgr �+ rgar� E0; (8)m2� drds�2 = 1r4 [(r2 + a2)E0 � aL℄� �r4 [(aE0 � L)2 +m2r2℄: (9)NALOGA Dolo�
i polmer kroga, ki je najbli�ze sredi�s�
u, in je stabilna orbita del
a, ki se giblje vekvatorialni ravnini v limitnem (a! rg=2) Kerrovem polju (R. RuÆni in J. A. Wheeler, 1969).Re�sitev: Postopek je podoben tistemu iz prve naloge v x 102. Vpeljemo \efektivno poten
ialnoenergijo" U(r), dolo�
eno z[(r2 + a2)U(r) � aL℄2 ��[(aU(r) � L)2 + r2m2℄ = 0[za E0 = U je desna stran ena�
be (9) enaka ni�
℄. Polmere stabilnih orbit dolo�
imo iz minimumovfunk
ije U(r): hkrati moramo re�siti ena�
bi U(r) = E0, U 0(r) = 0 ob pogoju U 00(r) > 0. Orbita, kije najbli�ze sredi�s�
u, ustreza re�sitvi U 00(rmin) = 0; za r < rmin funk
ija U(r) nima minimuma. Kotrezultat dobimo naslednje vrednosti parametrov gibanja:(a) Ko je L < 0 (dele
 se giblje v nasprotni smeri, kot se vrti kolapsar)rminrg = g2 ; E0m = 53p3 ; Lmrg = 113p3 :(b) Ko je L (dele
 se giblje v isti smeri kot kolapsar), gre polmer rmin proti polmeru obzorja, ko grea! rg . Postavimo a = (rg=2)(1 + Æ) in za Æ ! 0 dobimorhorrg = 12(1 +p2Æ); rhorrg = 12(1 + (4Æ)1=3):Tedaj je E0m = Lmrg = 1p3 [1 + (4Æ)1=3℄:Poudariti moramo dejstvo, da je rmin=rhor ves �
as ve�
je od 1, kar pomeni, da orbita nikoli ne greonkraj obzorja. To je pri�
akovano: obzorje je ni�
elna hiperploskev in �
asovne svetovni
e del
ev,ki se gibajo, ne morejo le�zati na njej. Polje, v. 1



328 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 105x105 Gravita
ijska polja pri velikih razdaljah od telesObravnavali bomo sta
ionarno gravita
ijsko polje pri velikih razdaljah od teles, ki polje ust-varjajo, in dolo�
ili bomo prve �
lene v razvoju polja po poten
ah 1=r.Dale�
 od teles je polje �sibko. To pomeni, da je prostorsko �
asovna metrika skoraj Galile-jeva, zato lahko poi�s�
emo opazovalni sistem, v katerem so komponente metri�
nega tenzorjaskoraj enake Galilejevim vrednostim:g(0)00 = 1; g(0)0� = 0; g(0)�� = �Æ��: (105.1)Tenzor gik zapi�semo v obliki gik = g(0)ik + hik; (105.2)kjer so hik majhni popravki zaradi gravita
ijskega polja.Pri ra�
unanju s tenzorjem hik se bomo dr�zali dogovora, da indekse dvigujemo in spu�s�
amoz uporabo \nemotene" metrike: hki = g(0)klhik, itd. Lo�
iti moramo med hik in popravkikovariantnih komponent metri�
nega tenzorja gik. Slednje dolo�
imo z re�sitvijo ena�
begilglk = (g(0)il + hil)glk = Æki :Do �
lenov drugega reda dobimo gik = gik(0) � hik + hilhlk: (105.3)Do enake natan�
nosti je determinanta metri�
nega tenzorja enakag = g(0)(1 + h+ 12h2 � 12hikhki ); (105.4)kjer je h � hii.Takoj moramo poudariti, da zahteva, da je hik majhen, nikakor ne dolo�
i opazovalnegasistema enoli�
no. �Ce je ta pogoj zado�s�
en v nekem sistemu, potem bo zado�s�
en tudi popoljubni transforma
iji x0i = xi + �i, kjer so �i majhne koli�
ine. Po ena�
bi (94.3) se pri temtenzor hik spremeni: h0ik = hik � ��i�xk � ��k�xi ; (105.5)kjer je �i = g(0)ik �k [ker je g(0)ik konstanten, se v tem primeru kovariantni odvodi iz (94.3)poenostavijo v navadne odvode℄.V prvem pribli�zku, torej do �
lenov reda 1=r, dobimo majhne popravke k Galilejevim vred-nostim z ustreznimi �
leni v razvoju sredi�s�
no simetri�
ne S
hwarzs
hildove metrike. Zaradi zgo-raj opisane nedolo�
enosti v izbiri opazovalnega sistema (ki je Galilejev v neskon�
nosti), je de-janska oblika komponent hik odvisna od de�ni
ije radialne koordinate r. �Ce S
hwarzs
hildovometriko zapi�semo v obliki (100.14), so prvi �
leni v razvoju za velike r podani z izra-zom (100.18). Krogelne prostorske koordinate spremenimo v kartezi�
ne (pri tem pi�semodr = n� dx�, kjer je n enotski vektor v smeri r) in dobimo naslednje vrednosti:h(1)00 = �rgr ; h(1)�� = �rgr n�n�; h(1)0� = 0; (105.6)kjer je rg = 2km=
2.Polje, v. 1



105 GRAVITACIJSKA POLJA PRI VELIKIH RAZDALJAH OD TELES 329�Cleni drugega reda, ki so sorazmerni z 1=r2, so dveh vrst. Nekateri �
leni so rezultatnelinearnosti Einsteinovih ena�
b, ki delujejo na �
lene prvega reda. Ker so slednji odvisni leod mase (in od nobenih drugih lastnosti telesa), bodo ti �
leni drugega reda odvisni le od mase.O�
itno jih zato lahko dobimo iz razvoja S
hwarzs
hildove metrike. Tako dobimoh(2)00 = 0; h(2)�� = ��rgr �2 n�n�: (105.7)Ostale �
lene drugega reda dobimo kot ustrezne re�sitve lineariziranih ena�
b polja. Ena�
bebomo linearizirali na bolj splo�sen na�
in, kot bi tu potrebovali, saj bomo dobljene ena�
bepotrebovali tudi kasneje; zato na za�
etku ne bomo upo�stevali, da je polje sta
ionarno.Pri majhnih hik so majhne tudi koli�
ine �ikl, saj so to odvodi komponent hik. Zanemarimopoten
e vi�sje od prve in v izrazu za krivnski tenzor (92.1) obdr�zimo samo �
lene med prvimaoklepajema: Riklm = 12 � �2him�xk�xl + �2hkl�xi�xm � �2hkm�xi�xl � �2hil�xk�xm� : (105.8)Za Ri

ijev tenzor pri isti natan�
nosti veljaRik = glmRlimk � glm(0)Rlimk;ali Rik = 12 ��g(lm)0 �2hik�xl�xm + �2hli�xk�xl + �2hlk�xi�xl � �2h�xi�xk� : (105.9)Izraz (105.9) lahko poenostavimo, pri �
emer si pomagamo s poljubnostjo izbire opazoval-nega sistema. Za koli�
ine hik lahko zahtevamo �stiri dodatne pogoje (�stiri je �stevilo poljubnihfunk
ij �i): � ki�xk = 0;  ki = hki � Æki h: (105.10)Zadnji trije �
leni v (105.9) se okraj�sajo, preostane leRik = �12glm(0) �2hik�xl�xm : (105.11)V sta
ionarnem primeru, ki nas tu zanima, komponente hik niso odvisne od �
asa in izraz(105.11) se poenostavi na Rik = 12�hik, kjer je � Lapla
eov operator v treh prostorskihkoordinatah. Einsteinove ena�
be v vakuumu se zato poenostavijo na Lapla
eovo ena�
bo�hik = 0 (105.12)z dodatnimi pogoji (105.10), ki se zapi�sejo kot��x� (h�� � 12hÆ��) = 0; (105.13)��x� h�0 = 0: (105.14)Omeniti moramo, da ti pogoji �se vedno ne dolo�
ijo opazovalnega sistema enoli�
no. Hitrolahko preverimo, da �
e hik izpolni ena�
be (105.13) in (105.14), potem bodo pogoji izpolnjenitudi za hik iz (105.5), �
e so le �i tak�sni, da velja��i = 0: (105.15)Polje, v. 1



330 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 105Komponento h00 dobimo kot skalarno re�sitev tridimenzionalnega Lapla
eovega operatorja.Vemo, da ima ustrezna re�sitev, sorazmerna z 1=r2, obliko a � r(1=r), kjer je a konstantenvektor. Tovrstni �
len v h00 pa lahko vedno izlo�
imo s preprostim premikom izhodi�s�
a koor-dinatnega sistema v �
lenu prvega reda po 1=r. Prisotnost tak�snega �
lena zato pomeni le, dasmo si koordinatni sistem slabo izbrali, torej ta �
len ni zanimiv.Komponente h0� dobimo kot vektorsko re�sitev Lapla
eve ena�
be, in so zato oblikeh0� = ��� ��x� 1r ; (105.16)kjer je ��� konstanten tenzor. Pogoj (105.14) se glasi��� �2�x��x� 1r = 0; (105.17)od koder sledi, da je ��� oblike a�� + �Æ�� , kjer je a�� antisimetri�
ni tenzor. Re�sitev oblike� ��x� 1r lahko izlo�
imo s transforma
ijo (105.5) z �0 = �=r, �� = 0 [ta ustreza pogoju (105.15)℄.Zato je edina re�sitev, ki ima pravi pomen,h0� = a�� ��x� 1r : (105.18)Kon�
no lahko na podoben, a bolj kompli
iran na�
in poka�zemo, da lahko s primerno trans-forma
ijo prostorskih koordinat vedno izlo�
imo koli�
ine h�� , ki jih dobimo kot tenzorskore�sitev (simetri�
no v indeksih � in �) Lapla
eve ena�
be.Tenzor a�� je povezan s tenzorjem 
elotne vrtilne koli�
ine M�� , kon�
ni izraz za h0� pa jeh(2)0� = 2k
3M�� ��x� 1r = �2k
3M�� n�r2 : (105.19)To bomo dokazali, �
e izra�
unamo integral (96.17).Vrtilna koli�
ina M�� je povezana le z h0�, zato lahko pri ra�
unanju predpostavimo, da soostale komponente hik enake ni�
. Do �
lenov drugega reda po h0�, iz (96.2) in (96.3) sledi (tuupo�stevamo, da je g�0 = �h�0 = h�0, medtem ko se �g od ena razlikuje le za �
lene drugegareda): h�0� = 
416�k ��x
 (g�0g�
 � g
0g��) = � 
416�k ��x
 (h�0Æ�
 � h
0Æ��):Ko vstavimo (105.19), se drugi �
len pod znakom za odvajanje okraj�sa, prvi pa nam dah�0� = � 
8�M�
 �2�x��x
 1r = � 
8�M�
 3n�n
 � Æ�
r2 :S tem izrazom izra�
unamo integral (96.16) po povr�sini krogle s polmerom r ( df
 = n
r2 do):1
 Z (x�h�0
�x�h�0
) df
 = � 14� Z (n�n
M�
�n�n
M�
) do = �13(Æ�
M�
�Æ�
M�
) = 23M�� :S podobnim izra�
unom dobimo1
 Z 
�0�0 df
 = � 
316�k Z (h�0 df� � h�0 df�) = 13M�� :Polje, v. 1



105 GRAVITACIJSKA POLJA PRI VELIKIH RAZDALJAH OD TELES 331Obe koli�
ini se�stejemo in dobimo iskano vrednost M�� .Poudariti moramo, da je v splo�snem, ko polje v bli�zini telesa morda ni �sibko, M�� skupnavrtilna koli�
ina telesa in njegovega gravita
ijskega polja. Samo kadar je polje �sibko pri vsehrazdaljah, lahko njegov prispevek k vrtilni koli�
ini zanemarimo.Ena�
be (105.6), (105.7) in (105.19) so re�sitev na�se naloge do �
lenov reda 1=r2. Kovariantnekomponente metri�
nega tenzorja sogik = g(0)ik + h(1)ik + h(2)ik : (105.20)Iz (105.3) dobimo �se kontravariantne komponente (do istega reda natan�
nosti):gik = gik(0) � hik(1) � hik(2) + hi(1)l hlk(1): (105.21)Ena�
bo (105.19) lahko zapi�semo tudi v vektorski obliki kotg = 2k
3r2n�M; (105.22)kjer je M vektor skupne vrtilne koli�
ine telesa. V prvi nalogi v razdelku 88 smo pokazali,da v sta
ionarnem gravita
ijskem polju deluje na telo \Coriolisova sila", ki je tak�sna, kot bidelovala na telo v vrte�
em se opazovalnem sistemu s kotno hitrostjo
 = 
2pg00r� g:Zato lahko re�
emo, da v polju vrte�
ega se telesa deluje Coriolisova sila na oddaljen dele
 zmo�
jo, ki ustreza kotni hitrosti
 � 
2r� g = k
2r3 [M� 3n(M � n)℄: (105.23)Na kon
u bomo z izrazom (105.6) izra�
unali �se 
elotno energijo gravitirajo�
ega telesa zuporabo integrala (96.16). Ustrezne komponente tenzorja hikl izra�
unamo z (96.2) in (96.3),in do �
elov reda 1=r2 dobimoh�0� = 0;h00� = 
416�k ��x� (g00g��) = m
28� ��x� ��Æ��r + x�x�r3 � = m
24� n�r2:V (96.16) integriramo po krogli s polmerom r in kon�
no dobimoP� = 0; P 0 = m
; (105.24)kar je pri�
akovani rezultat. Rezultat izra�za ekvivalentnost \gravita
ijske" in \iner
ijske" mase(\gravita
ijska" masa je tista masa, ki dolo�
a gravita
ijsko polje, ki ga proizvaja telo, torejtista, ki se pojavlja v metri�
nem tenzorju v gravita
ijskem polju ali pa v Newtonovem zakonu;\iner
ijska" masa je masa, ki dolo�
a razmerje med energijo in gibalno koli�
ino telesa; posebenprimer je mirovna energija telesa, ki je enaka tej masi, pomno�zeni z 
2).V primeru konstantnega gravita
ijskega polja je mo�zno izpeljati preprost izraz za 
elotnoenergijo telesa in polja v obliki integrala, izra�
unanega po prostoru, kjer se nahaja snov.Za�
nemo z naslednjim izrazom, ki velja, kadar so vse koli�
ine neodvisne od x0:R00 = 1p�g ��x� (p�ggi0��0i): (105.25)Polje, v. 1



332 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 106Koli�
ino R00p�g integriramo po (tridimenzionalnem) prostoru in uporabimo Gaussovo prav-ilo. Dobimo Z R00p�g dV = I p�ggi0��0i df�:Z uporabo dovolj oddaljene ploskve pri integriranjem in izrazom (105.6) za gik dobimo popreprostih izra�
unih Z R00p�g dV = 4�k
2 m = 4�k
3 P 0:Opazimo tudi, da je ena izmed ena�
b poljaR00 = 8�k
3 (T 00 � 12T ) = 4�k
4 (T 00 � T 11 � T 22 � T 33 ); (105.26)in dobimo iskano ena�
boP 0 = m
 = 1
 Z (T 00 � T 11 � T 22 � T 33 )p�g dV: (105.27)Tako lahko izrazimo 
elotno energijo snovi in konstantnega gravita
ijskega polja (torej 
elotnomaso telesa) z napetostnim tenzorjem snovi same (R. Tolman, 1930). Spomnimo se lahko, dasmo v primeru sredi�s�
no simetri�
nega polja �ze zapisali podoben izraz za to koli�
ino { izraz(100.24).x106 Ena�
be gibanje sistema teles v drugem pribli�zkuKot bomo videli kasneje (110), sistem teles, ki se gibljejo, seva gravita
ijske valove in zatoizgublja energijo. Te izgube se v ena�
bah pojavijo �sele pri petem pribli�zku po 1=
. V prvih�stirih redih pribli�zka je energija sistema konstantna. To pomeni, da lahko sistem graviti-rajo�
ih teles opi�semo z Lagrangevo funk
ijo, ki bo pravilna do �
lenov reda 1=
4 v odsotnostielektromagnetnega polja, za katerega v splo�snem obstaja le Lagrangeva funk
ija do drugegareda (65). Tu bomo izpeljali Lagrangevo funk
ijo za sistem teles do �
lenov drugega reda.Dobili bomo torej gibalne ena�
be sistema v naslednjem pribli�zku po Newtonovem.Zanemarili bomo dimenzije in notranjo sestavo teles; smatrali jih bomo kot \to�
kasta".Z drugimi besedami, omejili se bomo na ni�
elni pribli�zek pri razvoju po poten
ah razmerjamed velikostjo a teles in njihovimi medsebojnimi razdaljami l.Re�sevanje zadane naloge bomo za�
eli z dolo�
anjem (v istem pribli�zku) �sibkega gravita
i-jskega polja, ki ga ustvarjajo telesa, na razdaljah, ki so velike v primerjavi z njihovimi dimen-zijami, vendar hkrati majhne v primerjavi z valovno dol�zino gravita
ijskih valov, ki jih sevajotelesa (a� r � � � l
=v).Do �
lenov reda 1=
2 je polje dale�
 od teles podano z izrazom, ki smo ga izpeljali v prej�snjemrazdelku, in ki je bil tam ozna�
en z h(1)ik ; tukaj bomo te izraze uporabili v obliki (105.6). V 105smo na tihem privzeli, da polje proizvaja eno samo telo, ki se nahaja v koordinatnem izhodi�s�
u.Ker je polje h(1)ik re�sitev lineariziranih Einsteinovih ena�
b, velja zanj na�
elo superpozi
ije. Zatodobimo polje dale�
 od sistema telesa tako, da preprosto se�stejemo polja vsakega izmed teles;polje zapi�semo v obliki h�� = � 2
2�Æ��; (106.1)h�0 = 0; h00 = 2
2�; (106.2)Polje, v. 1



106 ENA�CBE GIBANJE SISTEMA TELES V DRUGEM PRIBLI�ZKU 333kjer je �(r) = �kX majr� rajNewtonov gravita
ijski poten
ial sistema to�
kastih del
ev (ra je krajevni vektor telesa z masoma). Izraz za razmik z metri�
nim tenzorjem (106.1)-(106.2) jeds2 = �1 + 2
2�� 
2 dt2 ��1� 2
2�� ( dx2 + dy2 + dz2): (106.3)Opazimo, da se �
leni prvega reda, ki vsebujejo �, pojavljajo ne le v g00, temve�
 tudi v g�� ;�ze v 87 smo povedali, da v gibalni ena�
bi za dele
 popravki v g�� vodijo h koli�
inam, ki sovi�sjega reda kot �
leni, ki izvirajo iz g00; zaradi tega lahko s pomo�
jo primerjave z Newtonovimigibalnimi ena�
bami dolo�
imo le g00.Kot bomo ugotovili v nadaljevanju, lahko iskane gibalne ena�
be dobimo, �
e poznamoprostorske komponente h�� do natan�
nosti (� 1=
2), s katero so te podane v (106.1); me�sanekomponente (ki jih ni v 1=
2 pribli�zku) so potrebne do �
lenov reda 1=
3, �
asovna komponentah00 pa do �
lenov reda 1=
4. Te �
lene bomo dolo�
ili tako, da se bomo ponovno vrnili k splo�snimena�
bam za gravita
ijsko polje in si ogledali �
lene ustreznega reda v teh ena�
bah.Ker smo zanemarili dejstvo, da so telesa makroskopska, moramo napetostni tenzor snovizapisati v obliki (33.4), (33.5). V krivo�
rtnih koordinatah ta izraz zapi�semo kotT ik =Xa ma
p�g dxids dxkdt Æ(r � ra) (106.4)[faktor 1=p�g se pojavi iz podobnega razloga, kot v ena�
bi (90.4)℄; se�stevamo po vseh telesih,ki tvorijo sistem.Komponenta T00 =Xa ma
3p�g g200 dtdsÆ(r� ra)je v prvem pribli�zku (za Galilejev gik) enaka Pama
2Æ(r � ra); v naslednjem pribli�zku vs-tavimo gik iz (106.3) in po preprostem izra�
unu dobimo:T00 =Xa ma
2�1 + 5�a
2 + va22
2� Æ(r � ra); (106.5)kjer je v obi�
ajna tridimenzionalna hitrost (v� = dx�=dt), �a pa je poten
ial polja v to�
kira. (Zaenkrat naj nas ne moti dejstvo, da �a vsebuje neskon�
no velik del { poten
ial lastnegapolja del
a ma; o tem bomo ve�
 spregovorili v nadaljevanju.)Pri komponentah napetostnega tenzorja T�� in T0� v tem pribli�zku zadostuje, �
e obdr�zimole prve �
lene v razvoju izraza (106.4):T�� =Xa mava�va�Æ(r � ra);T0� = �Xa ma
va�Æ(r� ra): (106.6)V naslednjem koraku moramo izra�
unati komponente tenzorja Rik. To storimo z uporaboena�
be Rik = glmRlimk, kjer je Rlimk podan z izrazom (92.1). Pri tem moramo imeti vPolje, v. 1



334 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 106mislih, da koli�
ine h�� in h00 ne vsebujejo �
lenov reda ni�zjega od 1=
2, h0� pa nima �
lenovreda ni�zjega od 1=
3; odvajanje po x0 = 
t pove�
a red koli�
in za eno enoto.Najpomembnej�si �
leni v R00 so reda 1=
2; poleg teh �
lenov moramo obdr�zati �se tiste izrazvoja, ki so naslednjega vi�sjega reda 1=
4. Preprost izra�
un nas pripelje doR00 = 1
 ��t ��h�0�x� � 12
 �h���t �+12�h00+12h�� �2h00�x��x��14 ��h00�x� �2�14 �h00�x� �2�h���x� � �h���x�� :Pri teh izra�
unih �se nismo uporabili nobenega dodatnega pogoja za koli�
ine hik. To svobodoizkoristimo in zahtevamo �h�0�x� � 12
 �h���t = 0; (106.7)zaradi �
esar bodo iz izraza za R00 odpadle vse komponente h0�. V preostalih �
lenih vstavimoh�� = � 2
2�Æ��; h00 = 2
2�+O� 1
4� ;in do �zelene natan�
nosti dobimoR00 = 12�h00 + 2
4���� 2
4 (r�)2; (106.8)kjer smo se preselili v tridimenzionalen zapis. Pri ra�
unanju komponent R0� zadostuje, �
eohranimo le �
lene prvega reda, ki da od ni�
 razli�
en prispevek { 1=
3. Podobno kot zgorajdobimo R0� = 12
 �2h���t�x� + 12 �2h�0�x��x� � 12
 �2h���t�x� + 12�h0�oziroma, upo�stevajo�
 pogoj (106.7):R0� = 12�h0� + 12
3 �2��t�x� : (106.9)Z uporabo izrazov (106.5)-(106.9) sedaj zapi�simo Einsteinove ena�
beRik = 8�k
4 �Tik � 12gikT� : (106.10)�Casovna komponenta ena�
be (106.10) nam da�h00 + 4
4���� 4
4 (r�)2 = 8�k
4 Xa ma
2�1 + 5�a
2 + 3v2a2
2� Æ(r� ra);z uporabo identitete 4(r�)2 = 2�(�2)� 4���in ena�
be za Newtonov poten
ial�� = 4�kXa maÆ(r� ra); (106.11)to ena�
bo zapi�semo v obliki��h00 � 2
4�2� = 8�k
2 Xa ma�1 + �0a
2 + 3v2a2
2� Æ(r � ra): (106.12)Polje, v. 1



106 ENA�CBE GIBANJE SISTEMA TELES V DRUGEM PRIBLI�ZKU 335Po opravljenih izra�
unih smo na desni strani (106.12) nadomestili �a z�0a = �kXb 0 mbjra � rbj ;torej s poten
ialom (v to�
ki ra) polja, ki ga povzro�
ajo vsa telesa razen telesa ma. Neskon�
nilastni poten
ial (angl. self-potential) teles v na�si metodi, kjer telesa smatramo kot to�
kasta,smo odpravili; s tem smo \renormalizirali" mase teles, zaradi �
esar so te enake svojim pravimvrednostim, v katerih je upo�stevan tudi prispevek polja, ki ga ustvarjajo telesa sama.Ena�
bo (106.12) lahko hitro re�simo z uporabo znane ena�
be (36.9)�1r = �4�Æ(r):Dobimo h00 = 2�
2 + 2�2
4 � 2k
4 Xa ma�0ajr� raj � 3k
4 Xa mav2ajr� raj : (106.13)Me�sane komponente ena�
be (106.10) dajo�h0� = �16�k
3 Xa mava�Æ(r � ra)� 1
3 �2��t�x� : (106.14)Re�sitev te linearne ena�
be je h0a = 4k
3 Xa mava�jr� raj � 1
3 �2f�t�x� ;kjer je f re�sitev pomo�zne ena�
be �f = � = �X kmajr� raj :Z uporabo zveze �r = 2=r dobimof = �k2Xa majr� raj;in po preprostem izra�
uni sledi kon�
ni rezultat:h0� = k2
3 Xa majr� raj [7va� + (va � na)na�℄; (106.15)kjer je na enotski vektor v smeri vektorja r� ra.Izrazi (106.1),(106.13) in (106.15) zadostujejo, da izra�
unamo Lagrangevo funk
ijo do�
lenov drugega reda.Lagrangeva funk
ija za eno samo telo v gravita
ijskem polju, ki ga proizvajajo druga telesain ki ga smatramo kot vnaprej podanega, jeLa = �ma
 dsdt = �ma
2 1 + h00 + 2h0� v�a
 � v2a
2 + h�� v�a v�a
2 !1=2 : Polje, v. 1



336 POLJE GRAVITIRAJO�CIH TELES 106Kvadratni koren razvijemo in zavr�zemo nepomembno konstanto �ma
2. Dobljen izraz dozahtevane natan�
nosti zapi�semo v novi obliki:La = mav2a2 + mav4a8
2 �ma
2�h002 + h0� v�a
 + 12
2h��v�a v�a � h2008 + h004
2 v2a� : (106.16)ena�
bi moramo upo�stevati vrednosti hik v to�
ki ra; ponovno moramo zavre�
i �
lene, kipostanejo neskon�
ni, kar je enakovredno \renormaliza
iji" mase ma, ki se pojavlja kot ko-e�
ient v La.Nadaljnji potek izra�
unov je kot sledi. Celotna Lagrangeva funk
ija sistema seveda nienaka vsoti Lagrangevih funk
ij La za posamezna telesa, temve�
 mora biti sestavljena tako,da vodi k pravim vrednostim sil fa, ki delujejo na vsako izmed teles pri danem gibanjupreostalih teles. Sile fa izra�
unamo z odvajanjem Lagrangeve funk
ije La:fa = ��La�r �r=ra(tu moramo odvajati po teko�
i koordinati r \to�
ke polja" v izrazih za hik). Sedaj ni te�zkosestaviti tak�sno Lagrangevo funk
ijo L, iz katere bomo dobili sile fa iz par
ialnih odvodov�L=�ra.Preproste vmesne izra�
une bomo izpustili, raje bomo kar takoj navedli kon�
ni rezultat zaLagrangevo funk
ijo:L =Xa mav2a2  1 + 3Xb 0 kmb
2rab!+Xa mav4a8
2 +Xa Xb 0kmamb2rab ��Xa Xb 0kmamb4
2rab [7va � vb + (va � nab)(vb � nab)℄�Xa Xb 0X
 0 k2mambm
2
2rabra
 ; (106.17)kjer je rab = jra� rbj, nab pa je enotski vektor v smeri ra� rb, s �
rti
o ob znaku za se�stevanjepa zahtevamo, da so izpu�s�
eni �
leni z b = a ali 
 = a.

Polje, v. 1



Poglavje 13Gravita
ijski valovix107 �Sibki gravita
ijski valoviPodobno kot v elektrodinamiki tudi v relativisti�
ni teoriji gravita
ije kon�
na hitrost �sirjenjainterak
ije omogo�
a obstoj prostih gravita
ijskih polj, ki niso vezana na telesa { to so grav-ita
ijski valovi.Oglejmo si �sibko gravita
ijsko polje v vakuumu. Kot v 105 vpeljemo tenzor hik, ki opisuje�sibko motnjo Galilejeve metrike: gik = g(0)ik + hik: (107.1)Do �
lenov prvega reda po hik je kontravariantni metri�
ni tenzor enakgik = gik(0) � hik; (107.2)determinanta tenzorja gik pa je g = g(0)(1 + h); (107.3)kjer je h � hii; vse opera
ije dvigovanja in spu�s�
anja indeksov tenzorja opravimo z nemotenometriko g(0).Kot smo pokazali v 105, pogoj, da je hik majhen, �se vedno dopu�s�
a poljubno transforma
ijoopazovalnega sistema oblike x0i = xi + �i, pri �
emer je �i majhen; po transforma
iji jeh0ik = hik � ��i�xk � ��k�xi : (107.4)Uporabimo to mo�znost poljubne umeritve tenzorja hik in zahtevajmo dodatni pogoj� ki�xk = 0;  ki = hki � 12Æki h; (107.5)zaradi katerega dobi Ri

ijev tenzor preprosto obliko (105.11):Rik = 122hik; (107.6)kjer smo z 2 ozna�
ili d'Alembertov operator2 = �glm(0)�2=�xl�xm = �� 1
2 �2�t2 :337



338 GRAVITACIJSKI VALOVI 107S pogojem (107.5) �se vedno nismo povsem dolo�
ili opazovalnega sistema; �
e nek hik zadostipogoju, potem mu bo zadostil tudi h0ik iz (107.4), �
e so le �i re�sitev ena�
b2�i = 0: (107.7)Ena�
bo (107.6) izena�
imo z ni�
 in tako dobimo ena�
be gravita
ijskega polja v vakuumuoblike 2hki = 0: (107.8)To je obi�
ajna valovna ena�
ba. Gravita
ijska polja se v vakuumu �sirijo s svetlobno hitrostjo,tako kot elektromagnetna polja.Oglejmo si raven gravita
ijski val. V tak�snem valu se polje spreminja v eni sami smeri vprostoru; naj bo ta smer so x1 = x. Ena�
ba (107.8) postane� �2�x2 � 1
2 �2�t2�hki = 0; (107.9)re�sitev pa je poljubna funk
ija z argumentom t� x=
 (47).Oglejmo si val, ki se �siri v pozitivni smeri vzdol�z osi x. V tem primeru so vse koli�
ine hkifunk
ije argumenta t�x=
. Dodatni pogoj (107.5) so sedaj glasi _ 1i � _ 0i = 0, kjer smo s pikoozna�
ili odvajanje po t. Ena�
bo lahko integriramo preprosto tako, da kar odvr�zemo znak zaodvajanje { integra
ijsko konstanto lahko postavimo na ni�
, saj nas zanima le spremenljiviprispevek k polju (podobno kot v primeru elektromagnetnega valovanja). Med preostalimikomponentami  ki veljajo zveze 11 =  01 ;  12 =  02 ;  13 =  03;  10 =  00: (107.10)Kot smo �ze omenili, pogoj (107.5) opazovalnega sistema �se ne dolo�
i enoli�
no. �Se vedno jedovoljena transforma
ija koordinat oblike x0i = xi+ �i(t�x=
). S tak�snimi transforma
ijamilahko izni�
imo �stiri koli�
ine:  01,  02 ,  03 in  22 +  33 ; iz ena�
b (107.10) tedaj sledi, da soenake ni�
 tudi komponente  11 ,  12 ,  13 in  00 . Preostale koli�
ine  32 in  22 �  33 ne moremopostaviti na ni�
 z nobeno izbiro opazovalnega sistema, ker se te komponente ne spremenijoob transforma
iji �i = �i(t � x=
) (kar je razvidno iz (107.4)). Opazimo, da je  =  ii enakni�
, zato je  ki = hki .Raven gravita
ijski val je torej dolo�
en z dvema koli�
inama, h23 in h22 � h33. Druga�
epovedano, gravita
ijski valovi so pre�
ni valovi, katerih polariza
ija je dolo�
ena s simetri�
nimtenzorjem drugega ranga v ravnini yz, katerega vsota diagonalnih elementov, h22 + h33, jeenaka ni�
.Obstajata dve neodvisni polariza
iji, pri katerih je ena izmed koli�
in h23 ali 12(h22 � h33)razli�
na od ni�
. Ti polariza
iji se lo�
ita ena od druge za vrte�z za �=4 v ravnini yz.Izra�
unajmo napetostni psevdotenzor ravnega gravita
ijskega vala. Komponente tik sokoli�
ine drugega reda; izra�
unali jih bomo tako, da bomo zanemarili �
lene �se vi�sjih redov.Ker se zaradi h = 0 determinanta g razlikuje od g(0) = �1 le v �
lenih drugega reda, lahko vsplo�sni ena�
bi (96.9) pi�semo Gik;l � gik;l = �hik;l . V primeru ravnega vala so vsi ostali od ni�
razli�
ni �
leni v tik vsebovani v �
lenu12gilgkmgnpgqrgnr;l gpq;m = 12hn;iq hq;knPolje, v. 1



108 GRAVITACIJSKI VALOVI V UKRIVLJENEM �CETVERNEM PROSTORU 339v zavitih oklepajih ena�
be (96.9) (kar lahko hitro poka�zemo, �
e postavimo eno izmed osiGalilejevega opazovalnega sistema v smeri �sirjenja valovanja). Zato jetik = 
432�khn;iq hq;kn : (107.11)Pretok energije v valu je podan z �
gt0� � 
t0�. Pri ravnem valovanju, ki potuje v smeriosi x1 in pri katerem sta od ni�
 razli�
ni koli�
ini h23 in h22 = �h33 odvisni le od razlike t�
=x,tudi pretok energije poteka v smeri osi x1 in je enak
t01 = 
316�k �h223 + 14(h22 � h33)2� : (107.12)Kot za�
etni pogoj za poljubno polje gravita
ijskega vala moramo izbrati �stiri poljubnefunk
ije koordinat: ker je polje pre�
no, obstajata le dve neodvisni komponenti h�� , polegtega pa moramo izbrati tudi njuna za�
etna �
asovna odvoda. �Ceprav smo do �stevila �stiripri�sli ob predpostavki �sibkega gravita
ijskega polja, ta rezultat ni povezan s predpostavkosamo, zato mora veljati za katerokoli prosto gravita
ijsko polje, torej za poljubno polje, ki nipovezano z gravitirajo�
imi masami.x108 Gravita
ijski valovi v ukrivljenem �
etvernem prostoruPodobno kot smo �sirjenje gravita
ijskih valov obravnavali \na ozadju" ravnega �
etvernegaprostora, lahko preu�
imo tudi majhne motnje poljubne (negalilejeve) \nemotene" metrikeg(0)ik . Zaradi poznej�se uporabe bomo potrebne ena�
be zapisali v bolj splo�sni obliki.Naj bo gik ponovno oblike (107.1). Poiskati moramo popravek prvega reda Christo�elovihsimbolov, izra�zen s koli�
inami hik:�i(1)kl = 12(hik;l + hil;k � hkl;i); (108.1)kar lahko preverimo z neposrednim izra�
unom (tako tukaj, kot tudi v nadaljevanju, izvajamoopera
ije dvigovanja in spu�s�
anja indeksov ter kovariantno odvajanje z uporabo negalilejevemetrike g(0)ik ). Popravki k krivinskemu tenzorju soRi(1)klm = 12(hik;m;l + him;k;l � hkm;i;l � hik;l;m � hil;k;m + hkl;i;m: (108.2)Od tod dobimo popravke Ri

ijevega tenzorja:R(1)ik = Rl(1)ilk = 12(hli;k;l + hlk;i;l � hik;l;l � h;i;k): (108.3)Popravki me�sanih komponent Ri

ijevega tenzorja sledijo iz zvezeRk(0)i �Rk(1)i = (R(0)il +R(1)il)(gkl(0) � hkl);tako da je Rk(1)i = gkl(0)R(1)il � hklR(0)il: (108.4)Polje, v. 1



340 GRAVITACIJSKI VALOVI 108To�
na metrika v vakuumu mora zadovoljiti to�
ne Einsteinove ena�
be Rik = 0. Ker jenemotena metrika g(0)ik re�sitev ena�
b R(0)ik = 0, mora za motnjo veljati R(1)ik = 0, alihli;k;l + hlk;i;l � hik;l;l � h;i;k = 0: (108.5)V splo�snem primeru poljubnega gravita
ijskega valovanja poenostavitev te ena�
be v ob-liko, podobno ena�
bi (107.8), ni mogo�
a. To pa lahko storimo v pomembnem primeru valovz visoko frekven
o, ko sta valovna dol�zina � in perioda nihanja �=
 majhni v primerjavo skarakteristi�
no dol�zino L in �
asom L=
, ki dolo�
ata kako hitro se \polje v ozadju" sprem-inja. Vsak odvod komponente hik pove�
a red te koli�
ine za faktor L=� v primerjavi z odvodinemotene metrike g(0)ik . �Ce se omejimo na natan�
nost do drugega reda [torej na �
lene reda(L=�)2 in (L=�)℄, lahko zamenjamo vrstni red odvajanja; razlikahli;k;l � hli;l;k � hlmRm(0)ikl � hmi Rl(0)mklje namre�
 reda (L=�)0, medtem ko izraza hli;k;l in hli;l;k oba vsebujeta �
lene obeh vi�sjih redov.Zahtevamo dodatni pogoj za koli�
ine hik  ki;k = 0; (108.6)ki je analogen pogoju (107.5), in dobimo ena�
bohik;l;l = 0; (108.7)ki je posplo�sitev valovne ena�
be (107.8).Iz razlogov, navedenih v 107, pogoj (108.6) ne dolo�
i koordinat enoli�
no. �Se vedno jihlahko transformiramo kot x0i = xi+�i, kjer morajo majhne koli�
ine �i re�siti ena�
bo �i;k;k = 0.S temi transforma
ijami lahko za koli�
ine hik zahtevamo pogoj h � hii = 0. Tedaj je  ki = hki ,zato veljajo pogoji hki;k = 0; h = 0: (108.8)Mno�zi
o dopustnih transforma
ij smo tako skr�
ili na tiste, za katere velja �i;i = 0.Psevdotenzor tik poleg nemotenega dela tik(0) vsebuje tudi �
lene vi�sjih redov po hik.Izraz, podoben ena�
bi (107.11), dobimo, �
e si ogledamo koli�
ine tik, povpre�
ene po obmo�
jih�
etvernega prostora, katerih dimenzije so velike v primerjavi z �, vendar majhne v primerjaviz L. Tak�sno povpre�
evanje (ki ga bomo ozna�
ili z oglatimi oklepaji h: : :i) ne vpliva na g(0)ik ,izni�
i pa vse koli�
ine, ki so linearne po hitro nihajo�
ih koli�
inah hik. Izmed kvadratnih �
lenovohranimo le tiste, ki so vi�sjega (drugega) rada po 1=�; to so tisti �
leni, ki so kvadratni poodvodih hik;l � �hik=�xl.V okviru zadane natan�
nosti lahko v tik izpustimo vse �
lene, ki jih lahko zapi�semo kot�
etverne divergen
e. Integrali tak�snih koli�
in po obmo�
ju �
etvernega prostora (torej poobmo�
ju povpre�
evanja) lahko namre�
 pretvorimo s pomo�
jo Gaussovega izreka, zaradi �
esase njihov velikostni red po 1=� zmanj�sa za eno enoto. Odpadejo tudi tisti �
leni, ki so enakini�
 zaradi (108.7) in (108.8) po integra
iji po delih. Zato integriramo per partes in izpustimointegrale �
etvernih divergen
. Dobimohhln;phpl;ni = �hhlnhpl;p;ni = 0;hhil;nhk;nl i = �hhilhk;nl;n i = 0:Polje, v. 1



109 MO�CNI GRAVITACIJSKI VALOVI 341Ugotovimo, da je edini preostali �
len drugega reda enakhtik(2)i = 
432�k hhn;iq hq;kn i: (108.9)Vidimo, da v okviru iste natan�
nosti velja hti(2)i i = 0.Gravita
ijski val ima dolo�
eno energijo, zato je tudi sam vir nekega dodatnega gravita
i-jskega polja. Tako kot energija je tudi to polje u�
inek drugega reda po hik. V primeru visokofrekven�
nih gravita
ijskih valov pa je ta u�
inek ob�
uten: ker je psevdotenzor tik kvadraten vodvodih koli�
in hik, imamo opravka z velikimi faktorji ��2. V tak�snem primeru lahko re�
emo,da val sam proizvaja \polje v ozadju", po katerem se �siri. To polje lahko obravnavamo, �
eopravimo zgoraj opisano povpre�
evanje po obmo�
jih �
etvernega prostora, ki so veliko ve�
jaod �. Tak�sno povpre�
evanje zgladi kratkovalovne \gube" in ostane le po�
asi spreminjajo�
ase metrika v ozadju (R. A. Isaa
son, 1968).Ena�
bo te metrike dobimo, �
e najprej razvijemo Rik, pri �
emer ne ohranimo le lin-earnih, temve�
 tudi kvadratne �
lene po hik: Rik = R(0)ik + R(1)ik + R(2)ik . Kot smo �ze omenili,povpre�
evanje ne vpliva na �
lene prvega reda. Zato imajo povpre�
ene ena�
be polja hRiki = 0obliko R(0)ik = �hR(2)ik i; (108.10)kjer moramo v R(2)ik ohraniti le �
lene drugega reda po 1=�. Te preprosto dobimo iz (96.7).Kvadratni �
leni po hik, ki stojijo na desni strani te ena�
be in imajo obliko �
etverne divergen
e,po povpre�
enju postanejo enaki ni�
 (v okviru zadane natan�
nosti), ostane leh(Rik � 12gikR)(2)i = �8�k
4 htik(2)i;ali, ker je pri isti natan�
nosti htik(2)i = 0,hR(2)ik i = �8�k
4 ht(2)ik i:Ko�
no dobimo s pomo�
jo (108.9) ena�
bo (108.10) v oblikiR(0)ik = 14hhnq;ihqn;ki: (108.11)�Ce \ozadje" nastane izklju�
no zaradi valov samih, moramo ena�
bi (108.11) in (108.8)re�siti hkrati. Pribli�zek vrednosti na obeh straneh ena�
be (108.11) ka�ze, da je krivinski polmermetrike v ozadju, ki je reda L, povezan z valovno dol�zino � in z velikostnim redom ustreznegapolja h z zvezo L�2 � h2=�2, oziroma �=L � h.x109 Mo�
ni gravita
ijski valoviV tem razdelku si bomo ogledali re�sitev Einsteinovih ena�
b, ki je posplo�sitev �sibkih ravnihgravita
ijskih valov v ravnem �
etvernem prostoru (I. Robinson in H. Bondi, 1957).Poiskali bomo re�sitev, pri kateri bodo v ustreznem opazovalnem sistemu vse komponentemetri�
nega tenzorja funk
ije ene same spremenljivke, ki jo bomo imenovali x0 (kar �se nepomeni nujno, da bo to spremenljivka �
asovnega tipa). Ta pogoj �se vedno dopu�s�
a koordi-natne transforma
ije oblike x� ! x� + ��(x0); (109.1)Polje, v. 1



342 GRAVITACIJSKI VALOVI 109x0 ! �0(x0); (109.2)kjer so �0; �� poljubne funk
ije.Zna�
aj re�sitve je bistveno odvisen od tega, ali lahko vse komponente g0� izni�
imo zuporabo treh transforma
ij (109.1). To lahko storimo, �
e je determinanta jg�� j razli�
na odni�
. Ob transforma
iji (109.1) velja g0� ! g0� + g�� _�� (kjer pika ozna�
uje odvajanje po x0);�
e je jg�� j 6= 0, potem sistem ena�
b g0� + g�� _�� = 0 (109.3)dolo�
a funk
ije ��(x0), s katerimi lahko dose�zemo primerno transforma
ijo. Ta primer bomoobravnavali v 117, tu pa nas bo zanimala re�sitev, za katero veljajg�� j = 0:V tem primeru ni opazovalnega sistema, kjer bi bile vse komponente g0� = 0. Vseeno palahko s �stirimi transforma
ijami (109.1)-(109.2) dose�zemo, da veljag01 = 1; g00 = g02 = g03 = 0: (109.4)Spremenljivka x0 ima v tem primeru \svetlobni" zna�
aj: za dx� = 0 in dx0 6= 0, je razmikds = 0; na tak�sen na�
in izbrano spremenljivko x0 bomo ozna�
ili z x0 = �. Pod pogoji (109.4)lahko diferen
ial razmika zapi�semo v oblikids2 = 2dx1 d� + gab( dxa + ga dx1)( dxb + gb dx1): (109.5)V tem razdelku imajo indeksi a; b; 
; : : : vrednosti 2 in 3; gab(�) lahko smatramo za dvodimen-zionalni tenzor. Z izra�
unom koli�
in Rab dobimo naslednje ena�
be polja:Rab = �12gab _g
gbd _gd = 0:Od tod sledi ga
 _g
 = 0, ali _g
 = 0, torej g
 = konst. S transforma
ijo xa + gax1 ! xa lahkometriko preoblikujemo: ds2 = 2dx1 d� + gab(�) dxa dxb: (109.6)Determinanta �g tega metri�
nega tenzorja je enaka determinanti jgabj, edina od ni�
 ra-zli�
na Christo�elova simbola pa sta�ab0 = 12�ab ; �1ab = �12�ab;kjer smo vpeljali dvodimenzionalni tenzor �ab = _gab, �ba = gb
�a
. Vse komponente Ri

ijevegatenzorja razen R00 so identi�
no enake ni�
. Zato velja ena�
baR00 = �12 _�aa � 14�ba�ab = 0: (109.7)Tri funk
ije g22(�); g23(�); g33(�) morajo torej zadostiti eni sami ena�
bi, zato lahko dveizmed njih poljubno izberemo. Ena�
bo (109.7) je primerno zapisati druga�
e. Pri tem bomogab zapisali kot gab = ��2
ab; j
abj = 1: (109.8)Polje, v. 1



110 MO�CNI GRAVITACIJSKI VALOVI 343Potem je determinanta �g = jgabj = �4, ko to vstavimo v (109.7), pa po preprostih transfor-ma
ijah dobimo ��+ 18( _
a

b
)( _
bd
ad)� = 0 (109.9)(
ab je dvodimenzionalen tenzor, ki je re
ipro�
en tenzorju 
ab). �Ce si izberemo poljubnefunk
ije 
ab(�) (ki so med seboj povezane s pogojem j
abj = 1), ta ena�
ba dolo�
a funk
ijo�(�).Tako pridemo do re�sitve, ki vsebuje dve poljubni funk
iji. Hitro vidimo, da je to pos-plo�sitev primera �sibkega gravita
ijskega vala, ki se �siri v eni smeri, ki smo ga obravnavali v107. Tak�sen primer dobimo s transforma
ijo� = t+ xp2 ; x1 = t� xp2 (109.10)in z nastavkom 
ab = Æab+hab(�) (kjer so hab majhne koli�
ine, za katere velja pogoj h22+h33 =0), ter � = 1; konstantna vrednost koli�
ine � je re�sitev ena�
be (109.9), �
e zanemarimo majhne�
lene drugega reda.Naj se �sibek gravita
ijski val kon�
ne razse�znosti (\valovni paket") giblje mimo neke to�
kex. Pred prehodom je hab = 0; � = 1; po prehodu imamo ponovno hab = 0; �2�=�2t = 0, vendar�
e upo�stevamo �
lene drugega reda v (109.9), dobimo od ni�
 razli�
no negativno vrednost zaodvod ��=�t: ��=�t � �18 Z ��hab�t �2 dt < 0(integriramo po �
asovnem intervalu, v katerem valovni paket potuje mimo to�
ke x). Zato je poprehodu vala � = 1�konst�t, in po kon�
nem �
asovnem intervalu � spremeni predznak. �Ce ima� vrednosti ni�
, to pomeni, da ima determinanta metrike g vrednost ni�
 in opravka imamo ssingularnostjo metrike. Ta singularnost pa ni �zikalnega zna�
aja; povezana je z nezadovoljivoizbiro opazovalnega sistema, ki ga \pokvari" mimoido�
i gravita
ijski val. Singularnosti selahko znebimo z ustrezno transforma
ijo in po mimohodu gravita
ijskega vala postane �
etverniprostor ponovno raven.To lahko doka�zemo neposredno. �Ce spremenljivko � merimo od njene vrednosti, ki ustrezasingularnosti, � = �, tako da veljads2 = 2d� dx1 � �2[( dx2)2 + (dx3)2℄:Po transforma
iji �x2 = y; �x3 = z; x1 = � � y2 + z22� ;dobimo ds2 = 2d� d� � dy2 � dz2;po substitu
iji � = (t+ x)=p2, � = (t� x)=p2 pa kon�
no dobimo metriko Galilejeve oblike.Ta lastnost gravita
ijskih valov (nastanek navidezne singularnosti), seveda ni povezana s�sibkostjo gravita
ijskega vala; velja tudi za splo�sno re�sitev ena�
be (109.7); prav tako kot pripravkar obravnavanem primeru je v bli�zini singularnosti � � �, torej �g � �4. Polje, v. 1



344 GRAVITACIJSKI VALOVI 110x110 Sevanje gravita
ijskih valovOglejmo si �sibko gravita
ijsko polje, ki ga povzro�
ajo poljubna telesa, ki se gibljejo s hitrostmi,ki so majhne v primerjavi s svetlobno.Zaradi prisotnosti snovi se bodo ena�
be gravita
ijskega polja razlikovale od preprostevalovne ena�
be oblike 2hki = 0 (107.8) v tem, da bodo imele na desni strani �
lene, ki izvirajoiz napetostnega tenzorja snovi. Ena�
be zapi�semo v obliki122 ki = 8�k
4 �ki ; (110.1)kamor smo namesto hki vstavili bolj primerne koli�
ine ki = hki � 12Æki h;in kjer z �ki ozna�
ujemo pomo�zne koli�
ine, ki jih dobimo ob prehodu iz to�
nih ena�
b gravita
ijev primer �sibkega polja. Hitro lahko preverimo, da dobimo komponente �00 in �0� neposredno izustreznih komponent T ki , �
e obdr�zimo le �
lene, ki so tistega velikostnega reda, ki nas zanima;komponente ��� vsebujejo poleg �
lenov iz T�� tudi �
lene drugega reda iz Rki � 12Æki R.Koli�
ine  ki ustrezajo pogoju (107.5) � ki =�xk = 0. Iz (110.1) sledi, da ekvivalentnaena�
ba velja tudi za �ki : ��ki�xk = 0: (110.2)Ta ena�
ba tu nadome�s�
a splo�sni zakon T ki;k = 0.Z dobljenimi ena�
bami bomo izra�
unali energijo, ki jo izsevajo gibajo�
a se telesa v oblikigravita
ijskih valov. Na poti do re�sitve moremo dolo�
iti gravita
ijsko polje v \valovnemobmo�
ju", torej pri razdaljah, ki so velike v primerjavi z valovno dol�zino izsevanih valov.Vsi izra�
uni so na�
eloma povsem analogni tistim, ki smo jih izpeljali za elektromagnetnopolje. Ena�
ba (110.1) za �sibko gravita
ijsko polje je enake oblike kot ena�
ba za zakasnjenepoten
iale (62). Zato lahko takoj zapi�semo njeno splo�sno re�sitev oblike ki = �4k
4 Z ��ki �t�R
 dVR : (110.3)Ker so hitrosti vseh teles v sistemu majhne, lahko polje pri veliki oddaljenosti od sistemazapi�semo kot (glej 66 in 67)  ki = � 4k
4R0 Z ��ki �t�R0
 dV; (110.4)kjer je R0 razdalja od izhodi�s�
a, ki ga lahko postavimo kjerkoli v notranjosti sistema. Vnadaljevanju bomo zaradi kraj�sega pisanja izpu�s�
ali indeks t� (R0=
) v integrandu.Integral bomo izra�
unali s pomo�
jo ena�
be (110.2). �Ce izpustimo indeks pri �ki in lo�
imoprostorske in �
asovno komponento, lahko (110.2) zapi�semo v obliki���
�x
 � ���0�x0 = 0; ��0
�x
 � ��00�x0 = 0: (110.5)Prvo ena�
bo pomno�zimo z x� in jo integriramo po 
elotnem prostoru,��x0 Z ��0x� dV = Z ���
�x
 x� dV = Z �(��
x�)�x
 dV � Z ��� dV:Polje, v. 1



110 SEVANJE GRAVITACIJSKIH VALOV 345Ker je v neskon�
nosti �ik = 0, bo prvi integral na desni po pretvorbi z Gaussovim izrekompostal enak ni�
. �Ce vzamemo polovi
o vsote preostale ena�
be in iste ena�
be z zamenjanimaindeksoma, dobimo Z ��� dV = �12 ��x0 Z (��0x� + ��0x�) dV:Nato pomno�zimo drugo ena�
bo (110.5) z x�x� in jo integriramo po 
elotnem prostoru. Spodobno pretvorbo dobimo��x0 Z �00x�x� dV = �Z (��0x� + ��0x�) dV:S primerjavo obeh rezultatov dobimoZ ��� dV = 12 �2�x20 Z �00 dx� dx� dV: (110.6)Integrale vse komponent ��� lahko torej izrazimo z integrali, ki vsebujejo le komponento�00. Ta komponenta pa je, kot smo �ze ugotovili, kar enaka ustrezni komponenti T00 napetost-nega tenzorja in jo lahko z zadostno natan�
nostjo [glej (99.1)℄ zapi�semo kot�00 = �
2: (110.7)To vstavimo v (110.6) in, upo�stevajo�
 t = x0=
, dobimo izraz za (110.4): �� = � 2k
4R0 �2�t2 Z �x�x� dV: (110.8)Pri velikih razdaljah od teles lahko valove smatramo za ravne (na zadosti majhnihobmo�
jih prostora). Zato lahko pretok izsevane energije iz sistema, na primer v smeriosi x1, izra�
unamo z ena�
bo (107.12). V tej ena�
bi nastopata komponenti h23 =  23 inh22 � h33 =  22 �  33. Z (110.8) jih lahko zapi�semo koth23 = � 2k3
4R0 �D23; h22 � h33 = � 2k3
4R0 ( �D22 � �D33) (110.9)(pike tu ozna�
ujejo odvode po �
asu), kjer smo vpeljali masni kvadrupolni tenzor (99.8):D�� = Z �(3x�x� � Æ��r2) dV: (110.10)Tako kon�
no dobimo pretok energije vzdol�z osi x1 oblike
t10 = k36�
5R20 "� ...D22 � ...D332 �2 + ...D223# : (110.11)Pretok energije v diferen
ialen prostorski kot v dani smeri dobimo, �
e ta izraz pomno�zimo zR20 do.Dva �
lena v tem izrazu ustrezata sevanju valov z dvema razli�
nima polariza
ijama. Za-pisali bi ju radi v invariantni obliki, ki je neodvisna od izbire smeri sevanja, zato vpeljemotridimenzionalen enotski polariza
ijski tenzor e�� ravnega gravita
ijskega vala, ki dolo�
a odPolje, v. 1



346 GRAVITACIJSKI VALOVI 110ni�
 razli�
ne komponente h�� (v umeritvi, v kateri je h0� = h00 = h = 0). Polariza
ijski tenzorje simetri�
en in zanj veljajo pogojie�� = 0; e��n� = 0; e��e�� = 1; (110.12)kjer je n enotski vektor v smeri �sirjenja vala.S tem tenzorjem lahko zapi�semo jakost sevanja z dano polariza
ijo v prostorski kot do vobliki dI = k72�
5 (...D��e��)2 do: (110.13)Ta izraz je impli
itno odvisen od smeri n zaradi pogoja o pre�
nosti: e��n� = 0. Celotnokotno porazdelitev vseh polariza
ij dobimo, �
e se�stejemo (110.13) po polariza
ijah, ali (kar jetemu enakovredno) �
e izra�
unamo povpre�
je po polariza
iji in pomno�zimo z 2 (to je �steviloneodvisnih polariza
ij). Povpre�
je izra�
unamo po ena�
bie��e
Æ = 14�n�n�n
nÆ + (n�n�Æ
Æ + n
nÆÆ��)�� (n�n
Æ�Æ + n�n
Æ�Æ + n�nÆÆ�
 + n�nÆÆ�
)�� Æ��Æ
Æ + (Æ�
Æ�Æ + Æ�
Æ�Æ)� (110.14)(izraz na desni je tenzor, sestavljen iz enotskega tenzorja in iz komponent vektorja n; imazahtevano simetrijo po indeksih, po skr�
itvi po parih indeksov �; 
 in �; Æ postane enak ena,po skalarnem mno�zenju z n pa je enak ni�
).Rezultat je dI = k36�
5 �14(...D��n�n�)2 + 12 ...D2�� � ...D�� ...D�
n�n
� do: (110.15)Celotno sevanje v vseh smereh, torej energijske izgube sistema na enoto �
asa (�dE=dt),dobimo, �
e izra�
unamo povpre�
je koli�
ine dI=do in rezultat pomno�zimo z 4�. Povpre�
jelahko preprosto izra�
unamo z uporabo ena�
b, zapisanih v opombi na strani �. Dobimo� dEdt = k45
5 ...D2�� : (110.16)Opazimo, da je sevanje gravita
ijskih valov pojav petega reda po 1=
. Zaradi tega inzaradi majhne vrednosti gravita
ijske konstante k, je ta pojav obi�
ajno izjemno �sibek.

Polje, v. 1



Poglavje 14Relativisti�
na kozmologijax111 Izotropen prostorSplo�sna teorija relativnosti omogo�
a nove pristope k re�sevanju nalog, povezanih z lastnos-tmi vesolja v kozmolo�skem obsegu. Nove presenetljive mo�znost so povezane z negalilejevimzna�
ajem prostora-�
asa (kar je prvi opazil Einstein leta 1917).Preden se lotimo sistemati�
ne gradnje relativisti�
nih kozmolo�skih modelov, potrebujemo�se pojasnilo o osnovnih ena�
bah polja, iz katerih bomo nato izhajali.Zahteve, opisane v 94 o pogojih, ki dolo�
ajo ak
ijo gravita
ijskega polja, bodo �se vednozado�s�
ene, �
e dodamo konstanten �
len k skalarju G, torej zapi�semoSg = � 
316�k Z (G+ 2�)p�g d
;kjer je � nova konstanta (z dimenzijo 
m�2). Zaradi te spremembe dobimo v Einsteinovihena�
bah dodaten �
len �gik: Rik � 12Rgik = 8�k
4 Tik +�gik:�Ce \kozmolo�ski konstanti" � pripi�semo majhno vrednost, prisotnost tega �
lena ne bo ob�
utnovplivala na gravita
ijske valove na zadosti majhnih obmo�
jih �
etvernega prostora, bo pavodila k novim vrstam \kozmolo�skih re�sitev", s katerim bi lahko opisali vesolje kot 
eloto. �Vendarle danes �se vedno ni tehtnih in prepri�
ljivih razlogov, ne empiri�
nih niti teoreti�
nih, kibi terjale tak�sno spremembo oblike osnovnih ena�
b teorije. Poudariti moramo, da govorimo ospremembah, ki imajo globok �zikalen pomen: �
e v Lagrangevo gostoto dodamo konstantni�
len, ki je na splo�sno neodvisen od stanja polja, to pomeni, da smo �
etvernemu prostorupripisali ukrivljenost, ki je niti na�
eloma ne moremo izni�
iti, in ki ni povezana niti s snovjo,niti z gravita
ijskimi valovi. Zato je obravnava v tem razdelku osnovana na Einsteinovihena�
bah klasi�
ne oblike brez \kozmolo�ske konstante".Vemo, da so zvezde v prostoru porazdeljene zelo neenakomerno; zgo�s�
ene so v lo�
enesisteme zvezd (galaksije). Ko pa prou�
ujemo vesolje v \velikem obsegu", moramo zane-mariti \krajevne" nehomogenosti zaradi zgostitve snovi v obliki zvezd in sistemov zvezd.�Tako lahko imamo v tem primeru sta
ionarne re�sitve, ki jih ni v primeru � = 0. Natanko iz tega razloga jeEinstein vpeljal \kozmolo�sko konstanto", �se preden je Friedmann odkril re�sitve ena�
b polja, ki niso sta
ionarne{ glej nadaljevanje. 347



348 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 111Zato moramo gostoto mase smatrati kot povpre�
no gostoto po obmo�
jih prostora, katerihrazse�znost je ve�
ja v primerjavi z razdaljami med galaksijami.Re�sitve Einsteinovih ena�
b, ki si jih bomo ogledali kasneje (v 111-114), imenovane tudiizotropen kozmolo�ski model (A. A. Friedmann, 1922), temeljijo na podmeni homogenosti inizotropnosti porazdelitve snovi v vesolju. Obstoje�
i astronomski podatki s tak�snim privzetkomniso v nasprotju �, zato danes verjamemo, da je izotropen model v splo�snem zadovoljiv opisne le vesolja v preteklosti, temve�
 tudi ve�
jega dela razvoja vesolja v prihodnosti. Videlibomo, da je bistvena lastnost tega modela, da ni sta
ionaren. Nobenega dvoma ni, da je talastnost (\�sirjenje vesolja") pravilna razlaga pojava rde�
ega premika, ki je osrednje vpra�sanjekozmologije (114).Homogenost in izotropnost prostora pomenita, da lahko izberemo tak�sen svetovni �
as, dabo ob vsakem trenutku metrika prostora enaka v vseh to�
kah in v vseh smereh.Najprej si oglejmo metriko izotropnega prostora na splo�sno in za zdaj zanemarimokakr�snokoli �
asovno odvisnost. Kot prej ozna�
imo tridimenzionalni prostorski metri�
ni tenzorz 
��, kar pomeni, da diferen
ial prostorske lo�
ne dol�zine zapi�semo kotdl2 = 
�� dx� dx�: (111.1)Ukrivljenost prostora povsem dolo�
a prostorski tridimenzionalen krivinski tenzor, ki gabomo ozna�
ili z P��
Æ, da ga bomo la�ze lo�
ili od �stiridimenzionalnega tenzorja Riklm. V izotrop-nem prostoru mora biti tenzor P��
Æ o�
itno izrazljiv samo z metri�
nim tenzorjem. Iz simetri-jskih lastnosti tenzorja P��
Æ razberemo, da mora tenzor imeti oblikoP��
Æ = �(
�

�Æ � 
�Æ

�); (111.2)kjer je � neka konstanta. Ri

ijev tenzor P�� = P 
�
� je torej enakP�� = 2�
�� ; (111.3)skalarna ukrivljenost pa je P = 6�: (111.4)Ukrivljenost izotropnega prostora torej dolo�
a ena sama konstanta. Zato so mo�zni le trijerazli�
ni primeri prostorske metrike: (1) prostor s konstantno pozitivno ukrivljenostjo (� > 0),(2) prostor s konstantno negativno ukrivljenostjo (� < 0) in (3) prostor z ukrivljenostjo ni�
(� = 0). Slednji prostor je raven, torej evklidski prostor.Pri prou�
evanju metrike je koristno za�
eti z geometrijsko analogijo: geometrijo izotrop-nega tridimenzionalnega prostora lahko obravnavamo kot geometrijo izotropne hiperploskvev nami�sljenem �stiridimenzionalnem prostoru. Tak�sen prostor je hiperkrogla; tridimen-zionalen prostor, ki ustreza hiperkrogli, je tisti s konstantno pozitivno ukrivljenostjo. Ena�
bahiperkrogle s polmerom a v �stiridimenzionalnem prostoru x1; x2; x3; x4 se zapi�sex12 + x22 + x32 + x42 = a2;diferen
ial lo�
ne dol�zine na njej pa lahko zapi�semo kotdl2 = dx21 + dx22 + dx23 + dx24:�V mislih imamo podatke o porazdelitvi galaksij v prostoru in o izotropnosti kozmolo�skega mikrovalovnegaozadja (angl. 
osmi
 mi
rowave ba
kground, tudi ba
kground radio radiation).Polje, v. 1



111 IZOTROPEN PROSTOR 349Spremenljivke x1; x2; x3 naj bomo tri prostorske koordinate, nami�sljeno koordinato x4 paodpravimo s pomo�
jo prve ena�
be. Tako dobimo diferen
ial lo�
ne dol�zine v prostoru:dl2 = dx21 + dx22 + dx23 + (x1 dx1 + x2 dx2 + x3 dx3)2a2 � x21 � x22 � x23 : (111.5)S tem izrazom lahko preprosto izra�
unamo konstantno � iz (111.2). Ker vnaprej vemo, daima P�� obliko (111.3) povsod po prostoru, zadostuje, �
e ga izra�
unamo v bli�zini izhodi�s�
a,kjer velja 
�� = Æ�� + x�x�a2 :Ker so prvi odvodi koli�
in 
��, in torej tudi koli�
in ���
 , v izhodi�s�
u enaki ni�
, je ra�
un zuporabo splo�sne ena�
be (92.8) zelo preprost in dobimo rezultat� = 1a2 : (111.6)Koli�
ino a lahko imenujemo \krivinski polmer" prostora. Namesto koordinat x1; x2; x3lahko vpeljemo \sferi�
ne" koordinate r; �; �. Diferen
ial lo�
ne dol�zine zapi�semo kotdl2 = dr21� r2a2 + r2(sin2 � d�2 + d�2): (111.7)Izhodi�s�
e koordinatnega sistema si lahko izberemo v poljubni to�
ki v prostoru. Obseg krogav teh koordinatah je enak 2�r, povr�sina krogle pa 4�r2. \Polmer" kroga (ali krogle) jeZ r0 drp1� r2=a2 = a sinh�1(r=a);in je ve�
ji od r. Zato je razmerje med obsegom in polmerom v tem prostoru manj�se od 2�.Drugo primerno obliko dl2 v \�stiridimenzionalnih krogelnih koordinatah" dobimo, �
enamesto koordinate r vpeljemo \kot" � z r = a sin�. Tedaj je �dl2 = a2[ d�2 + sin2 �(sin2 � d�2 + d�2)℄: (111.8)Koordinata � dolo�
a razdaljo od izhodi�s�
a, ki je enaka a�. Povr�sina krogle v teh koordinatahje 4�a2 sin2 �. Ko se gibljemo stran od izhodi�s�
a, povr�sina sfere nara�s�
a, dose�ze svojo najve�
jovrednost 4�a2 pri razdalji �a=2. Nato ponovno upada in se skr�
i v to�
ko na \nasprotnempolu" prostora pri razdalji �a, ki je najve�
ja razdalja, ki lahko obstaja v tak�snem prostoru[vse to je razvidno iz (111.7), �
e upo�stevamo, da koordinata r ne more biti ve�
ja od a℄.Prostornina prostora s pozitivno ukrivljenostjo jeV = Z 2�0 Z �0 Z �0 a3 sin2 � sin � d�d� d�;�\Kartezi�
ne" koordinate x1; x2; x3; x4 so povezane s �stiridimenzionalnimi krogelnimi koordinatami a; �; �; �z zvezami: x1 = a sin� sin � 
os�; x2 = a sin� sin � sin�;x3 = a sin� 
os �; x4 = a 
os�: Polje, v. 1



350 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 112oziroma V = 2�2a3: (111.9)Prostor s pozitivno ukrivljenostjo je torej zaprt \sam vase". Njegova prostornina je kon�
na,�
eprav nima robov.Zanimiva ugotovitev je, da mora biti v zaprtem prostoru 
elotni naboj enak ni�
. Vsakazaprta ploskev v kon�
nem prostoru omejuje na vsaki strani kon�
no obmo�
je prostora. Zatoje pretok elektri�
nega polja skozi to ploskev po eni strani enak 
elotnemu naboju v notran-josti ploskve, po drugi strani pa 
elotnemu naboju zunaj te ploskve, vendar z nasprotnimpredznakom. Zato je vsota nabojev na obeh straneh ploskve enaka ni�
.Podobno sledi iz izraza (96.16) za �
etvere
 gibalne koli�
ine v obliki ploskovnega integrala,da je �
etvere
 
elotne gibalne koli�
ine prostora P i enak ni�
. Zato de�ni
ija �
etver
a 
elotnegibalne koli�
ine izgubi pomen, saj ustrezni ohranitveni zakon postane trivialna identiteta0 = 0.Sedaj si bomo ogledali geometrijo prostora s konstantno negativno ukrivljenostjo. Iz(111.6) sledi, da je konstanta � negativna, �
e je a imaginaren. Zato lahko vse ena�
be prostoraz negativno ukrivljenostjo dobimo iz prej�snjih ena�
b, �
e a nadomestimo z ia. Z drugimibesedami, geometrija prostora z negativno ukrivljenostjo je z vidika matematike geometrija�stiridimenzionalne psevdokrogle z imaginarnim polmerom.Konstanta � je sedaj � = � 1a2 ; (111.10)diferen
ial prostorske lo�
ne dol�zine v prostoru z negativno ukrivljenostjo pa ima v koordinatahr; �; � obliko dl2 = dr21 + r2a2 + r2(sin2 � d�2 + d�2); (111.11)kjer ima lahko koordinata r vrednosti med 0 in 1. Razmerje med obsegom in polmeromkroga je ve�
je od 2�. Izraz za dl2, ki ustreza (111.8), dobimo, �
e vpeljemo koordinato � zr = a sinh� (� gre od 0 do 1). Potem jedl2 = a2fd�2 + sinh2 �(sin2 � d�2 + d�2)g: (111.12)Povr�sina krogle je sedaj enaka 4�a2 sinh2 � in ko se oddaljujemo od izhodi�s�
a (� pri temnara�s�
a), gre preko vseh meja. Prostornina prostora z negativno ukrivljenostjo je o�
itnoneskon�
na.x112 Zaprt izotropen modelZa obravnavo prostorsko-�
asovne metrike izotropnega modela si moramo najprej izbrati opa-zovalni sistem. Najbolj primeren je \sogibljiv" (angl. 
o-moving) opazovalni sistem, ki sev vsaki to�
ki prostora giblje skupaj s snovjo v tej to�
ki. Z drugimi besedami, opazovalnisistem je kar snovi, ki zapolnjuje prostor; hitrost snovi v tem sistemu je po de�ni
iji povsodenaka ni�
. O�
itno je tak�sen opazovalni sistem smiseln za izotropen model { pri vseh drugihsistemih bi smer hitrosti snovi vodila k navidezni neenakovrednosti razli�
nih smeri v prostoru.�Casovna koordinata mora biti izbrana tako, kot smo opisali v prej�snjem razdelku: ob vsakemtrenutku mora biti metrika enaka povsod v prostoru.Polje, v. 1



112 ZAPRT IZOTROPEN MODEL 351Zaradi popolne enakovrednosti vseh smeri, morajo biti komponente metri�
nega tenzorjag0� enake ni�
 v izbranem opazovalnem sistemu. Tri komponente g0� bi lahko smatrali kotkomponente tridimenzionalnega vektorja, kar bi vodilo k neenakovrednosti razli�
nih smeri,�
e te komponente ne bi bile enake ni�
. Zato mora ds2 imeti obliko ds2 = g00( dx0)2 � dl2.Komponenta g00 je funk
ija, ki je odvisna samo od spremenljivke x0. Zato si lahko vednoizberemo tak�sno �
asovno koordinato, da bo g00 = 1. Ozna�
imo jo z 
t in dobimods2 = 
2 dt2 � dl2: (112.1)�Cas t je sinhroni lastni �
as v vsaki to�
ki prostora.Najprej obravnavajmo prostor s pozitivno ukrivljenostjo; od tu dalje bomo zaradi kraj�segapisanja ustrezni re�sitvi Einsteinovih ena�
b gravita
ije reki \zaprti model" (angl. 
losedmodel). Za dl uporabimo izraz (111.8), v katerem je \krivinski polmer" a v splo�snem funk
ija�
asa. Zato zapi�semo ds2 v oblikids2 = 
2 dt2 � a2(t)fd�2 + sin2 �( d�2 + sin2 � � d�2)g: (112.2)Funk
ijo a(t) dolo�
ajo ena�
be gravita
ijskega polja. Pri re�sevanju teh ena�
b je prikladnonamesto �
asa vpeljati koli�
ino �, de�nirano z zvezo
dt = ad�: (112.3)S tem lahko ds2 zapi�semo kotds2 = a2(�)� d�2 � d�2 � sin2 �( d�2 + sin2 � � d�2)	 : (112.4)Na poti do ena�
b polja moramo najprej izra�
unati komponente tenzorja Rik (koordinatex0; x1; x2; x3 so �; �; �; �). Komponente metri�
nega tenzorja sog00 = a2; g11 = �a2; g22 = �a2 sin2 �; g33 = �a2 sin2 � sin2 �:Z njimi izra�
unamo koli�
ine �ikl:�000 = a0a ; �0�� = � a0a3 g�� ; ��0� = a0a Æ�� ; �0�0 = ��00 = 0;kjer s �
rti
o ozna�
ujemo odvod po �. (Komponent ���
 ni potrebno ekspli
itno izra�
unati.) Stemi vrednostmi dobimo iz splo�sne ena�
be (92.8)R00 = 3a4 (a02 � aa00):S pomo�
jo podobnega simetrijskega razmi�sljanja, ko smo ga uporabili prej za komponenteg0�, lahko tudi tukaj doka�zemo, da je R0� = 0. Pri ra�
unanju komponente R�� upo�stevamo,da �
e v njih lo�
imo �
lene, ki vsebujejo le g�� (torej samo ���
), morajo ti �
leni biti enakikomponentam tridimenzionalnega vektorja �P�� , katerega vrednosti poznamo �ze iz (111.3) in(111.6): R�� = �P �� + : : : = � 2a2 Æ�� + : : : ;kjer to�
ke predstavljaj �
lene, v katerih poleg g�� nastopa tudi g00. Izra�
unamo �se te, indobimo R�� = � 1a4 (2a2 + a02 + aa00)Æ��; Polje, v. 1



352 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 112tako da je R = R00 +R�� = � 6a3 (a+ a00):Ker v na�sem opazovalnem sistemu snov miruje, je u� = 0; u0 = 1=a, in iz (94.9) slediT 00 = �, kjer je � gostota energije snovi. Te izraze vstavimo v ena�
boR00 � 12R = 8�k
4 T 00 ;in dobimo: 8�k
4 � = 3a4 (a2 + a02): (112.5)Tako � kot a sta tu neznani funk
iji, zato potrebujemo �se eno ena�
bo. Namesto prostorskihkomponent ena�
b polja si bomo izbrali ena�
bo T i0;i = 0, ki je ena izmed �stirih ena�
b (94.7), kiso (kot vemo) vsebovane v ena�
bah gravita
ije. To ena�
bo lahko izpeljemo tudi neposrednos pomo�
jo prijemov iz termodinamike.S tem, ko v ena�
bah polja uporabimo izraz (94.9) za napetostni tenzor, zanemarimo vsepro
ese, pri katerih prihaja do disipa
ije energije in ki vodijo k nara�s�
anju entropije. Tapribli�zek je tu povsem upravi�
en, saj so dodatni �
leni, ki bi jih morali zaradi tak�snih pro
esovdodati k T ki, zanemarljivo majhni v primerjavi z gostoto energije �, ki vklju�
uje tudi mirovnoenergijo del
ev snovi.Zato smemo pri izpeljavi ena�
b polja skupno entropijo smatrati kot konstanto. Sedajuporabimo dobro poznano rela
ijo iz termodinamike dE = T dS � pdV , kjer so E , S in Venergija, entropija ter prostornina sistema, p in T pa sta pritisk in temperatura. Pri konstantnientropiji velja kar dE = �pdV . Vpeljemo gostoto energije � = E=V in dobimod� = �(�+ p) dVV :Prostornina V je po (111.9) sorazmerna s tretjo poten
o krivinskega polmera a. Zato jedV=V = 3da=a = 3d(ln a). Sledi � d��+ p = 3d(ln a);z integra
ijo pa dobimo 3 ln a = �Z d�p+ � + konst (112.6)(spodnja meja integrala je konstantna).�Ce je zveza med � in p (\ena�
ba stanja" snovi) poznana, lahko iz (112.6) dobimo � kotfunk
ijo spremenljivke a. Nato lahko iz (112.5) dolo�
imo � z izrazom� = �Z daaq8�k3
4 �a2 � 1 : (112.7)Ena�
bi (112.6) in (112.7) sta splo�sna re�sitev za metriko zaprtega izotropnega modela.�Ce je snov v prostoru porazdeljena v obliki diskretnih makroskopskih teles, potem lahkopri ra�
unanju nastalega gravita
ijskega polja ta telesa smatramo kot to�
kaste snovne del
e zdolo�
enimi masami in ne upo�stevamo njihove notranje strukture. �Ce so hitrosti teles relativnoPolje, v. 1



112 ZAPRT IZOTROPEN MODEL 353majhne (v primerjavi z 
), lahko zapi�semo � = �
2, kjer je � vsota mas teles, ki se nahajajo veni enoti prostornine. Iz istega razloga je pritisk \plina", ki ga tvorijo telesa, izjemno majhenv primerjavi z � in ga smemo zanemariti (iz zgoraj povedanega sledi, da pritisk v notranjostiteles za na�se namene ni pomemben). Sevanja v prostoru ni veliko, zato smemo energijo inpritisk sevanja prav tako zanemariti.�Ce torej �zelimo opisati trenutno stanje vesolja v okviru tega modela, moramo uporabitiena�
bo stanja za \pra�sno" (angl. dustlike) snov,� = �
2; p = 0:Z integra
ijo (112.6) dobimo �a3 = konst. To ena�
bo bi lahko zapisali takoj, saj preprostoizra�za dejstvo, da je vsota M mas vseh teles v 
elotnem prostoru konstantna, kar za pra�snosnov gotovo velja. � Ker je prostornina v zaprtem modelu enaka V = 2�2a3, je konst =M=2�2. Velja torej �a3 = konst = M2�2 : (112.8)�Ce ena�
bo (112.8) vstavimo v (112.7) in izra�
unamo integral, dobimoa = a0(1� 
os �); (112.9)kjer je konstanta a0 = 2kM3�
2 :Zvezo med t in � kon�
no dobimo iz (112.3):t = a0
 (� � sin �): (112.10)Ena�
bi (112.9) in (112.10) dolo�
ata funk
ijo a(t) v parametri�
ni obliki. Funk
ija a(t) nara�s�
aod ni�
 pri t = 0 (� = 0) do svoje najve�
je vrednosti a = 2a0, ki jo dose�zemo pri t = �a0=
(� = �), nato pa ponovno pada proti vrednosti ni�
, ki jo dose�ze ob t = 2�a0=
 (� = 2�).�Ce je � � 1, pribli�zno velja a = a0�2=2, t = a0�3=6
, tako da jea � �9a0
22 �1=3 t2=3: (112.11)Gostota snovi je � = 16�kt2 = 8� 105t2 : (112.12)(kjer je numeri�
na vrednost podana za gostoto, izra�zeno v enotah g
m�3, in �
as, izra�zen vsekundah). Poudarimo naj, da je v tej limiti funk
ija �(t) univerzalna v tem smislu, da niodvisna od parametra a0.Ko gre a! 0, gre gostota � proti neskon�
nosti. Ko pa �!1, postane tudi pritisk visok,zato moramo pri obravnavi metrike v tem podro�
ju uporabiti nasprotni primer najve�
jega�Da ne bo nejasnosti (do katerih bi lahko pri�slo, �
e upo�stevamo ugotovitev iz x 111, da je �
etvere
 gibalnekoli�
ine 
elotnega zaprtega vesolja enak ni�
), moramo poudariti, da je M vsota mas teles, �
e vsako teloobravnavamo lo�
eno od ostalih in ne upo�stevamo medsebojnih gravita
ijskih interak
ij. Polje, v. 1



354 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 113mo�znega pritiska (pri dani gostoti energije �). To pomeni, da moramo uporabiti ena�
bostanja p = �3(glej opombo na strani 245). Iz ena�
be (112.6) tedaj dobimo�a4 = konst � 3
4a218�k (112.13)(a1 je nova konstanta), iz ena�
b (112.7) in (112.3) pa sledita �se zvezia = a1 sin �; t = a1
 (1� 
os �): (112.14)Ker je to re�sitev smiselno obravnavati le pri zelo visokih vrednostih � (torej pri majhnem a),smemo privzeti, da je � � 1. Tedaj je a � a1�, t � a1�2=2
, in jea = p2a1
t: (112.15)Tedaj je �
2 = 332�kt2 = 4:5 � 105t2 (112.16)(ena�
ba ponovno ni odvisna od parametrov).Torej gre tudi v tem primeru a proti 0, ko gre t proti ni�
, tako da je vrednost t = 0 singu-larna to�
ka prostorsko-�
asovne metrike izotropnega modela (v zaprtem modelu ta ugotovitevvelja tudi v drugi to�
ki, v kateri je a = 0). Iz (112.15) vidimo, da postane ob zamenjavipredznaka t koli�
ina a(t) imaginarna, njen kvadrat pa negativen. Vse �stiri komponente gik v(112.2) bi tedaj bile pozitivne in tudi determinanta g bi bila pozitivna. Tak�sna metrika nima�zikalnega pomena. To pomeni, da ni �zikalno smiselno metriko analiti�
no podalj�sati onkrajsingularnosti.x113 Odprt izotropen modelRe�sitev, ki ustreza izotropnemu prostoru z negativno ukrivljenostjo (\odprt model"), dobimopo postopku, ki je podoben tistemu iz predhodnega razdelka. Namesto (112.2) imamo sedajds2 = 
2 dt2 � a2(t)� d�2 + sinh2 �( d�2 + sin2 � d�2)	 : (113.1)Ponovno namesto t vpeljemo spremenljivko �, de�nirano z 
dt = ad�; dobimods2 = a2(�)� d�2 � d�2 � sinh2 �( d�2 + sin2 � d�2)	 : (113.2)Ta izraz lahko formalno dobimo iz (112.4), �
e �, � in a nadomestimo z i�, i� in ia. Zatolahko tudi ena�
be polja dobimo neposredno z enako substitu
ijo iz ena�
b (112.5) in (112.6).Ena�
ba (112.6) ostane enaka: 3 ln a = �Z d��+ p+ konst; (113.3)namesto (112.5) pa dobimo 8�k
2 � = 3a4 (a02 � a2): (113.4)Polje, v. 1



113 ODPRT IZOTROPEN MODEL 355Podobno dobimo namesto (112.7) ena�
bo� = �Z daaq8�k3
4 �a2 + 1 : (113.5)Za snov v obliki prahu se re�sitev glasi �a = a0(
osh � � 1); t = a0
 (sinh � � �); (113.6)�a3 = 3
24�ka0: (113.7)Ena�
bi (113.6) dolo�
ata funk
ijo a(t) v parametri�
ni obliki. V nasprotju z zaprtim modelomse tu krivinski polmer spreminja monotono, in si
er nara�s�
a od ni�
 pri t = 0 (� = 0) kneskon�
nosti, ko gre t ! 1 (� ! 1). Zato gostota snovi pada monotono od neskon�
nevrednosti pri t = 0 (�
e je � � 1, je monotono padanje pribli�zno podano z isto ena�
bo (112.12)kot v zaprtem modelu).Pri velikih gostotah re�sitev (113.6)-(113.7) ne velja, zato moramo ponovno uporabiti izrazp = �=3. Ponovno dobimo ena�
bo �a4 = konst � 3
4a218�k ; (113.8)funk
ija a(t) pa je podana z a = a1 sinh �; t = a1
 (
osh � � 1);kar nam pri � � 1 da a = p2a1
t (113.9)[za �(t) velja ista ena�
ba (112.16) kot prej℄. Tudi v odprtem modelu ima metrika torej singu-larnost (vendar ima v nasprotju z zaprtim modelom le eno samo).Obstaja �se limitni primer obravnavanih re�sitev, ki ustreza neskon�
nemu polmer ukrivl-jenosti vesolja, torej modelu z ravno (evklidsko) metriko. Interval ds2 lahko v tak�snemprostoru-�
asu zapi�semo kotds2 = 
2 dt2 � b2(t)( dx2 + dy2 + dz2) (113.10)�Omenimo naj, da lahko s transforma
ijor = Ae� sinh�; 
� = Ae� 
osh�;Ae� =p
2� 2 � r2; tanh� = r
� ;izraz (113.2) prevedemo na \konformno-galilejsko" oblikods2 = f(r; � )[
2 d� 2 � dr2 � r2( d�2 + sin2 � d�2)℄:�Ce postavimo A = a0=2, kot v primeru (113.6), dobimods2 = �1� a02p
2� 2 � r2�4 [
2 d�2 � dr2 � r2( d�2 + sin2 � d�2)℄(V. A. Fo
k, 1955). Za velike vrednosti p
2�2 � r2 (ki ustrezajo � � 1), postane ta metrika galilejska, kar jepri�
akovano, saj gre krivinski polmer proti neskon�
nosti.V koordinatah r; �; �; � snov ne miruje in porazdelitev ni homogena; izka�ze se, da je porazdelitev in gibanjesnovi sredi�s�
no simetri�
no okoli poljubne to�
ke v prostoru, ki si jo izberemo kot izhodi�s�
e za koordinate r; �; �.Polje, v. 1



356 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 114(za prostorske koordinate smo si izbrali kartezi�
ne koordinate x; y; z). �Casovno odvisni faktorpred diferen
ialom prostorske dol�zine ne spremeni dejstva, da je prostorska metrika evklidska,saj je ob istem �
asu t ta faktor konstanten in ga lahko z ustrezno koordinatno transforma
ijopostavimo na ena. Izra�
un, ki je podoben tistemu iz prej�snjega odstavka, vodi k naslednjimena�
bam: 8�k
2 � = 3b2 � dbdt�2 ; 3 ln b = �Z d�p+ � + konst:�Ce je pritisk nizek, dobimo �b3 = konst; b = konst t2=3: (113.11)Pri majhnem t moramo ponovno upo�stevati izraz p = �=3. Tako dobimo�b4 = konst; b = konstpt: (113.12)Tudi v tem primeru ima metriko singularno to�
ko ob �
asu t = 0.Poudarimo naj, da vse izotropne re�sitve obstajajo le, �
e je gostota snovi od ni�
 razli�
na;v praznem prostoru Einsteinove ena�
be tak�snih re�sitev nimajo. � Omenimo naj �se, da so zmatemati�
nega vidika te re�sitve posebni primeri bolj splo�sne mno�zi
e re�sitev, ki vsebujejo tri�zikalno razli�
ne poljubne funk
ije prostorskih koordinat (glej nalogo).x114 Rde�
i premikPoglavitna lastnost dobljenih re�sitev je, da niso sta
ionarne. metrike; polmer ukrivljenostiprostora je odvisen od �
asa. Sprememba krivinskega polmera vodi k s spremembi vseh razdaljmed telesi v prostoru, kar je razvidno �ze iz zapisa metrike, saj je prostorska razdalja dlsorazmerna z a. Ko se a pove�
uje, se telesa v prostoru \oddaljujejo" eno od drugega (vodprtem modelu a nara�s�
a pri � > 0, v zaprtem modelu pa na intervalu 0 < � < �).Opazoval
u na enem izmed teles se bo zdelo, kot da se vsa ostala telesa gibljejo v radialnismeri stran od opazoval
a. Hitrost tega \oddaljevanja" ob �
asu t je sorazmerna z oddaljenostjomed telesi.To teoreti�
no napoved moramo primerjati s temeljnim astronomskim dejstvom { rde�
impremikom spektralnih �
rt galaksij. �Ce premike razlo�zimo z Dopplerjevim pojavom, lahkosklenemo, da se galaksije oddaljujejo, kar pomeni da se vesolje danes �siri. yOglejmo si �sirjenje svetlobnega �zarka v izotropnem prostoru. Pri tem je primernoupo�stevati dejstvo, da vzdol�z svetovni
e svetlobnega signala velja ds = 0. To�
ko, iz katere jesvetloba izsevana, si izberemo kot izhodi�s�
e koordinatnega sistema �; �; �. Zaradi simetrije je�Za � = 0 dobimo iz (113.5) a = a0e� = 
t [ena�
bi (112.7) pa nimata pomena, saj sta korena imaginarna℄.Metriko ds2 = 
2 dt2 � 
2t2 � d�2 + sinh2 �( d�2 + sin2 � d�2)	lahko s substitu
ijo r = 
t sinh�, � = t 
osh� pretvorimo v oblikods2 = 
2 d�2 � dr2 � r2( d�2 + sin2 � d�2);kar pa je metrika galilejskega prostora-�
asa.ySklep, da se telesa oddaljujejo, ko a(t) nara�s�
a, je mo�zen le, �
e je interak
ijska energija snovi majhna vprimerjavi s kineti�
no energijo, ki jo ima snov zaradi oddaljevanja; ta pogoj je za zadosti oddaljene galaksijevedno izpolnjen. V nasprotnem primeru so medsebojne oddaljenosti dolo�
ene v najve�
ji meri z njihovo med-sebojno interak
ijo; zaradi tega raz�sirjanja vesolje nima vpliva ne velikost nebul samih, �se manj pa na velikostzvezd.Polje, v. 1



114 RDE�CI PREMIK 357o�
itno, da se bo svetloba �sirila radialno, torej vzdol�z �
rte s konstantnima � in �. Zaradi tegav (112.4) ali (113.2) postavimo d� = d� = 0, in sledi ds2 = a2( d�2� d�2). �Ce to izena�
imoz ni�
, dobimo d� = �d�, po integra
iji pa dobimo� = �� + konst: (114.1)Za �zarke, ki potujejo stran od koordinatnega izhodi�s�
a, si moramo izbrati pozitiven predznak,za �zarke, ki se izhodi�s�
u pribli�zujejo, pa negativen predznak. V tej obliki ena�
ba (114.1) veljatako za odprt kot za zaprt model. S pomo�
jo ena�
b iz predhodnega razdelka, lahko zapi�semorazdaljo, ki jo �zarek prepotuje, kot funk
ijo �
asa.V odprtem modelu svetlobni �zarek, ki je odposlan iz neke to�
ke, potuje vedno dlje odte to�
ke. V zaprtem modelu lahko svetlobni �zarek, ki je odposlan iz za�
etne to�
ke, pripo-tuje v \konjugirani pol" prostora (kar ustreza spremembi � od 0 do �), nato pa se pri�
nepribli�zevati izhodi�s�
ni to�
ki. Potovanje �zarka \okoli prostora" in njegov povratek v za�
etnoto�
ko ustrezata spremembi � od 0 do 2�. Iz (114.1) je razvidno, da se ob tem tudi � spremeniza 2�, kar pa je nemogo�
e (izjema je tisti primer, ko svetloba odpotuje ob trenutku, ko je� = 0). Zato se svetlobni �zarek ne more vrniti v za�
etno to�
ko po kro�zni poti \okoli vesolja".Svetlobni �zarek, ki se pribli�zuje to�
ki opazovanja (v koordinatnem izhodi�s�
u), ustrezanegativni predznak � v ena�
bi (114.1). �Ce �zarek prispe v to to�
ko ob t = t(�0), mora tedajza � = �0 veljati � = 0, zato je gibalna ena�
ba tak�snega �zarka� = �0 � �: (114.2)Od tod je razvidno, da lahko opazoval
a v to�
ki � = 0 dose�zejo ob �
asu �(�0) le tisti �zarki,ki so odpotovali iz to�
k, ki so \oddaljene" najve�
 za � = �0.Ta ugotovitev, ki velja tako za odprti kot za zaprti model, je klju�
na. Pomeni namre�
,da ob poljubnem trenutku t(�) in v poljubni to�
ki v prostoru ne moremo opazovati 
elotnegavesolja, temve�
 le tisti del, ki ustreza pogoju � � �. Matemati�
no povedano je \vidnoobmo�
je" prostora presek �stiridimenzionalnega prostora s svetlobnim sto�z
em. Izka�ze se, daje ta presek kon�
en tako za odprt kot za zaprt model (koli�
ina, ki je v odprtem modeluneskon�
na, je presek vesolja s hiperploskvijo t = konst, ki ustreza prostoru, kjer vse to�
keopazujemo ob enem in istem �
asu). Zaradi tega je razlika med odprtim in zaprtim modelommanj dramati�
na, kot bi na za�
etku morda pri�
akovali.Bolj kot je opazovano obmo�
je ob danem �
asu oddaljeno od opazoval
a, bolj oddaljenemu(zgodnej�semu) �
asu ustreza. Oglejmo si okroglo ploskev, ki je geometrijsko nahajali�s�
e vsehto�
k, iz katerih je svetloba odpotovala ob �
asu t(� � �), in ki jih opazujemo ob �
asu t(�).Povr�sina te ploskve je 4�a2(���) sin2 � (v zaprtem modelu) ali 4�a2(���) sinh2 � (v odprtemmodelu). Ko se ploskev oddaljuje od opazoval
a, se povr�sina \vidne krogle" pove�
uje od ni�
(za � = 0), dose�ze maksimum, nato pa ponovno upada in dose�ze vrednost ni�
 pri � = � (kjerje a(� � �) = a(0) = a). To pomeni, da presek vesolja s svetlobnim sto�z
em ni le omejen,temve�
 tudi zaprt. Zdi se, ko da je sklenjen v to�
ki, ki je \konjugirana" opazoval
u; vidimo jolahko v poljubni smeri v prostoru. V tej to�
ki je �!1, zato lahko vsaj na�
eloma opazujemovse razvojne stopnje snovi.Celotna koli�
ina snovi, ki jo lahko vidimo, je v odprtem modelu enakaMobs = 4� Z �0 �a3 sinh2 � � d�: Polje, v. 1



358 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 114Vstavimo �a3 iz (113.7) in dobimoMobs = 3
2a02k (sinh � 
osh � � �): (114.3)Ta koli�
ina nara�s�
a preko vseh meja, ko gre � ! 1. V zaprtem modelu je nara�s�
anje Mobsomejeno s 
elotno maso M ; na podoben na�
in tu dobimoMobs = M� (� � sin � 
os �): (114.4)Ko gre � od 0 do �, ta koli�
ina naraste od 0 doM ; nadaljnje nara�s�
anje Mobs, ki ga ta ena�
banapoveduje za � > �, ni resni�
no, saj ustreza dejstvu, da bi v vesolju, ki se \kr�
i", oddaljenatelesa videli dvakrat (zaradi svetlobe, ki \obkro�zi vesolje" v obeh smereh).Sedaj si oglejmo, kako se spremeni frekven
a svetlobe, ko ta potuje po izotropnem vesolju.Najprej poka�zimo naslednje dejstvo. Naj se v neki to�
ki v prostoru zgodita dva dogodka,ki sta oddaljena za �
asovni interval dt = (1=
)a(�) d�. �Ce ob teh dogodkih odpo�sljemosvetlobna signala, ki jo opazujemo v neki drugi to�
ki v prostoru, potem bo med trenutkoma,ob katerih zaznamo signala, minil �
asovni interval, ki ustreza isti spremembi d� koli�
ine� kot v za�
etni to�
ki. To sledi iz ena�
be (114.1), po kateri je sprememba koli�
ine � medpotovanjem svetlobnega �zarka od ene to�
ke do druge odvisna le od razlike koordinate �med tema to�
kama. Ker pa se med potovanjem krivinski polmer a spremeni, sta �
asovniinterval t med trenutkom, ko odpo�sljemo prvi, in trenutkom, ko odpo�sljemo drugi signal, in�
asovni interval med trenutkom, ko sprejmemo prvi, in trenutkom, ko sprejmemo drugi signal,razli�
na; razmerje med intervaloma je enako razmerju ustreznih vrednosti a.Od tod med drugi sledi tudi to, da se periode svetlobnega valovanja, merjene v svetovnem�
asu t, prav tako spreminjajo vzdol�z �zarka, in si
er so sorazmerne z a. Zato med potovanjem�zarka vzdol�z poti velja !a = konst: (114.5)Predstavljajmo si, da ob �
asu t(�) opazujemo svetlobo, ki jo je oddal vir, katerega oddal-jenost ustreza dani vrednosti koordinate �. Po ena�
bi (114.1) je trenutek, ob katerem je bilasvetloba oddana, enak t(� � �). �Ce je !0 frekven
a svetlobe ob �
asu, ko je bila ta oddana,potem iz (114.5) sledi, da je opazovana frekven
a ! enaka! = !0a(� � �)a(�) : (114.6)Ker funk
ija a(�) monotono nara�s�
a, velja ! < !0, torej frekven
a svetlobe upada. Topomeni, da so v spektru svetlobe, ki prihaja proti nam, �
rte zamaknjene proti rde�
em vprimerjavi s spektrom iste snovi, ki bi jo opazovali ob obi�
ajnih pogojih. Pojav \rde�
egapremika" je v bistvu Dopplerjev efekt zaradi medsebojnega \oddaljevanja" galaksij.Velikost rde�
ega premika, ki jo merimo na primer kot razmerje !=!0 med zamaknjeno innezamaknjeno frekven
o, je (ob danem �
asu opazovanja) odvisna od oddaljenosti, na kateri senahaja izvor [v ena�
bo (114.6) moramo vstaviti koordinato � svetlobnega vira℄. Pri zadostimajhnih oddaljenostih lahko razvijemo a(���) v poten�
no vrsto po � in obdr�zimo prva dva�
lena: !!0 = 1� �a0(�)a(�)Polje, v. 1



114 RDE�CI PREMIK 359(�
rti
a ozna�
uje odvod po �). Omenimo lahko, da je zmno�zek �a(�) kar enak razdalji lod opazovanega izvora. Diferen
ial \radialne" dol�zine je enak dl = ad�; pri integra
ijitega izraza se pojavi vpra�sanje, kako lahko razdaljo dolo�
imo s �zikalnim opazovanjem. Pridolo�
anju te razdalje moramo vzeti vrednosti a v razli�
nih to�
kah vzdol�z integra
ijske poti obrazli�
nih �
asovnih trenutkih (integra
ija z � = konst bi ustrezala so�
asnemu opazovanju vsehto�
k na poti, kar je �zikalno nemogo�
e). Vendarle smemo pri \majhnih" razdaljah zanemaritispremembo a vzdol�z integra
ijski poti, zato lahko preprosto zapi�semo l = a� in pri temvzamemo vrednost a, ki velja ob �
asu opazovanja.Kot kon�
ni rezultat dobimo za relativni frekven�
ni premik z naslednjo ena�
bo:z = ! � !0!0 = �H
 l; (114.7)kjer smo uvedli zapis H = 
 a0(�)a2(�) = 1a dadt (114.8)za \Hubblovo konstanto". Ob danem trenutku opazovanja je ta koli�
ina neodvisna od l. Zatoje relativni premik spektralnih �
rt sorazmeren z razdaljo od svetlobnega izvora.�Ce si rde�
i premik interpretiramo kot Dopplerjev efekt, lahko dolo�
imo ustrezno hitrost voddaljevanja galaksije od opazoval
a. Zapi�semo z = v=
 in s primerjavo z (114.7) dobimov = Hl (114.9)(to ena�
bo lahko dobimo tudi neposredno, �
e izra�
unamo odvod v = d(a�)=dt.Astronomske meritve potrjujejo zakon (114.7), vendar je dolo�
anje vrednosti Hubblovekonstante ote�zeno zaradi nedolo�
enosti pri merjenju kozmolo�skih razdalj do oddaljenih galak-sij. Zadnje meritve so H � 0:8 � 10�10yr�1 = 0:25 � 10�17s�1 ;1=H � 4� 1017s = 1:3 � 1010yr: (114.10)Ta vrednost je tolik�sna, da je \hitrost oddaljevanja" ve�
ja za 75 km=s za vsak dodatnimegaparsek oddaljenosti. �V ena�
bo (113.4) vstavimo � = �
2 in H = 
a0=a2 in za odprti model dobimo naslednjoena�
bo: 
2a2 = H2 � 8�k3 �: (114.11)Dobljen izraz zdru�zimo z ena�
boH = 
 sinh �a0(
osh � � 1)2 = 
a 
oth �2 ;in sledi 
osh �2 = Hr 38�k�: (114.12)�En megaparsek Mp
 je enak 3:081022 m. Hubble je hitrost oddaljevanja o
enil na 500 km=s=Mp
. Kasnej�saastronomska opazovanja in bolj natan�
no dolo�
anje razdalj v vesolju so pripeljala do med seboj nasprotujo�
ih seo
en od okoli 60 km=s=Mp
 (Allana Sandage), do 80 km=s=Mp
 (Wendy Freedman). Razprava �se ni zaklju�
ena.(Glej \New age of pre
ision 
osmology", Physi
s World, stran ??, julij 1999.) op. prev. Polje, v. 1



360 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 114Za zaprti model bi dobili 
2a2 = 8�k3 ��H2; (114.13)
os �2 = Hr 38�k�: (114.14)S primerjavo (114.11) in (114.13) ugotovimo, da je ukrivljenost vesolja negativna oziromapozitivna, �
e je razlika (8�k=3)� � h2 negativna oziroma pozitivna. Razlika je enaka ni�
 pri� = �k, kjer je �k = 3H28�k : (114.15)Z vrednostjo (114.10) dobimo �k � 10�29g=
m3. S trenutnim vedenjem o vesolju lahko vred-nost povpre�
ne gostote snovi v vesolju le zelo grobo o
enimo. Pribli�zek, dobljen upo�stevajo�
�stevilo galaksij in njihovo povpre�
no maso, nam da vrednost okoli 3� 10�31 g=
m3. Ta vred-nost je tridesetkrat manj�sa od �k, kar govori v prid odprtemu modelu. Vendar �
etudi nebi upo�stevali dvomljive zanesljivosti tega �stevila, moramo vedeti, da ne vklju�
uje mo�znegaobstoja metagalakti�
ne temne snovi, ki bi lahko mo�
no pove�
ala povpre�
no gostoto snovi.Opozorimo naj na neenakost, ki jo lahko dobimo, �
e poznamo vrednost konstante H. Priodprtem modelu velja H = 
 sinh �a0(
osh ��1)2 , od koder sledit = a0
 (sinh � � �) = sinh �(sinh � � �)H(
osh � � 1)2 :Ker je 0 < � <1, mora veljati 23H < t < 1H : (114.16)Podobno dobimo pri zaprtem modelut = sinh �(� � sin �)H(1� 
os �)2 : (114.17)Nara�s�
ajo�
emu a(�) ustreza interval 0 < � < �, zato dobimo0 < t < 23H : (114.18)Sedaj dolo�
imo jakost I svetlobe, ki prihaja k opazoval
u od izvora, ki se nahaja narazdalji, ki ustreza neki dolo�
eni vrednosti koordinate �. Gostota pretoka svetlobne energijev to�
ki opazovanja je obratno sorazmerna s povr�sino sfere s sredi�s�
em v izvoru in ki potekaskozi polo�zaj opazoval
a; v prostoru z negativno ukrivljenostjo je plo�s�
ina povr�sine sfere enaka4�a2 sinh2 �. Svetloba, ki jo izvor izseva v �
asu dt = (1=
)a(� ��) d�, bo opazoval
a doseglav �
asovnem intervalu dt a(�)a(� � �) = 1
a(�) d�:Ker je jakost de�nirana kot pretok svetlobne energije na enoto �
asa, dobimo v izrazu za Ifaktor a(� � �)=a(�). Upo�stevati moramo �se, da je energija valovnega paketa sorazmerna znjegovo frekven
o [glej (53.9)℄; ker se frekven
a med �sirjenjem svetlobe spreminja po pravilu(114.5), dobimo v I �se dodatni faktor a(� � �)=a(�). Zato lahko kon�
no zapi�semo jakost kotI = konst a2(� � �)a4(�) sinh2 �: (114.19)Polje, v. 1



115 GRAVITACIJSKA STABILNOST IZOTROPNEGA VESOLJA 361V zaprtem modelu bi podobno dobiliI = konst a2(� � �)a4(�) sin2 �: (114.20)Te ena�
bi dolo�
ata odvisnost navidezne svetlosti opazovanega predmeta od njegove oddal-jenosti (pri poznani absolutni svetlosti). Pri majhnih � lahko zapi�semo a(� � �) � a(�), odkoder sledi I � 1=a2(�)�2 = 1=l2, kar je obi�
ajni zakon za upadanje jakosti, po katerem jejakost obratno sorazmerna s kvadratom razdalje.Kon�
no si oglejmo �se problematiko tako imenovanega lastnega gibanja teles. Ko govorimoo gostoti in gibanju snovi, imamo ves �
as v mislih povpre�
no gostoto in povpre�
no gibanje; vopazovalnem sistemu, ki smo ga ves �
as uporabljali, je tako hitrost povpre�
nega gibanja enakani�
. Dejanske hitrosti teles bodo nihale okoli te povpre�
ne vrednosti. Hitrosti lastnega gibanjateles se bodo s �
asom spreminjale. Poi�s�
imo zakon, ki opisuje te spremembe. Obravnavajmoprosto telo in postavimo izhodi�s�
e koordinatnega sistema v poljubno to�
ki na njegovi trajek-toriji. Tedaj bo trajektorija radialna �
rta z � = konst in � = konst. Hamilton-Ja
obijevaena�
ba (87.6), v katero vstavimo vrednosti gik, se glasi��S���2 ���S���2 +m2
2a2(�) = 0: (114.21)Ker � ne nastopa v koe�
ientih te ena�
be (� je torej 
ikli�
na koordinata), velja ohranitvenizakon �S=�� = konst. Gibalna koli�
ina p telesa je po de�ni
ije enaka p = �S=�l = �S=a��.Za prosto telo je torej zmno�zek pa konstanten:pa = konst: (114.22)�Ce vpeljemo hitrost v lastnega gibanja telesa zp = mvq1� v2
2 ;dobimo vaq1� v2
2 = konst: (114.23)Zakon o spreminjanju hitrosti s �
asom je podan s temi izrazi. Ko a nara�s�
a, hitrost v monotonoupada.x115 Gravita
ijska stabilnost izotropnega vesoljaZanimajo nas lastnosti majhnih motenj izotropnega modela, torej vpra�sanje o gravita
ijskistabilnosti (E. M. Lif�si
, 1946). Omejili se bomo na obravnavo motenj na majhnih obmo�
jihprostora, katerih pre�
na razse�znost je majhna v primerjavi s polmerom a. �V vsakem tak�snem obmo�
ju lahko predpostavimo, da je prostorska metrika v prvem pri-bli�zku evklidska, zato metriko (111.8) ali (111.12) nadomestimo z metrikodl2 = a2(�)( dx2 + dy2 + dz2); (115.1)�Bolj podrobno predstavitev te naloge, ki vklju�
uje tudi obravnavo motenj na obmo�
jih, ki so primerljivaz a, lahko brale
 najde v Adv. in Physi
s., 12, 208 (1963). Polje, v. 1



362 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 115kjer so x; y; z kartezi�
ne koordinate, merjene v enotah polmera a. Ponovno uporabimo pa-rameter � kot �
asovno koordinato.Ne da bi izgubili na splo�snosti bomo moteno polje opisali v sinhronem opazovalnem sis-temu, zato za spremembe Ægik metri�
nega tenzorja zahtevamo pogoja Æg00 = Æg0� = 0. �Ceidentiteto gikuiuk = 1 pod temi pogoji variiramo (in upo�stevamo, da so nemotene vrednostikomponente �
etver
a hitrosti enake u0 = 1=a, u� = 0), dobimo g00u0Æu0 = 0, od koder slediÆu0 = 0. Motnje Æu� so v splo�snem od ni�
 razli�
ne, zato opazovalni sistem ni ve�
 sogibljiv.Motnje tenzorja prostorske metrike ozna�
imo z h�� � Æ
�� = �Æg�� . Tedaj je Æ
�� =�h�� , kjer indekse tenzorja h�� dvigujemo z uporabo nemotene metrike 
�� .V linearnem pribli�zku majhne motnje gravita
ijskega polja zadostijo ena�
biÆRki � 12ÆikÆR = 8�k
4 ÆT ki : (115.2)V sinhronem opazovalnem sistemu so varia
ije komponent napetostnega tenzorja (94.9)enake: ÆT �� = �Æ��Æp; ÆT�0 = a(p+ �)Æu�; ÆT 00 = Æ�: (115.3)Ker sta Æ� in Æp majhni koli�
ini, lahko zapi�semo Æp = (dp=d�) d�, in dobimo zvezoÆT �� = �Æ�� dpd� ÆT 00 : (115.4)Ena�
be za ÆRki lahko dobimo z varia
ijo izraza (97.10). Ker je nemoten metri�
ni tenzor
�� = a2Æ�� , so nemotene vrednosti enake��� = 2_aa 
�� = 2a0a2 
��; ��� = 2a0a2 Æ��:kjer pika ozna�
uje odvod po 
t, �
rti
a pa odvod po �. Motnje koli�
in ��� in ��� = ��


� soÆ��� = h�� = 1ah0�� ; Æ��� = �h�
��
 + 
�
h�
 = h�� = 1ah��0;kjer je h�� = 
�
h�
 . Za evklidsko metriko (115.1) so nemotene vrednosti tridimenzional-nega tenzorja P �� enake ni�
. Varia
ije ÆP �� izra�
unamo s pomo�
jo ena�
b (108.3) in (108.4):o�
itno lahko ÆP �� izrazimo z Æ
�� na enak na�
in, kot lahko �
etverni tenzor ÆRik zapi�semoz Ægik, pri �
emer moramo vse tenzorske opera
ije opraviti v tridimenzionalnem prostoru zmetriko (115.1); ker je ta metrika evklidska, se vsi kovariantni odvodi poenostavijo na navadneodvode po koordinatah x� (pri kontravariantnem odvajanju moramo deliti �se z a2). �Ce vseto upo�stevamo (in odvode po t spremenimo v odvode po �), s preprostim izra�
unom dobimo:ÆR�� = � 12a2 (h
;��;
 + h�;

;� � h�;
�;
 � h;�;�)� 12a2h��00 � a0a3h��0 � a02a3hÆ��;ÆR00 = � 12a2h00 � a02a3h0;ÆR�0 = 12a2 (h;� � h�;�� )0; (115.5)(h � h��). Tako spodnji kot zgornji indeksi, ki sledijo veji
i, ozna�
ujejo navadno odvajanjepo koordinati x� (v nadaljevanju zaradi enotnosti zapisa pi�semo indekse spodaj in zgoraj,�
eprav to ni potrebno).Polje, v. 1



115 GRAVITACIJSKA STABILNOST IZOTROPNEGA VESOLJA 363Kon�
ne izraze za motnjo h�� dobimo, �
e v (115.4) vstavimo komponente ÆT ki , izra�zene zÆRki v skladu z (115.2). Za te ena�
be je primerno izbrati ena�
be, ki jih dobimo iz (115.4) za� 6= �, in ena�
be, ki jih dobimo s skr�
enjem po �; �. Te so(h
;��;
 + h�;

;� � h;�;� � h�;
�;
) + h��00 + 2a0a h��0 = 0; � 6= �;12(hÆ;

;Æ � h;
;
)�1 + 3 dpd��+ h00 + h0 a0a �2 + 3 dpd�� = 0: (115.6)Motnje gostote in hitrosti snovi lahko dolo�
imo iz poznanega h�� z uporabo ena�
b (115.2)in (115.3). Tako dobimo naslednji izraz za relativno spremembo gostote:Æ�� = 
48�k� �ÆR00 � 12ÆR� = 
416�k�a2 �h�;��;� � h;�;� + 2a0a h0� : (115.7)Nekatere izmed re�sitev ena�
be (115.6) lahko odpravimo s preprosto pretvorbo opazoval-nega sistema (ki ne uni�
i pogoja sinhronizma), zato te ne predstavljajo realne �zikalne spre-membe metrike. Obliko tak�snih re�sitev lahko dolo�
imo z uporabo ena�
b (1) in (2) v nalogi 3v x 97. �Ce vstavimo nemotene vrednosti 
�� = a2Æ�� , dobimo naslednji izraz za navideznomotnjo metrike: h�� = f0;�;� Z d�a + a0a2 f0Æ�� + (f�;� + f�;�); (115.8)kjer so f0 in f� poljubne (majhne) funk
ije koordinat x; y; z.Ker je obravnavano obmo�
je majhno in smo zato predpostavili, da je metrika evklidska,lahko poljubno motnjo v tak�snem obmo�
ju razvijemo v ravne valove. �Ce uporabimo x; y; z kotkartezi�
ne koordinate, merjene v enotah a, lahko periodi�
ni prostorski faktor za ravne valovezapi�semo kot ein�r, kjer je n brezdimenzijski vektor, ki predstavlja valovni vektor, merjen venotah 1=a (valovni vektor je k = n=a). �Ce imamo motnjo, ki se razteza na obmo�
ju prostoravelikosti � l, bodo v razvoju prisotni valovi dol�zine � = 2�a=n � l. �Ce motnjo omejimo naobmo�
je velikosti l� a, s tem povzro�
imo, da je �stevilo n zelo veliko (n� 2�).Gravita
ijske motnje lahko razdelimo na tri vrste. Ta razdelitev se poenostavi na dolo�
anjemo�znih oblik ravnih valov, s katerimi lahko zapi�semo simetri�
ni tenzor h�� . Tako dobimonaslednje tipe:1. Z uporabo skalarne funk
ije Q = eiq�r; (115.9)lahko tvorimo vektor P = nQ in tenzorjaQ�� = 13Æ��Q; P �� = �13Æ�� � n�n�n2 �Q: (115.10)Tak�sni ravni valovi ustrezajo motnjam, v katerih se poleg gravita
ijskega polja spremenitudi hitrost in gostota snovi, torej imamo opravka z motnjami, ki jih spremlja go�s�
enjein red�
enje snovi. Tenzor motnje h�� lahko zapi�semo kot funk
ijo tenzorjev Q�� in P �� ,motnjo hitrosti z vektorjem P, motnjo goste pa s skalarjem Q. Polje, v. 1



364 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 1152. Z uporabo pre�
nega vektorskega valovanjaS = sein�r; s � n = 0; (115.11)lahko sestavimo tenzor (n�S�+n�S�); tej koli�
ini ne ustreza noben skalar, saj je n �S =0. Ti valovi ustrezajo motnji, v kateri se poleg gravita
ijskega polja spreminja tudihitrost snovi, gostota snovi pa je ves �
as enaka; imenujemo jih lahko tudi vrtilna motnja.3. Pre�
no tenzorsko valovanje G�� = g��ein�r; g��n� = 0: (115.12)Iz te koli�
ine ne moremo sestavini ne vektorja, niti skalarja. Tak�sno valovanje ustrezamotnji gravita
ijskega polja, v kateri snov ostane pri miru in je enakomerno porazdeljenapo prostoru. Druga�
e povedano, to so gravita
ijski valovi v izotropnem vesolju.Motnje prve vrste so �se posebno zanimive. Postavimoh�� = �(�)P �� + �(�)Q��; h = �Q: (115.13)Iz (115.7) dobimo relativno spremembo gostote:Æ�� = 
424�k�a2 �n2(�+ �) + 3a0a �0�Q: (115.14)Ena�
be, ki dolo�
ajo � in �, dobimo tako, da (115.13) vstavimo v (115.6):�00 + 2a0a �0 � n23 (�+ �) = 0;�00 + �0a0a �2 + 3 dpd��+ n23 (�+ �)�1 + 3 dpd�� = 0: (115.15)Ti ena�
bi imata naslednja delna integrala, ki ustrezata navidezni spremembi metrike, ki jolahko odpravimo s transforma
ijo opazovalnega sistema:� = �� = konst; (115.16)� = �n2 Z d�a ; � = n2 Z d�a � 3a0a2 (115.17)[prvo dobimo iz (115.8), �
e uporabimo f0 = 0, f� = P�; drugo dobimo z f0 = Q, f� = 0℄.V zgodnjih fazah razvoja vesolja, ko je stanje snovi dobro opisano z ena�
bo p = �=3, veljaa � a1�; � � 1 (to velja tako v odprtem kot v zaprtem modelu). Ena�
bi (115.15) se tedajzapi�seta �00 + 2� � n23 (�+ �) = 0; �00 + 3��0 + 2n23 (�+ �) = 0: (115.18)Ti ena�
bi lahko preprosto obravnavamo v dveh razli�
nih mejnih primerih, ki ju lo�
imo porazmerju med velikima koli�
inama n in 1=�.Najprej predpostavimo, da n ni zelo velik (ali da je � zadosti majhen), tako da je n� � 1.Pri natan�
nosti, s katero veljata ena�
bi (115.18), zanju dobimo re�sitvi� = 3C1� +C2�1 + n29 �2� ; � = �2n23 C1� + C2�1� n26 �2� ; (115.19)Polje, v. 1



115 GRAVITACIJSKA STABILNOST IZOTROPNEGA VESOLJA 365kjer sta C1 in C2 konstanti; re�sitve oblike (115.16) in (115.17) sta izklju�
eni (v na�sem sedanjemprimeru sta to re�sitvi, kjer velja � = �� = konst ali � + � � 1=�2). �Ce Æ�=� izra�
unamo zuporabo (115.14) in (112.16), dobimo naslednja izraza za motnjo metrike in gostote snovi:h�� = 3C1� P �� + C2(Q�� + P �� );Æ�� = n29 (C1� + C2�2)Q za p = �3 ; � � 1n: (115.20)Konstanti C1 in C2 morata zadostiti pogoju, da je motnja majhna ob �
asu �0, ko se prvi�
pojavi: veljati mora h�� � 1 (in zato tudi � � 1 in � � 1) in Æ�=� � 1. �Ce te zahteviupo�stevamo v (115.20), dobimo neena�
bi C1 � �0 in C2 � 1.V (115.20) imamo razli�
ne �
lene, ki v raz�sirjajo�
em se vesolju nara�s�
ajo kot razli�
nepoten
e polmera a = a1�. Vendar to nara�s�
anje ne vodi k nara�s�
anju motnje: �
e uporabimoena�
bo (115.20) za vrednosti � � 1=n, vidimo da zaradi zgoraj dobljenih neenakosti za C1 inC2 motnja ostane majhna tudi na zgornji meji veljavnosti teh ena�
b.Sedaj pa predpostavimo, da je n tako velik, da je n� � 1. �Ce re�simo (115.18) ob temprivzetku, ugotovimo da lahko najpomembnej�sa �
lena v � in � zapi�semo kot �� = ��2 = konst � 1�2 ein=�p3:Motena metrika in gostota sta v tem primeruh�� = Cn2�2 (P �� � 2Q��)ein�=p3; Æ�� = �C9 Qein�=p3za p = �3 ; 1n � � � 1; (115.21)kjer je C kompleksna konstanta, ki izpolnjuje pogoj jCj � 1. Prisotnost periodi�
nega faktorjav teh izrazih je povsem pri�
akovana. Pri velikem n imamo opravka z motnjo, katere prostorskaperiodi�
nost je dolo�
ena z velikim valovnim vektorjem k = n=a. Tak�sne motnje se morajo�siriti kot zvo�
ni valovi s hitrostjo u =s dpd(�=
2) = 
p3 :Zato je �
asovno odvisni del faze dolo�
en podobno kot v geometrijski akustiki z velikim inte-gralom R kudt = n�=p3. Kot vidimo, se amplituda relativnih sprememb gostote ne sprem-inja, medtem ko amplituda motnje metrike same upada kot a�2 v raz�sirjajo�
em se vesolju.y Sedaj si oglejmo poznej�se obdobje raz�sirjanja vesolja, ko je snov �ze tako razred�
ena, dasmemo zanemariti njen pritisk (p = 0). Omejili se bomo na primer, ko je � majhen, kar�Faktor 1=�2 pred eksponentno funk
ijo je prvi �
len v razvoju po poten
ah 1=n�. Dobimo ga, �
e hkratiobravnavamo prva �
lena v razvoju [kar je utemeljeno v okviru natan�
nosti, s katero velja ena�
ba (115.18)℄.yHitro se lahko prepri�
amo, da za p = �=3 velja n� � L=�, kjer je L � u=pk�=
2. Povsem normalno je,da karakteristi�
na dol�zina L, ki dolo�
a obna�sanje motenj z valovno dol�zino � � a, vsebuje le hidrodinamskekoli�
ine { gostoto snovi �=
2 in zvo�
no hitrost u (ter gravita
ijsko konstanto k). Poudariti moramo, da motnjanara�s�
a, �
e je �� L [v ena�
bi (115.20)℄. Polje, v. 1



366 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 116ustreza obdobju razvoja, ko je bil polmer a �se majhen v primerjavi z dana�snjo vrednostjo,snov pa je bila �ze zelo razred�
ena.Za p = 0 in � � 1, velja a � a0�2=2 in (115.15) se zapi�sejo kot�00 + 4��0 � n23 (�+ �) = 0;�00 + 4��0 + n23 (�+ �) = 0:Re�sitev teh ena�
b je �+ � = 2C1; �� � = 2n2�C1�215 + 2C2�3 � :�Ce izra�
unamo Æ�=� z uporabo (115.14) in (112.12), dobimo:h�� = C1(P �� +Q��) + 2n2C2�3 (P �� �Q��) za � � 1n;h�� = C115 n2�2(P �� �Q��) + 2n2C2�3 (P �� �Q��) za 1n � � � 1; (115.22)Æ�� = �C1n2�230 + C2n2�3 �Q:Vidimo, da Æ�=� vsebuje �
lene, ki nara�s�
ajo sorazmerno z a. � Vendar �
e je n� � 1, potemÆ�=� ne postane velik niti pri � � 1=n zaradi pogoja C1 � 1. �Ce pa velja �n � 1, potempri � � 1 relativna sprememba gostote postane velikostnega reda C1n2, medtem ko majhnostza�
etne motnje zahteva le C1n2�20 � 1. �Cetudi je za�
etno nara�s�
anje motnje po�
asno, jelahko 
elotno nara�s�
anje ob�
utno in motnja lahko postane kar velika.Podobno lahko obravnavamo tudi motnje druge in tretje vrste iz zgornje klasi�ka
ije.Vseeno pa lahko dobimo zakon za du�senje tak�snih motenj brez podrobnih izra�
unov s pomo�
jonaslednjih preprostih razlogov.�Ce na majhnem obmo�
ju snovi (z linearno razse�znostjo l) obstaja vrtilna motnja s hitrostjoÆv, je vrtilna koli�
ina tega obmo�
ja enaka � (�=
2)l3 � l � v. Med raz�sirjanjem vesolja l nara�s�
asorazmerno z a, medtem ko � upada kot a�3 (v primeru p = 0) ali kot a�4 (v primeru p = �=3).Iz zakona o ohranitvi vrtilne koli�
ine slediÆv = konst; za p = �=3;Æv � 1a; za p = 0: (115.23)V zadnjem primeru (motnje v obliki gravita
ijskih valov) upo�stevamo, da mora gostotaenergije gravita
ijskih valov med raz�sirjanjem vesolja upadati kot a�4. Po drugi strani lahkoto gostoto zapi�semo z motnjo metrike kot � k2(h��)2, kjer je k = n=a valovni vektor motnje.Od tod sledi, da amplituda tovrstnih motenj upada kot 1=a.�Bolj podrobna analiza, ki upo�steva tudi majhen pritisk p(�), poka�ze, da lahko pritisk zanemarimo le, �
e jeizpolnjen pogoj u�n=
� 1 (kjer je u = 
p dp= d� hitrost zvoka, ki je majhna); hitro se da pokazati, da je tudiv tem primer ta pogoj enakovreden pogoju �=L� 1. Zato tudi tu pride to nara�s�
anja motnje, �
e je �=L� 1.Polje, v. 1



116 HOMOGEN PROSTOR 367x116 Homogen prostorPredpostavki homogenosti in izotropnosti prostora povsem dolo�
ita metriko prostora (dopredznaka ukrivljenosti natan�
no). Veliko ve�
 svobode pa ostane, �
e predpostavimo le ho-mogenost prostora brez dodatnih simetrij. Oglejmo si, kak�sne metri�
ne lastnosti lahko imahomogen prostor.Obravnavali bomo metriko prostora ob izbranem �
asu t. Predpostavili bomo, da jeprostorsko-�
asovni opazovalni sistem sinhron, tako da je t isti sinhronizirani �
as v 
elotnemprostoru.Homogenost zahteva, da imajo vse to�
ke v prostoru enake metri�
ne lastnosti. Ta kon
eptlahko natan�
no de�niramo, �
e obravnavamo mno�zi
o koordinatnih transforma
ij, ki prostorpretvorijo samega vase, in torej ohranjajo metriko: �
e je diferen
ial lo�
ne dol�zine pred trans-forma
ijo enak dl2 = 
��(x1; x2; x3) dx� dx�;potem je po transforma
iji diferen
ial iste lo�
ne dol�zine enakdl2 = 
��(x01; x02; x03) dx0� dx0�;z enako funk
ijsko odvisnostjo tenzorja 
�� od novih koordinat. Prostor je homogen, �
edopu�s�
a mno�zi
o transforma
ij (grupo gibanja, angl. group of motion), s katero lahkopoljubno izbrano to�
ko preslikamo na polo�zaj poljubne druge to�
ke. Ker je prostor tridi-menzionalen, lahko razli�
ne transforma
ije te grupe ozna�
imo s tremi neodvisnimi parametri.Zato lahko v evklidskem prostoru homogenost prostora izrazimo z invariantnostjo metrikeob vzporednih premikih (transla
ijah) kartezi�
nega koordinatnega sistema. Vsak vzporedenpremik je opisan s tremi parametri, komponentami vektorja premika izhodi�s�
a koordinatnegasistema. Te transforma
ije ohranijo enake vse tri neodvisne diferen
iale ( dx, dy, dz), skaterimi tvorimo diferen
ial lo�
ne dol�zine.V splo�snem primeru neevklidskega homogenega prostora transforma
ije iz grupe gibanjaponovno ohranjajo tri neodvisne linearne diferen
ialne forme, ki pa jih ne moremo zapisatikot totalne diferen
iale kak�snih koordinatnih funk
ij. Te forme zapi�semo kote(a)� dx�; (116.1)kjer latinski indeks (a) ozna�
uje tri neodvisne vektorje (koordinatne funk
ije); te vektorjeimenujemo sestav (angl. frame).S formami (116.1) lahko zapi�semo prostorsko metriko, ki je invariantna za izbrano grupogibanja: dl2 = �ab(e(a)� dx�)(e(b)� dx�); (116.2)zato je metri�
ni tenzor enak 
ab = �abe(a)� e(b)� ; (116.3)kjer so koe�
ienti �ab, ki so simetri�
ni v indeksih a in b, lahko odvisni od �
asa.Tako smo dobili \triadno" predstavitev prostorske metrike z uporabo troji
e koordinatnihvektorjev; vsa pravila, izpeljana v x 98, veljajo tudi za to predstavitev. Izbiro baznih vektorjevnarekujejo simetrijske lastnosti prostora in v splo�snem trije bazni vektorji niso pravokotni(tako da matrika 
ab ni diagonalna). Polje, v. 1



368 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 116Tako kot v x 98 lahko poleg troji
e vektorjev e(a)� vpeljemo re
ipro�
no troji
o e�(a), takoda velja e�(a)e(b)� = Æba; e�(a)e(a)� = Æ�� : (116.4)V tridimenzionalnem primeru lahko zvezo med obema troji
ama vektorjev zapi�semo ekspli
-itno: e(1) = 1ve(2) � e(3); e(2) = 1ve(3) � e(1); e(3) = 1ve(1) � e(2); (116.5)kjer je v = je(a)� j = e(1) � e(2) � e(3);ker e(a) in e(a) smatramo kot kartezi�
na vektorja s komponentami e�(a) oziroma e(a)� . Deter-minanta metri�
nega tenzorja (116.3) je 
 = �v2; (116.6)kjer je � determinanta matrike �ab.Invariantnost diferen
ialnih form (116.1) pomeni, da jee(a)� (x) dx� = e(a)� (x0) dx0�; (116.7)kjer so e(a)� na obeh straneh ena�
be iste funk
ije starih oziroma novih spremenljivk. Ena�
bopomno�zimo z e�(a)(x0), zapi�semo dx0� = �x0��x� dx�, in s primerjavo koe�
ientov istega diferen-
iala dx� dobimo �x0��x� = e�(a)(x0)e(a)� (x): (116.8)Te ena�
be so sistem diferen
ialnih ena�
b, ki dolo�
ajo funk
ije x0�(x) za izbrani sestav. �Ena�
be (116.8) bodo integrabilne, �
e identi�
no zadostijo pogojem�2x0��x��x
 = �2x0��x
�x� :Izra�
unamo odvode in dobimo24�e�(a)(x0)�x0Æ eÆ(b)(x0)� �e�(b)(x0)�x0Æ eÆ(a)(x0)35 e(b)
 (x)e(a)� (x) = e�(a)(x0) �e(a)
 (x)�x� � �e(a)� (x)�x
 ! :Obe strani ena�
be pomno�zimo z e�(d)(x)e
(
)(x)e(f)� (x0) in odvajanje preselimo z enega faktorjana drugega z uporabo (116.4). Na levi strani tako dobimoe(f)� (x0)24�e�(d)(x0)�x0Æ eÆ(
)(x0)� �e�(
)(x0)�x0Æ eÆ(d)(x0)35 = e�(
)(x0)eÆ(d)(x0)24�e(f)� (x0)�x0Æ � �e(f)Æ (x0)�x0� 35 :�Za transforma
ijo oblike x0� = x� + �� , kjer so �� majhne koli�
ine, dobimo iz (116.8) ena�
be����x� = �
 �e�(a)�x
 e(a)� :Tri linearno neodvisne re�sitve teh ena�
b, ��b (b = 1; 2; 3), dolo�
ajo in�nitezimalne transforma
ije grupe gibanjaprostora. Vektorji ��(b) se imenujejo Killingovi vektorji. (Glej opombo na strani 271.)Polje, v. 1



116 HOMOGEN PROSTOR 369Na desni strani dobimo enak izraz, zapisan s spremenljivko x. Ker sta x in x0 poljubna, semorata izraza poenostaviti na konstante:0��e(
)��x� � �e(
)��x� 1A e�(a)e�(b) = C
ab: (116.9)Konstante C
ab se imenujejo strukturne konstante (angl. stru
ture 
onstants) grupe. �Cepomno�zimo (116.9) z e
(
), dobimo �se druga�
en zapis:e�(a) �e
(b)�x� � e�(b) �e
(a)�x� = C
abe
(
): (116.10)To so iskani pogoji za homogenost prostora. Izraz na levi strani (116.9) je enak de�ni
ijikoli�
in �
ab (98.11), ki so torej konstante.Iz de�ni
ije je razvidno, da so strukturne konstante antisimetri�
ne v spodnjih indeksih:C
ab = �C
ba: (116.11)Zapi�semo lahko �se dodatni pogoj zanje, �
e upo�stevamo, da lahko (116.10) zapi�semo v oblikikomuta
ijskih rela
ij [Xa;Xb℄ � XaXb �XbXa = C
abX
 (116.12)za linearne diferen
ialne operatorje � Xa = e�(a) ��x� : (116.13)Zgoraj omenjeni pogoj sedaj sledi iz identitete[[Xa;Xb℄;X
℄ + [[Xb;X
℄;Xa℄ + [[X
;Xa℄;Xb℄ = 0(to je Ja
obijeva identiteta) in se lahko zapi�se v oblikiCeabCde
 + Ceb
Cdea +Ce
aCdeb = 0: (116.14)Veliko enostavneje je namesto konstant C
ab s tremi indeksi uporabljati skupino koli�
in zdvema indeksoma, ki jih dobimo z dualno transforma
ijo:C
ab = eabdCd
; (116.15)kjer je eab
 = eab
 enotski antisimetri�
ni simbol (velja dogovor e123 = +1). S temi konstantamilahko komuta
ijsko rela
ijo (116.12) zapi�semo koteab
XbX
 = CadXd: (116.16)�V matemati�
ni teoriji zveznih grup (Liejevih grup) se operatorji Xa, ki zadostijo pogojem oblike (116.12),imenujejo generatorji grupe. Omenimo pa naj (da se bomo izognili nejasnosti), da sistemati�
ne teorije obi�
ajnoizhajajo iz operatorjev, de�niranih s Killingovimi vektorji:Xa = ��(a) ��x� : Polje, v. 1



370 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 116Lastnost (116.11) je �ze vsebovana v de�ni
iji (116.15), lastnost (116.14) pa lahko zapi�semokot eb
dC
dCba = 0: (116.17)Omenimo naj �se, da lahko de�ni
ijo (116.9) za koli�
ine Cab zapi�semo v vektorski obliki:Cab = �1ve(a) � r � e(b); (116.18)pri �
emer ponovno izvajamo vektorske opera
ije tako, ko �
e bi bile koordinate xa kartezi�
ne.Izbira treh vektorjev sestava v diferen
ialni formi (116.1) (in s tem tudi izbira operatorjevXa) seveda ni enoli�
na. Uporabimo lahko poljubno linearno transforma
ijo s konstantnimikoe�
ienti: e(a) = Abae(b): (116.19)Koli�
ine �ab in Cab se obna�sajo kot tenzorji proti tak�snim transforma
ijam.Strukturne konstante morajo zadostiti samo pogojem (116.17). Med dopustnimi konstan-tami obstajajo ekvivalentne mno�zi
e [ekvivalentne so v tem smislu, da so razlike med njimipovezane s transforma
ijami vrste (116.19)℄. Klasi�ka
ija razli�
nih homogenih prostorov sepoenostavi na dolo�
anje vseh neekvivalentnih mno�zi
 strukturnih konstant. To lahko storimoz uporabo \tenzorskih" lastnosti koli�
in Cab z uporabo naslednje preproste metode (C. G.Behr, 1962).Nesimetri�
ni tenzor Cab lahko raz
epimo na simetri�
ni in antisimetri�
ni del. Prvegaozna�
imo z nab, drugega pa zapi�semo z njegovim \dualnim vektorjem" a
:Cab = nab + eab
a
: (116.20)Ko ta izraz vstavimo v (116.17), dobimo pogojnabab = 0: (116.21)S pomo�
jo transforma
ij (116.19) lahko simetri�
ni \tenzor" nab diagonaliziramo: naj bodon1, n2 in n3 njegove lastne vrednosti. Ena�
ba (116.21) pomeni, da \vektor" ab (�
e obstaja),le�zi v smeri ene izmed glavnih smeri tenzorja nab, in si
er tiste z lastno vrednostjo 0. Ne da biizgubili na splo�snosti, lahko zapi�semo ab = (a; 0; 0). Tedaj se (116.21) poenostavi v an1 = 0,kar pomeni, da mora biti ena izmed koli�
in a in n1 enaka ni�
. Komuta
ijske zveze (116.12)se zapi�sejo kot: [X1;X2℄ = �aX2 + n3X3;[X2;X3℄ = n1X1; (116.22)[X3;X1℄ = n2X2 + aX3:Edina preostala prosta izbira je sprememba predznaka operatorjev Xa in poljubna trans-forma
ija velikosti teh operatorjev (torej mno�zenje s konstanto). To omogo�
a, da so�
asnospremenimo predznak vseh na in da naredimo koli�
ino a pozitivno (�
e je od ni�
 razli�
na).Dose�zemo lahko tudi, da so vse strukturne konstante enake �1, �
e je vsaj ena izmed koli�
ina, n2 in n3 enaka ni�
. �Ce pa so vse te tri koli�
ine od ni�
 razli�
ne, potem transforma
ija skaleohranja razmerje a2=n2n3. ��Strogo vzeto bi morali v skladu s \tenzorskimi" lastnostmi koli�
in Cab v de�ni
ijo (116.15) vstaviti faktorp� (glej opombe v x 83, ki opisujejo, kako mora biti de�niran antisimetri�
ni enotski tenzor za poljubnekoordinatne transforma
ije). Tu se ne bomo spu�s�
ali v te podrobnosti: za na�se namene zadostuje, da lahkozakon o transforma
iji strukturnih konstant razberemo neposredno iz (116.22).Polje, v. 1



116 HOMOGEN PROSTOR 371Tako dobimo naslednji seznam razli�
nih vrst homogenega prostora; v prvem stolp
uso zapisane rimske �stevilke, s katerimi ozna�
ujemo vrste prostora po Bian
hijevi razdelitvi(L. Bian
hi, 1918): � Vrsta a n(1) n(2) n(3)I 0 0 0 0II 0 1 0 0VII0 0 1 1 0VI0 0 1 -1 0IX 0 1 1 1VIII 0 1 1 -1V 1 0 0 0IV 1 0 0 1VIIa a 0 1 1III (a = 1), VIa (a 6= 1) a 0 1 -1Prva vrsta je evklidski prostor; vse komponente prostorskega krivinskega tenzorja so enakeni�
 (glej ena�
bo (116.24) spodaj). Poleg trivialnega primera Galilejeve metrike spada sem �se�
asovno odvisna metrika, ki jo bomo obravnavali v naslednjem razdelku.Vrsta IX vsebuje kot posebni primer prostor s konstantno pozitivno ukrivljenostjo. Do-bimo ga, �
e v formi (116.2) zapi�semo �ab = Æab=4�, kjer je � pozitivna konstanta. �Ce namre�
uporabimo (116.24) z C11 = C22 = C33 = 1 (to so strukturne konstante za vrsto IX), dobimoP(a)(b) = 12Æab, in sledi P�� = P(a)(b)e(a)� e(b)� = 2�
�� ;kar je natanko Ri

ijev tenzor prostora s pozitivno konstantno ukrivljenostjo [glej (111.3)℄.Na podoben na�
in lahko dobimo prostor z negativno konstantno ukrivljenostjo kot posebniprimer vrste V. Postavimo �ab = Æab=� in izra�
unamo P(a)(b) iz (116.24) z C23 = �C32 = 1,in dobimo P(a)(b) = �2Æab; P�� = �2�
�� ;kar ustreza negativni konstantni ukrivljenosti.Kon�
no poka�zimo, kako se Einsteinove ena�
be v vesolju s homogenim prostorom poenos-tavijo v sistem navadnih diferen
ialnih ena�
b, ki vsebujejo le funk
ije �
asa. Najprej razpi�semoprostorske komponente vektorjev in tenzorjev �
etver
ev vzdol�z triade baznih vektorjev pros-tora: R(a)(b) = R��e�(a)e�(b); R0(a) = R0�e�(a); u(a) = u�e(a)� ;kjer so sedaj vse koli�
ine funk
ije ene spremenljivke (�
asa t); tudi skalarne koli�
ine, kot stagostota energije � in pritisk snovi p, so funk
ije �
asa.Po (97.11)-(97.13) lahko Einsteinove ena�
be v sinhronem opazovalnem sistemu zapi�semos tridimenzionalnima tenzorjema ��� in P�� . Za prvega velja�(a)(b) = _�ab; �(b)(a) = _�a
�
b (116.23)�Parameter a zavzame vse pozitivne vrednosti. Ustrezne vrste prostorov v resni
i ustrezajoenoparametri�
nim dru�zinam razli�
nih grup. Daj jih vse �stejemo kot vrsti prostora VI oziroma VII je stvardogovora. Polje, v. 1



372 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 117(pika ozna�
uje odvajanje po t). Komponente P(a)(b) lahko zapi�semo s koli�
inami �ab in sstrukturnimi konstantami grupe z uporabo (98.15). Po tem, ko nadomestimo simbole s tremiindeksi �ab
 = Cab
 s simboli z dvema indeksoma Cab in ena�
be nekoliko preoblikujemo �,dobimoP (b)(a) = 12� n2CbdCad + CdbCad +CbdCda � Cdd(Cba + Cab) + Æba[(Cdd)2 � 2CdfCdf ℄o :(116.24)Tu je po splo�snem pravilu Cab = �a
C
b; Cab = �a
�bdC
d:Omenimo naj �se, da se Bian
hijeva identiteta za tridimenzionalni tenzor P�� v homogenemprostoru zapi�se kot P 
bCb
a + P 
aCb
b = 0: (116.25)Kon�
ni izrazi za triadne komponente Ri

ijevega �
etvernega tenzorja so: yR00 = �12 _�(a)(a) � 14�(b)(a)�(a)(b) ;R0(a) = �12�(
)(b)(Cb
a � ÆbaCdd
);R(b)(a) = � 12p� (p��(b)(a) � P (b)(a) ): (116.26)Poudarimo naj, da lahko Einsteinove ena�
be nastavimo, ne da bi pri tem vilo potrebno ek-spli
itno zapisati bazne vektorje kot funk
ije koordinat.x117 Raven anizotropen modelIzotropen model je zadovoljiv opis poznej�sih stopenj razvoja vesolja, kar pa �se ne pomeni, daje primeren tudi za opis zgodnjih obdobij razvoja v bli�zini �
asovne singularnosti. To vpra�sanjebodo obravnavali v x 119, v tem in naslednjem razdelku pa si bomo predhodno ogledali re�sitveEinsteinovih ena�
b, ki imajo prav tako �
asovno singularnost, ki pa je bistveno druga�
ne vrstekot Friedmannova singularnost.Poiskali bomo re�sitve, v katerih so ob primerni izbiri opazovalnega sistema vse komponentemetri�
nega tenzorja odvisne samo od ene same spremenljivke, �
asa x0 = t z. Podoben nalogosmo obravnavali �ze v x 109, kjer pa smo si ogledali le primer, ko je determinanta jg�� j = 0.Kot smo pokazali v x 109, lahko v tak�snem primeru postavimo g0� = 0, ne da bi izgubili nasplo�snosti.S transforma
ijo spremenljivke t po predpisu pg00 dt! dt, lahko postavimo g00 na ena,tako da dobimo sinhron opazovalni sistem, v katerem veljag00 = 1; g0� = 0; g�� = �
��(t): (117.1)�Pri �
emer uporabimo pravili�ad�be�
fedef = �eab
; eabfe
df = Æ
aÆdb � ÆdaÆ
b :yKovariantni odvodi ���;
 , ki so vsebovani v R0�, se transformirajo po ena�
bah zapisanih v opombi nastrani 293.zZaradi kraj�sega pisanja bomo v x 117 in x 118 postavili 
 = 1.Polje, v. 1



117 RAVEN ANIZOTROPEN MODEL 373Sedaj lahko uporabimo Einsteinove ena�
be oblike (97.11)-(97.13). Ker koli�
ine 
�� inzato tudi komponente tridimenzionalnega tenzorja ��� = _
�� niso odvisne od koordinat x�,je R0� � 0. Iz istega razloga je P�� � 0, zato se ena�
be gravita
ijskega polja v vakuumupoenostavijo v _��� + 12������ = 0; (117.2)1p
 (p
���)� = 0: (117.3)Iz ena�
be (117.3) sledi p
��� = 2���; (117.4)kjer so ��� konstante. Skr�
imo po indeksih � in � in dobimo��� = _

 = 2p
���; (117.5)od koder sledi 
 = konst � t2. Ne da bi izgubili na splo�snosti lahko konstanto postavimo naena (s preprosto spremembo skale koordinat x�); tedaj je ��� = 1. Ena�
bo (117.4) vstavimov (117.2) in dobimo zvezo ������ = 1; (117.6)kar je zveza med konstantami ���.Nato spustimo indeks � v ena�
bah (117.4) in jih zapi�semo kot sistem navadnih diferen-
ialnih ena�
b: _
�� = 2t �
�

�: (117.7)Skupino koe�
ientov �
� lahko smatramo kot matriko neke linearne transforma
ije. Z ustreznotransforma
ijo koordinat x1, x2, x3 (ali, kar je ekvivalentno, s transforma
ijo koli�
in g1� , g2� ,g3�) lahko to matriko naredimo diagonalno. Njene lastne vrednosti (korene karakteristi�
neena�
be) ozna�
imo z p1, p2, p3, in predpostavimo, da so vse realne in razli�
ne (druga�
niprimeri so obravnavani kasneje); enotski vektorji vzdol�z ustreznih glavnih osi so n(1), n(2),n(3). Re�sitev ena�
b (117.7) lahko potem zapi�semo kot
�� = t2p1n(1)� n(1)� + t2p2n(2)� n(2)� + t2p3n(3)� n(3)� (117.8)(kjer smo koe�
iente poten
 t postavili na ena z ustrezno spremembo skale koordinat). Kon�
nosi izberemo smeri vektorjev n(1), n(2), n(3) kot smeri na�sih osi (imenujemo jih x, y, z), inzapi�semo metriko v njeni kon�
ni obliki (E. Kasner, 1922):ds2 = dt2 � t2p1 dx2 � t2p2 dy2 � t2p3 dz2: (117.9)�Stevila p1, p2 in p3 morajo zadostiti dvema pogojema:p1 + p2 + p3 = 1; p21 + p22 + p23 = 1 (117.10)[prva sledi iz �g = t2, druga pa iz (117.5)℄.Vsa tri �stevila p1, p2, p3 o�
itno ne morejo imeti iste vrednosti. Obstajata dva primera, vkaterih sta dve �stevili enaki, in si
er troji
i 0; 0; 1 in �1=3; 2=3; 2=3. V vseh ostalih primerih soPolje, v. 1



374 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 118�stevila p1, p2 in p3 razli�
na, eno mora biti negativno, drugi dve pa pozitivni. �Ce jih uredimokot p1 < p2 < p3, morajo njihove vrednosti le�zati na intervalih�13 � p1 � 0; 0 � p2 � 23 ; 23 � p3 � 1: (117.11)Metrika (117.9) ustreza ravnemu homogenemu prostoru, ki pa je anizotropen. Njegovaprostornina nara�s�
a (z nara�s�
ajo�
im t) sorazmerno s t; linearne razdalje vzdol�z dveh osi (y inz) nara�s�
ajo, upadajo pa vzdol�z tretje osi (x). �Cas t = 0 je singularnost re�sitve; v tej to�
kiima metrika singularnost, ki je ne moremo odpraviti z nobeno transforma
ijo opazovalnegasistema, pri kateri bi bile invariante �stiridimenzionalnega krivinskega tenzorja enake ni�
 vneskon�
nosti. �Metrika (117.9) je to�
na re�sitev Einsteinovih ena�
b v praznem prostoru. V bli�zini singu-larnosti, pri majhnih t, pa je to le pribli�zna re�sitev (do �
lenov najvi�sjega reda po 1=t), tudi�
e je snov enakomerno porazdeljena po prostoru. Kako in kako hitro se tedaj gostota snovispreminja, je dolo�
eno z gibalnimi ena�
bami snovi v danem gravita
ijskem polju, medtemko je povratni u�
inek snovi na polje zanemarljiv. Ko gre t ! 1, gre gostota snovi protineskon�
nosti, kar je v skladu s �zikalno naravo singularnosti (glej tretjo nalogo).x118 Nihajo�
i na�
in pribli�zevanja k singularnostiZ uporabo modela vesolja s homogenim prostorom vrste IX bomo raziskali �
asovno singu-larnost metrike, ki ima nihajo�
 zna�
aj (V. A. Belinski, E. M. Lif�si
, I. M. Khalatnikov, 1968).V naslednjem razdelku bomo videli, da ima tak�sna re�sitev zelo splo�sen pomen.Zanimalo nas bo obna�sanje modela v bli�zini singularnosti (ki si jo izberemo kot izhodi�s�
eza merjenje �
asa t = 0). Podobno kot v Kasnerjevi re�sitvi iz x 117 prisotnost snovi ne vplivana kvalitativne lastnosti tega obna�sanja. Zaradi preprostosti bomo zato najprej privzeli, daje prostor prazen.Privzamemo, da so koli�
ine �ab(t) v (116.3) diagonalne. Diagonalne elemente ozna�
imoz a2; b2; 
2; tri vektorje opazovalnega sistema e1, e2, e3 ozna�
imo z l, m in n. Prostorskometriko lahko tedaj zapi�semo kot:
�� = a2l�l� + b2m�m� + 
2n�n�: (118.1)Za prostor vrste IX so strukturne konstante enake yC11 = C22 = C33 = 1 (118.2)�Edina izjema je primer p1 = p2 = 0, p3 = 1. Pri teh vrednostih imamo opravka z ravnih prostorom-�
asom;s transforma
ijo t sinh z = �, t 
osh z = � lahko metriko (117.9) naredimo galilejsko. Omenimo naj �se �
lanek,v katerem so podane razli�
ne to�
ne re�sitve Einsteinovih ena�
b v praznem prostoru, ki so odvisne od ve�
jega�stevila parametrov. B. K. Harrison, Phys. Rev., 116, 1285 (1959).Re�sitev vrste (117.9) obstaja tudi v primeru, ko je parameter prostorski; zadostuje, da na ustrezen na�
inspremenimo predznak, na primer:ds2 = x2p1 dt2 � dx2 � x2p2 dy2 � x2p3 dz2:V tem primeru pa obstajajo tudi re�sitve druga�
ne vrste, ki jih dobimo, ko ima karakteristi�
na ena�
ba matrike��� v ena�
bah (117.7) kompleksne ali ve�
kratne korene (glej prvo in drugo nalogo). �Ce je t �
asovni parameter,te re�sitve niso dopustne, ker determinanta g v tem primeru ne bi izpolnila potrebnega pogoja g < 0.yBazni vektorji, ki ustrezajo tem konstantam, sol = (sinx3;� 
os x3 sinx1; 0); m = (
osx3; sinx3 sinx1; 0); n = (0; 
os x1; 1):Polje, v. 1



118 NIHAJO�CI NA�CIN PRIBLI�ZEVANJA K SINGULARNOSTI 375(in C123 = C231 = C312 = 1):Iz (116.26) lahko razberemo, da so pri teh konstantah in diagonalni matriki �ab, komponenteR0(a) Ri

ijevega tenzorja identi�
no enake ni�
 v sinhronem opazovalnem sistemu. Po (116.26)so tudi izvendiagonalne komponente P (a)(b) enake ni�
. Ostale komponente Einsteinovih ena�
bnam dajo naslednji sistem ena�
b za funk
ije a, b, 
:( _ab
):ab
 = 12a2b2
2 [(b2 � 
2)2 � a4℄;(a_b
):ab
 = 12a2b2
2 [(a2 � 
2)2 � b4℄; (118.3)(ab _
):ab
 = 12a2b2
2 [(a2 � b2)2 � 
4℄;�aa + �bb + �

 = 0: (118.4)[Ena�
be (118.3) ustrezajo ena�
bam R1(1) = R2(2) = R3(3) = 0; ena�
ba (118.4) ustreza ena�
biR00 = 0.℄�Casovni odvodi v sistemu ena�
b (118.3)-(118.4) se dajo zapisati bolj enostavno, �
e namestofunk
ij a; b; 
 v ena�
be vstavimo njihove logaritme �; �; 
:a = e�; b = e� ; 
 = e
 ; (118.5)namesto t pa spremenljivko � : dt = ab
d�: (118.6)Tedaj se sistem glasi: 2�;�;� = (b2 � 
2)2 � a4;2�;�;� = (a2 � 
2)2 � b4; (118.7)2
;�;� = (a2 � b2)2 � 
4;12(�+ � + 
);�;� = �;��;� + �;�
;� + �;�
;� ; (118.8)kjer indeks ; � pomeni odvod po � . �Ce se�stejemo ena�
be (118.7) in nadomestimo vsoto drugihodvodov na levi z (118.8), dobimo:�;��;� + �;�
;� + �;�
;� = 14(a4 + b4 + 
4 � 2a2b2 � 2a2
2 � 2b2
2): (118.9)Ta ena�
ba vsebuje samo prve odvode in je torej prvi integral sistema ena�
b (118.7).Ena�
b (118.3)-(118.4) ne moremo to�
no re�siti v analiti�
ni obliki, lahko pa si podrobnoogledamo njihovo kvalitativno obna�sanje v bli�zini singularnosti.Koordinate zavzamejo vrednosti na obmo�
jih 0 � x1 � �, 0 � x2 � 2�, 0 � x3 � 4�. Prostor je zaprt in imaprostornino V = Z p
 dx1 dx2 dx3 = absZ sinx1 dx1 dx2 dx3 = 16�2ab
:�Ce je a = b = 
, je to prostor s konstantno pozitivno ukrivljenostjo s krivinskim polmerom 2a. Polje, v. 1



376 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 118Najprej opazimo, da bi bil sistem to�
no re�sljiv, �
e ena�
be (118.3) oziroma (118.7) ne biimele desnih strani, in si
er bi imelia � tpl; b � tpm ; 
 � tpn ; (118.10)kjer so pl, pm in pn �stevila, povezana z zvezopl + pm + pn = p2l + p2m + p2n = 1 (118.11)[kar ustreza Kasnerjevi re�sitvi (117.9) za homogen raven prostor℄. Eksponente smo ozna�
ili zpl, pm, pn, ne da bi predpostavili, kako so urejeni po velikosti; obdr�zali bomo zapis p1, p2, p3iz x 117 za troji
o �stevil, urejenih po vrsti kot p1 < p2 < p3, ki le�zijo na intervalih (117.11).Ta �stevila lahko zapi�semo v parametri�
ni obliki kotp1(u) = � u1 + u+ u2 ; p2(u) = 1 + u1 + u+ u2 ; p3(u) = u(1 + u)1 + u+ u2 : (118.12)Vse razli�
ne vrednosti p1; p2; p3 (v pravilnem vrstnem redu) dobimo, �
e parameter u te�
e povseh vrednostih u � 1. Vrednosti za u < 1 lahko zapi�semo s tistimi za u � 1, saj veljap1�1u� = p1(u); p2�1u� = p3(u); p3�1u� = p2(u): (118.13)Slika 22 prikazuje grafe koli�
in p1; p2; p3 kot funk
ij spremenljivke 1=u.Predpostavimo, da so desne strani ena�
b (118.7) majhne na nekem �
asovnem intervalu,tako da jih lahko zanemarimo in dobimo re�sitev, podobno Kasnerjevi, (118.10). To ne moreve�
 veljati, ko gremo proti t = 0, saj morajo nekateri izmed �
lenov nara�s�
ati. Na primer�
e negativni eksponent sodi k funk
iji a(t) (tako da je pl = p1 < 0), tedaj dobimo motnjoKasnerjevega obmo�
ja zaradi �
lenov a4; ostali �
leni upadajo skupaj z t.
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3Slika 22:�Ce na desnih straneh ena�
b (118.7) obdr�zimo le �
lene a4, dobimo sistem ena�
b�;�;� = �12e4�; �;�;� = 
;�;� = 12e4�: (118.14)Re�sitev teh ena�
b opisuje spreminjanje metrike od \za�
etnega" stanja, ko je ta opisana zena�
bami (118.10) z dolo�
eno izbiro eksponentov (veljati pa mora pl < 0); naj bodo pl = p1,pm = p2 in pn = p3, tako da je a = tp1 ; b = tp2 
 = tp3Polje, v. 1



118 NIHAJO�CI NA�CIN PRIBLI�ZEVANJA K SINGULARNOSTI 377(predfaktorje v teh izrazih lahko postavimo na ena, ne da bi s tem izgubili na splo�snostispodnjih rezultatov). Ker je ab
 = t; � = ln t + konst, lahko za�
etne pogoje za (118.14)zapi�semo kot �;� = p1; �;� = p2; 
;� = p3:Prva izmed ena�
b (118.14) ima enako obliko kot ena�
ba za enodimenzionalno gibanjedel
a v polju eksponentne poten
ialne stene, kjer igra � vlogo koordinate. Po tej analogijiza�
etnemu Kasnerjevemu obmo�
ju ustreza prosto gibanje s konstantno hitrostjo �;� = pl. Poodboju od poten
ialne stene se bo dele
 ponovno prosto gibal z obrnjeno hitrostjo: �;� = �pl.Iz ena�
b (118.14) razberemo �se, da je �;� + �;� = konst, in �;� + 
;� = konst, od koder sledi�;� = p2 + 2p1; 
;� = p3 + 2p1: (118.15)Sedaj dolo�
imo �, � in 
, nato pa s pomo�
jo ena�
be (118.6) �se t. Dobimoe� � e�p1� ; e� � e(p2+2p1)� ; e
 � e(p3+2p1)�tX e(1+2p1)� ;oziroma a � tp0l; b � tp0m ; 
 � tp0n ;kjer so p0l = jp1j1� 2jp1j ; p0m = p2 � 2jp1j1� 2jp1j ; p0n = p3 � 2jp1j1� 2jp1j : (118.16)Posledi
a motnje je torej to, da se iz enega Kasnerjevega obmo�
ja preselimo v drugega, pri�
emer se negativna poten
a �
asa t preseli iz ene smeri l k drugim: �
e je veljalo pl < 0, je sedajp0m < 0. Ob tem premiku dose�ze funk
ija a(t) maksimum, funk
ija b(t) pa minimum: koli�
inab(t), ki je poprej padala, za�
ne nara�s�
ati, nara�s�
ajo�
a funk
ija a(t) pa za�
ne padati, medtemko 
(t) ves �
as upada. Sama motnja [�
leni a4 v (118.7)℄, ki je nara�s�
ala, za�
ne upadati in sezadu�si. Nadaljnje spreminjanje motnje vodi na podoben na�
in k nara�s�
anju motnje zaradi�
lenov b4 v (118.7), k novemu premiku Kasnerjevega obmo�
ja, in tako naprej.Pravilo za premik eksponentov (118.16) lahko preprosto opi�semo s parametriza
ijo(118.12): �
e je pl = p1(u); pm = p2(u); pn = p3(u);potem je p0l = p2(u� 1); p0m = p1(u� 1); p0n = p3(u� 1): (118.17)Ve�
ji izmed dveh pozitivnih eksponentov ostane pozitiven.Ta pro
es seljenja iz enega Kasnerjevega obmo�
ja v drugega je klju�
 za razumevanjeobna�sanja metrike, ko se pribli�zujemo singularnosti.Zaporedni premiki (118.17) z izmenjavo negativnega eksponenta med smerema l in m senadaljujejo tako dolgo, dokler se 
elo�stevilski del za�
etne vrednosti u ne \izrabi" in postaneu manj�si od ena. Vrednost u < 1 se preslika v u > 1 v skladu z (118.13); v tem trenutku jeeden izmed pl; pm negativen, pn pa postane manj�se �stevilo izmed obeh pozitivnih (pn = p2).Pri nadaljnjem zaporedju premikov se bo negativni eksponent izmenjeval med smerema n in lali pa med smerema n in m. Pri poljubni (ira
ionalni) za�
etni vrednosti za u se bo ta pro
espremikanja nadaljeval brez kon
a. Polje, v. 1



378 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 119V to�
ni re�sitvi bodo eksponenti p1, p2 in p3 izgubili njihov dobesedni pomen. Omenimonaj, da zaradi tako nastale razmazanosti v de�ni
iji teh �stevil (in s tem tudi parametrau), �
etudi je ta majhna, ni smiselno obravnavati posebne primere (na primer ra
ionalne)vrednosti parametra u. Zato obravnavamo le tista obna�sanja, ki so zna�
ilna za splo�sni primerz ira
ionalno vrednostjo u.Razvoj modela, ko se pribli�zujemo singularnosti, je torej sestavljeno iz zaporedij nihanj,med katerimi razdalje vzdol�z dveh prostorskih osi nihajo, medtem ko te monotono padajovzdol�z tretje; prostornina upada po zakonu, ki je blizu � t. Ko preidemo iz enega zaporedjav drugega, se smer, vzdol�z katere razdalje monotono upadajo, preseli iz ene smeri v drugo.Vrstni red teh premikov ima asimptoti�
no zna�
ilnosti naklju�
nega pro
esa. Tudi vrsti reddol�zin zaporednih serij nihajev (torej �stevilo Kasnerjevih dob v vsaki seriji) � ima stohasti�
nizna�
aj.Zaporedne serije nihanj se zgostijo, ko se pribli�zujemo singularnosti. Neskon�
no �stevilonihljajev se zgodi med kon�
nih svetovnim �
asom t in trenutkom t = 0. Primerna spremenljivkaza opis tak�snega �
asovnega razvoja ni �
as t, temve�
 njegov logaritem ln t. S to spremenljivkose opis 
elotnega pro
es pribli�zevanja singularnosti raztegne v �1.Pri tu opisani re�sitvi smo nalogo poenostavili �ze na za�
etku s tem, da smo predpostavili,da je matrika �ab(t) v (116.3) diagonalna. Prisotnost izvendiagonalnih komponent tenzorja�ab ne spremeni nihajo�
i zna�
aj re�sitve ali zakon (118.17) za premike eksponentov pl, pm inpn med zaporednimi Kasnerjevimi obdobji. Pojavi pa se nova lastnost: premike eksponentovspremlja sprememba smeri osi, katerim pripi�semo eksponente. yx119 �Casovna singularnost v splo�sni kozmolo�ski re�sitvi Ein-steinovih ena�
bPoudarili smo �ze, da �
etudi Friedmannov model zadostuje za opis trenutnega stanja vesolja, to�se ne pomeni, da je ta model primeren za opis zgodnjih obdobij razvoja vesolja. Vpra�samo selahko 
elo, v kak�sni meri je obstoj �
asovne singularnosti potrebna splo�sna lastnost kozmolo�skihmodelov, in ali se morda ne pojavi zaradi spe
i��
nih predpostavk, na katerih temeljijo poenos-tavljeni modeli (izpostavimo naj predpostavke o simetriji). Poudariti moramo, da kadar gov-orimo o singularnosti, mislimo na �zikalno singularnost, torej prostor, kjer postanejo gostotasnovi in invariante krivinskega tenzorja neskon�
ne.�Ce bi bil obstoj singularnosti neodvisen od teh predpostavk, bi to pomenilo, da singu-larnost ni le lastnost posebnih re�sitev, temve�
 je tudi lastnost splo�sne re�sitve Einsteinovihena�
b. Pogoj, da je neka re�sitev splo�sna, je povezan s �stevilom \�zikalno poljubnih" funk
ij,vsebovanih v re�sitvi. V splo�sni re�sitvi mora biti �stevilo tak�snih funk
ij zadosti veliko, da� �Ce je \za�
etna" vrednost parametra u enaka u0 = k0 + x0 (kjer je k0 
elo �stevilo, x0 < 1), je dol�zinaprve serije nihajev k0, za�
etna vrednost za drugo serijo pa bo u1 = 1=x0 � k1 + x1, et
. Hitro pridemo dougotovitve, da so dol�zine zaporednih serij podane s �
leni k0, k1, k2, : : : iz razvoja u0 v neskon�
ni (za ira
ionalniu0) zaporedni ulomek: u0 + k0 + 1k1 + 1k2+ 1k3+:::Zaporedje vrednosti naslednjih �
lenov v tak�snem razvoju je statisti�
no porazdeljeno.yO tem in drugih podrobnosti obna�sanja homogenih kozmolo�skih modelov te vrste lahko brale
 ve�
 izve vV. A. Belinskii, E. M. Lif�si
, I. M. Khalatnikov, Adv. in Physi
s 19, 525 (1970); Adv. in Physi
s 31, 639(1982).Polje, v. 1



119�CASOVNA SINGULARNOST V SPLO�SNI KOZMOLO�SKI RE�SITVI EINSTEINOVIHENA�CB 379lahko poljubno dolo�
imo za�
etne pogoje ob poljubno izbranem �
asu [4 v praznem prostoru, 8v prostoru, zapolnjenem s snovjo (glej x 95)℄. �Seveda je iskanje to�
ne re�sitve za 
elotni prostor in za vse �
ase obsojeno na neuspeh. Zana�se namene pa zadostuje, �
e poi�s�
emo re�sitev le v bli�zini singularnosti.Lastnost singularnosti Friedmannove re�sitve je to, da gredo prostorske razdalje proti ni�
v vseh smereh po enakem zakonu. Tovrstna singularnost seveda ni zadosti splo�sna, temve�
je zna�
ilna za skupino re�sitev, ki vsebujejo le tri �zikalno poljubne funk
ije koordinat (glejnalogo v x 113). Omenimo �se, da tak�sne re�sitve obstajajo le v prostoru, zapolnjenem s snovjo.Singularnost nihajo�
e vrste, ki smo jo opisali v prej�snjem razdelku, je splo�sna { obstajare�sitev Einsteinovih ena�
b s tak�sno singularnostjo, ki vsebuje zadostno mno�zi
o poljubnihfunk
ij. Na kratko bomo opisali konstruk
ijo tak�sne re�sitve, ne da bi se spu�s�
ali v ra�
unskepodrobnosti. yKot v homogenem modelu (x 118) je pribli�zevanje singularnosti sestavljeno iz zaporednihserij Kasnerjevih obdobij, ki se izmenjujejo. Med vsakim obdobjem imajo vodilni �
leni (po1=t) v prostorskem metri�
nem tenzorju (v sinhronem opazovalnem sistemu) obliko (118.1),kjer so funk
ije �
asa a; b; 
 podane z (118.10), vektorji l, m in n pa so sedaj poljubne funk
ijeprostorskih koordinat (in ne ve�
 dolo�
ene funk
ije kot v homogenem modelu). Tudi pl, pmin pn so sedaj funk
ije (in ne ve�
 �stevila), ki pa so �se vedno povezane z zvezo (118.11).Tako sestavljena metrika zadosti ena�
bama R00 = 0 in R�� = 0 za polje praznega prostora(do vodilnih �
lenov natan�
no) na dolo�
enem kon�
nem �
asovnem intervalu. Ena�
be R0� = 0nam dajo tri zveze (ki ne vsebujejo �
asa), ki jih morajo izpolnjevati si
er poljubne funk
ijeprostorskih koordinat, ki so vsebovane v 
��. Te zveze med seboj povezujejo deset razli�
nihfunk
ij: po tri komponente vsake izmed treh vektorjev l, m in n, in eno funk
ijo �
asovniheksponentov (ker so funk
ije pl, pm in pn �ze povezane z dvema pogojema (118.11)). Kodolo�
amo �stevilo �zikalno poljubnih funk
ij, moramo upo�stevati, da sinhroni opazovalni sistemdopu�s�
a transforma
ije treh prostorskih koordinat, ki ne vplivajo na �
as. Zato ima metrikaskupaj 10� 3� 3 = 4 poljubne funk
ije, kar je ravno �stevilo, ki je potrebno za splo�sno re�sitevpolja v vakuumu.Do zamenjave enega Kasnerjevega obdobja z drugim pride (tako kot v homogenem mod-elu) zato, ker so v treh izmed �sestih ena�
b R�� = 0 �
leni, ki s padajo�
im t nara�s�
ajo hitrejekot ostali �
leni, in torej igrajo vlogo motnje, ki Kasnerjevo obdobje uni�
i. Te ena�
be imajo vsplo�snem obliko, ki se od (118.14) razlikuje za faktor, ki je odvisen od prostorskih koordinat,(l�r�l=l�m�n), na desni strani ena�
b (kjer je izmed treh eksponentov pl, pm in pn negativenpl). z Ker pa je (118.14) sistem navadnih diferen
ialnih ena�
b po �
asu, ta razlika nikakorne vpliva na njihovo re�sitev ali na zakon o premikih Kasnerjevih eksponentov (118.17), ki jeposledi
a te re�sitve, niti na druge zaklju�
ke, do katerih smo pri�sli v x 118. x�Poudarimo naj, da za sistem nelinearnih ena�
b, kot so Einsteinove ena�
be, pojem splo�sne re�sitve ni povsemnedvoumen. Na�
eloma lahko obstaja ve�
 kot le en sam splo�sen integral, pri tem pa vsak izmed integralovne pokriva 
elotne mnogoterosti mo�znih za�
etnih pogojev, temve�
 le neko kon�
no obmo�
je. Obstoj splo�snere�sitve, ki ima singularnost, �se ne izklju�
uje mo�znosti obstoja drugih splo�snih re�sitev, ki singularnosti nimajo.Na primer brez dvoma obstaja splo�sna re�sitev brez singularnosti, ki opisuje stabilno izolirano telo, ki nimaprevelike mase.yTe lahko brale
 najde v V. A. Belinski, E. M. Lif�si
, I. M. Khalatnikov, Adv. in Physi
s. 31, 639 (1982).zV homogenem modelu je ta faktor enak kvadratu strukturne konstante C11 in je torej po de�ni
iji kon-stanten.x �Ce za poljubne funk
ije v re�sitvi zahtevamo dodatni pogoj l � r � l = 0, nihljaji izginejo, tako da seKasnerjevo obdobje razteza vse do �
asa t = 0. Vseeno pa tak�sna re�sitev vsebuje eno funk
ijo manj, kot jihpotrebujemo v splo�snem primeru. Polje, v. 1



380 RELATIVISTI�CNA KOZMOLOGIJA 119Splo�snost re�sitve se ne zmanj�sa, �
e je prisotna tudi snov: snov vpliva na metriko preko�stirih novih funk
ij koordinat, ki jih potrebujemo, da dolo�
imo njeno za�
etno porazdelitevgostote in tri komponente njene hitrosti. Napetostni tenzor snovi T ki vodi k dodatnim �
lenomv ena�
bah polja. Ti �
leni so vi�sjega reda po 1=t kot vodilni �
leni (v kar se lahko prepri�
amopo analogiji z ugotovitvami iz tretje naloge v x 117 za ravni homogeni model).Obstoj singularnosti v �
asu je torej izjemno splo�sna lastnost re�sitev Einsteinovih ena�
b.Pribli�zevanje k singularnosti je pri tem v splo�snem nihajo�
e. � Poudariti moramo, da tak�snoobna�sanje ni povezano s prisotnostjo snovi (in torej ni odvisno od njene ena�
be stanja),temve�
 je zna�
ilnost prostora-�
asa samega. Monotona, izotropna singularnost, ki je tipi�
na zaFriedmannovo re�sitev, in je odvisna od prisotnosti snovi, je torej le posebnost. Ko govorimoo singularnostih v kozmolo�skem smislu, imamo v mislih singularno to�
ko, ki jo dose�zemov 
elotnem prostori in ne le v nekem omejenem obmo�
ju, kot pri gravita
ijskem kolapsukon�
nega telesa. Splo�snost nihajo�
e re�sitve pa namiguje na to, da je singularnost, ki jo dose�zekon�
no telo med kolapsom onkraj dogodkovnega obzorja v sogibljivem opazovalnem sistemu,tudi tak�sne vrste.Ves �
as smo imeli za smer pribli�zevanja singularnosti tisto smer, pri kateri �
as upada;ker pa so Einsteinove ena�
be simetri�
ne glede na obrat �
asa, bi se singularnosti lahko pravtako pribli�zevali v smeri nara�s�
ajo�
ega �
asa. Dejansko pa zaradi �zikalne neenakosti medprihodnostjo in preteklostjo obstaja velika razlika med tem primeroma �ze pri sami formu-la
iji naloge. Singularnost v prihodnosti ima lahko �zikalen pomen le, �
e jo dose�zemo pripoljubnih za�
etnih pogojih, ki veljajo ob nekem trenutku. O�
itno ni nobenega razloga, da bibila porazdelitev snovi in polja v danem obdobju razvoja vesolja natanko tak�sna, da bi bilozado�s�
eno pogojem, da dobimo neko posebno re�sitev Einsteinovih ena�
b.Kar se ti�
e singularnosti v preteklosti, nam obravnava, ki temelji le na ena�
bah gravita
ije,te�zko da splo�sen odgovor. Verjamemo lahko, da je re�sitev, ki ustreza na�semu vesolju, povezanaz nekimi globokimi �zikalnimi zahtevami, ki jih ne bomo mogli poiskati z uporabo obstoje�
eteorije gravita
ije. Tak�sne zahteve bomo morda na�sli pri nadaljnjih sintezah �zikalnih teorij.Mo�zno bi bilo 
elo, da prava re�sitev ustreza 
elo neki posebni (na primer izotropni) vrstisingularnosti.Kon�
no moramo omeniti �se nekaj. Veljavnost Einsteinovih ena�
b ni samo po sebi nikakoromejena na obmo�
ju majhnih razdalj in velikih gostot snovi: ena�
be v tej limiti ne vodijo knobenim notranjim protislovjem (za razliko na primer od klasi�
nih ena�
b elektrodinamike).V tem smislu je obravnava singularnosti prostorsko-�
asovne metrike z uporabo Einsteinovihena�
b povsem pravilna. Vendar pa ni nobenega dvoma, da postanejo v tej limiti pomembnikvantni pojavi, o njih pa ne moremo re�
i ni�
 v okviru obstoje�
e teorije. Le prihodnja sintezateorije gravita
ije in kvantne teorije bo lahko pokazala, kateri izmed rezultatov klasi�
ne teorijeostanejo smiselni. Vseeno pa ni nobenega dvoma, da ima �ze sama prisotnost singularnosti vre�sitvah Einsteinovih ena�
b (tako kar se ti�
e kozmolo�skih vpra�sanj, kot pri kolapsu kon�
nihteles) globok �zikalen pomen. Ne smemo pozabiti, da med gravita
ijskim kolapsom dose�zemoizjemno visoke gostote, ki pa so �se vedno brez dvoma pravilno opisane s klasi�
no teorijogravita
ije { �ze to zadostuje, da lahko govorimo o �zikalno \singularnem" (nenavadnem!)pojavu.�Dejstvo, da v splo�sni re�sitvi Einsteinovih ena�
b obstaja singularnost, je prvi pokazal R. Penrose leta 1965z uporabo topolo�skih metod, ki �zal ne omogo�
ajo, da bi dolo�
ili analiti�
ne zna�
ilnosti singularnosti. Te metodeso predstavljene v knjigi R. Penrose, Stru
ture of Spa
e-Time, W. A. Benjamin, N.Y., 1968, kjer najdemo tudiizreke, dobljene z njihovo uporabo.Polje, v. 1
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