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Poglavje 1

Nacelo relativnosti

81 Hitrost Sirjenja interakcije

Naravne pojave moramo opisati v opazovalnem sistemu. Opazovalni sistem je sestavljen iz
koordinatnega sistema, s katerim dolo¢imo polozaj delca v prostoru, ter iz ur, ki so postavljene
v tem sistemu in omogocajo, da dolo¢imo cas.

Obstajajo taksni opazovalni sistemu, v katerih se prosto gibajoce se telo (to je taksno telo,
na katerega ne delujejo zunanje sile) giblje s konstantno hitrostjo. Taksne opazovalne sisteme
imenujemo inercialni opazovalni sistemi.

Ce se dva opazovalna sistema enakomerno gibljeta eden glede na drugega, in ée je eden
od sistemov inercialen, potem je inercialen tudi drugi (tudi v tem sistemu bo vsako prosto
gibanje premocrtno in nepospeseno). Na ta nacin lahko dobimo poljubno veliko inercialnih
sistemov, ki se vsi gibljejo enakomerno eden glede na drugega.

Empiri¢cno vemo, da velja tako imenovano nacelo relativnosti. Po tem nacelu so vsi naravni
zakoni enaki v vseh inercialnih opazovalnih sistemih. Z drugimi besedami, enacbe, s katerimi
zapiSemo te naravne zakone, so invariantne pri transformacijah koordinat in Casa iz enega
inercialnega sistema v drugega. To pomeni, da se vsaka enacba, ki opisuje zakon narave,
zapiSe v isti obliki v koordinatah in ¢asu razli¢nih inercialnih opazovalnih sistemov

Interakcije med delci snovi v obi¢ajni mehaniki zapiSemo s potencialno energijo interakcije,
ki je funkcija koordinat interagirajocih delcev. Hitro uvidimo, da pri taksnem opisu interakcij
predpostavimo, da se interakcije Sirijo hipoma.

Poizkusi pa so pokazali, da hipne interakcije v naravi ne obstajajo. Zato je mehanika, ki
temelji na podmeni hipne Siritve interakcije, do neke mere nenatancna. Dejansko bo spre-
memba v enem izmed interagirajocih teles ucinkovala na druga telesa Sele potem, ko mine
neki interval ¢asa. Sele po tem intervalu bodo procesi, ki so privedli k zacetni spremembi,
delovali na drugo telo. Ce razdaljo med telesoma delimo s tem Gasovnim intervalom, dobimo
hitrost Sirjenja interakcije.

Strogo vzeto bi morali to hitrost imenovati najvecja hitrost Sirjenja interakcije. Hitrost
doloca namre¢ interval ¢asa, po katerim zac¢ne sprememba v enem telesu delovati na drugega.
Jasno je, da obstoj zgornje meje hitrosti Sirjenja interakcije pomeni tudi, da je gibanje teles z
vecjo hitrostjo v naravi nemogoce. Ce bi namret taksno gibanje lahko obstajalo, bi z njegovo
pomocjo lahko dosegli, da bi telesa med seboj delovala z interakcijo, katere hitrost bi bila
veéja od najveCje mozne hitrosti Sirjenja interakcij.

Interakcije, ki se §irijo od enega delca do drugega, pogosto imenujemo “signali”. Prvi delec



1 HITROST SIRJENJA INTERAKCILJE 7

poslje signal in tako “obvesti” drugi delec o spremembah, ki jih je dozivel. Hitrost Sirjenja
interakcije je zato tudi hitrost signala.

Iz nacela relativnosti sledi pomembno dejstvo, da je hitrost Sirjenja interakcij enaka v
vseh inercialnih opazovalnih sistemih. Zato je hitrost Sirjenja interakcij splosna konstanta.
Ta konstantna hitrost je tudi hitrost svetlobe v praznem prostoru (kar bomo pokazali kasneje).
Svetlobno hitrost obi¢ajno oznacimo s ¢rko ¢, znasa pa

c=2,998 x 10" cm/sec. (1.1)

Ker je ta hitrost visoka, je klasicna mehanika v praksi videti zadosti natancna v veCini
primerov. Hitrosti, s katerimi imamo obi¢ajno opravka, so tako majhne v primerjavi s svet-
lobno hitrostjo, da privzetek, da je svetlobna hitrost neskonc¢na, natan¢nosti izracunov ne
prizadene obcutno.

Nagcelo relativnosti in konénost hitrosti Sirjenja interakcij skupaj tvorita Einsteinovo nacelo
relativnosti (formuliral ga je Einstein leta 1905). Razlikuje se od Galilejevega nacela rela-
tivnosti, ki temelji na neskonéni hitrosti Sirjenja interakcij.

Mehanika, ki temelji na Einsteinovem nacelu relativnosti (v nadaljevanju bomo pisali pre-
prosto kar nacelo relativnosti), se imenuje relativisticna mehanika. V mejnem primeru, ko so
hitrosti teles majhne v primerjavi s svetlobno, lahko u¢inke konénosti hitrosti Sirjenja inter-
akcij na gibanje teles zanemarimo. Tedaj relativisticna mehanika postane obicajna mehanika,
ki temelji na podmeni hipnega Sirjenja interakcije; ta mehanika se imenuje Newtonova ali
klasiéna mehanika. Prehod iz relativisticne v klasi¢cno mehaniko lahko formalno dosezemo z
limito ¢ — 0o v enacbah relativisticne mehanike.

Ze v klasi¢ni mehaniki je razdalja relativna, kar pomeni, da so prostorske razdalje med
razlicnimi dogodki odvisne od opazovalnega sistema, v katerem jih opisujemo. Izjava, da
se dva dogodka, ki nista soCasna, pripetita v eni in isti toc¢ki v prostoru, ali v sploSnem na
doloceni razdalji eden od drugega, dobi pomen Sele tedaj, ko povemo, v katerem opazovalnem
sistemu dogodke opisujemo.

Cas pa je absoluten v klasi¢ni mehaniki; z drugimi besedami, privzamemo lahko, da so
lastnosti casa neodvisne od opazovalnega sistema; obstaja en sam cas za vse opazovalne sis-
teme. To pomeni, da ce pride do dveh pojavov socasno z vidika nekega opazovalca, sta pojava
socasna tudi za vse druge opazovalce. V sploSnem je interval ¢asa med dvema dogodkoma
enak v vseh opazovalnih sistemih.

Hitro lahko pokazemo, da je absolutnost casa v popolnem nasprotju z Einsteinovim
nacelom relativnosti. Zadostuje, da se spomnimo, da v klasicni mehaniki (ki temelji na
konceptu absolutnega casa) obstaja splosni zakon o se§tevanju hitrosti, po katerem je hitrost
sestavljenega gibanja enako (vektorski) vsoti hitrosti, ki to gibanje tvorijo. Ta vsesplo$ni
zakon mora veljati tudi za Sirjenje interakcij. Od tod bi sledilo, da je hitrost Sirjenja razlicna
v razlicnih opazovalnih sistemih, v nasprotju z nacelom relativnosti. Kar se tega vpraSanja
tice, poizkusi odloéno podpirajo nacelo relativnosti. Meritve, ki jih je prvi opravil Michelson
(1881), so pokazali, da hitrost svetlobe ni niti malo odvisna od smeri §irjenja; v skladu s
klasi¢no mehaniko bi pricakovali, da bo hitrost svetlobe manjsa v smeri gibanja Zemlje kot v
nasprotni smeri.

Iz nacela relativnosti sledi, da ¢as ni absoluten. Cas poteka razliéno v razliénih opazovalnih
sistemih. Izjava, da je med dvema danima dogodkoma potekel doloc¢en ¢asovni interval, dobi
pomen Sele tedaj, ko povemo, na kateri opazovalni sistem se izjava nanasa. Dogodki, ki so v
enem opazovalnem sistemu socasni, v drugih opazovalnih niso nujno socasni.

Polje, v. 1
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To nam do postalo bolj jasno ob naslednjem primeru.
Oglejmo si dva inercialna opazovalna sistema K in K’ s koordinatnimi osmi XY Z oziroma,
X'Y'Z', pri éemer se sistem K’ giblje glede na K vzdolz osi X (X') (slika 1).

Z 7

T
>
TO

XX

Slika 1:

Iz tocke A na osi X' posljemo signal v dve nasprotni si smeri. Ker je hitrost Sirjenja
signala v sistemu K' (kot tudi v vseh drugih inercialnih sistemih) v obeh smereh enaka ¢, bo
signal dosegel tocki B in C, ki sta enako oddaljeni od A, socasno (v sistemu K').

Hitro uvidimo, da ista dogodka (prihod signala v tocki B in C') nikakor ne moreta biti
socCasna za opazovalca v sistemu K. Hitrost signala glede na sistem K ima namre¢ po nacelu
relativnosti enako hitrost ¢ in ker se tocka B giblje (glede na sistem K) proti izvoru signala,
tocka C' pa stran od njega, bo v opazovalnem sistemu K signal dosegel tocko B prej kot tocko
C.

Zato vodi Einsteinovo nacelo relativnosti k zelo drasticnim in temeljnim spremembam
osnovnih pojmov fizike. Pojma prostora in ¢asa, kot ju poznamo iz na$ih vsakodnevnih
izkuSenj, sta le priblizka, ki sta povezana z dejstvom, da imamo v vsakodnevnem zivljenju
opravka le s hitrostmi, ki so majhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo.

82 Razmik

V nadaljevanju bomo pogosto uporabljali pojem dogodka. Dogodek opiSemo s krajem, kjer
se je pripetil, in s ¢asom, ko je do njega prislo. Zato dogodek, do katerega je prislo v nekem
delcu snovi, opiSemo s tremi koordinatami delca in s ¢asom dogodka.

Za lazjo predstavo pogosto uporabljamo namisljeni stiridimenzionalen prostor (imenovan
tudi prostor-cas ali c¢etverni prostor), katerega osi oznacimo s tremi prostorskimi koordi-
natami in s ¢asom. V tem prostoru dogodke prikazemo s tockami, ki se imenujejosvetovne
tocke. V cetvernem prostoru vsakemu delcu ustreza ¢rta, imenovana svetovnica. Tocke na
tej ¢rti dolocajo koordinate delca za vsak trenutek. Hitro ugotovimo, da delcu, ki se giblje
enakomerno premocrtno, ustreza ravna svetovnica, premica.

Sedaj bomo zapisali nacelo invariantnosti hitrosti svetlobe v matemati¢ni obliki. V ta
namen si zamislimo dva opazovalna sistema K in K', ki se gibljeta eden glede na drugega s
konstantno hitrostjo. Izberemo si taksne koordinatne osi, da osi X in X' sovpadata, medtem
ko sta osi Y in Z vzporedni z Y' in Z'; v sistemih K oziroma K' ozna¢imo ¢as z t oziroma, z
t.

Polje, v. 1
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Ob casu t; (v sistemu K) posljemo iz tocke s koordinatami z1, yi, z; signal, ki potuje s
svetlobno hitrostjo (to je prvi dogodek). Sirjenje tega signala opazujemo v sistemu K. Drugi
dogodek naj bo sprejem signala v tocki xo, y2, zo ob €asu ty. Signal potuje s hitrostjo ¢;
med dogodkoma je prepotoval razdaljo c(to — t1). Ta razdalja pa je enaka [(xo — z1)% + (y2 —
y1)? + (29 — 21)?]Y/2. Zato lahko zapisemo naslednjo zvezo med koordinatami dveh dogodkov
v sistemu K:

(xo — .7;'1)2 + (y2 — y1)2 + (29 — 21)2 — 62(t2 — t1)2 =0. (2.1)

Oba dogodka, torej Sirjenje signala, lahko opazujemo tudi iz sistema K':

Naj bodo koordinate prvega dogodka v sistemu K' enake 2/, 4}, 2}, ¢}, koordinate drugega
pa xh, yh, 2, t,,. Ker je hitrost svetlobe enaka v sistemih K in K’, velja podoben izraz, kot je
(2.1):

(s — )2 + (g — ) o (h — )2 — Bty — ) =0, (22)

Ce so T1y121t1 in Tays29ts koordinate poljubnih dveh dogodkov, potem kolic¢ino
si2 = [Pty —t1)? — (@2 —21)? = (2 —1)° — (22 — 21)?]"/? (2.3)

imenujemo razmik (angl. interval) med tema dogodkoma.

Iz nacela invariantnosti hitrosti svetlobe sledi, da ce je razmik med dvema dogodkoma
enak ni¢ v enem koordinatnem sistemu, je enak ni¢ tudi v vseh ostalih.

Ce sta dva dogodka neskoncno bliznja, potem je razmik ds med njima enak

ds? = 2 dt* — dz? — dy? — d2° (2.4)

Oblika izrazov (2.3) in (2.4) nam omogoca, da razmik formalno razumemo kot razdaljo
dveh tock v namisljenem §tiridimenzionalnem prostoru (katerega osi ozna¢imo z x, y, z in z
zmnozkom ct). Obstaja pa osnovna razlika med pravilom za ra¢unanje razmika in ustreznim
pravilom v obicajni geometriji: ko racunamo kvadrat razmika seStejemo kvadrate razlik ko-
ordinat vzdolz razliénih osi z razlicnimi predznaki in ne z enim samim. *

Kot smo pravkar pokazali, ¢e je ds = 0 v enem inercialnem sistemu, je ds’ = 0 v vseh
ostalih. Po drugi strani sta ds in ds’ infinitezimalni koli¢ini istega reda. Iz teh dveh pogojev
sledi, da morata biti ds? in ds’ % sorazmerna:

ds? = ads”,

kjer je koeficient a lahko odvisen le od absolutne vrednosti relativne hitrosti obeh opazovalnih
sistemov. Ne more biti odvisen od koordinat niti ¢asa, sicer razliéne tocke v prostoru in
razli¢ni trenutki casa ne bi bili enakovredni, kar bi bilo v nasprotju s homogenostjo prostora
in ¢asa. Prav tako ne more biti odvisen od smeri relativne hitrosti, ker bi to bilo v nasprotju
z izotropnostjo prostora.

Imejmo tri opazovalne sisteme K, K; in Ko, in naj bosta V; in Vs hitrosti sistemov K in
K> glede na sistem K. Tedaj velja

ds?* = a(Vy)ds?, ds® = a(Vy)dsi. (2.5)

Podobno lahko zapisemo
dsi = a(Viz) ds3, (2.6)

*Stiridimenzionalno geometrijo, ki jo opisuje kvadraticna forma (2.4), je v teorijo relativnosti vpeljal H.
Minkowski. To geometrijo imenujemo psevdo-ekvlidska, da jo lo¢imo od obicajne evklidske.

Polje, v. 1



10 NACELO RELATIVNOSTI 2

kjer je Vi absolutna vrednost hitrosti sistema Ko glede na sistem K;. S primerjavo teh zvez
ugotovimo, da mora veljati

a(V2)
a(h) a(Via). (2.7)
Vendar pa je V12 odvisen ne le od absolutnih vrednosti vektorjev Vi in Vo, temvec tudi od
kota med njima. Ta kot se ne pojavlja na levi strani enacbe (2.7). O¢citno ta enacba lahko
velja le, ¢e je funkcija a(V') kar konstanta, ki mora zaradi te iste enacbe biti enaka ena.
Zato je
ds? = ds?, (2.8)

iz enakosti infinitezimalnih razmikov pa sledi Se enakost kon¢nih razmikov: s = s'.

To je zelo pomemben rezultat: razmik med dvema dogodkoma je enak v vseh inercialnih
opazovalnih sistemih, zato je invarianten proti transformacijam iz enega inercialnega sistema v
drugega. Ta invariantnost je matematicna posledica dejstva, da je hitrost svetlobe konstantna.

Naj bodo ponovno x1y121t1 in x2ys2ste koordinate dveh dogodkov v nekem opazovalnem
sistemu K. Zanima nas, ¢e obstaja takSen koordinatni sistem K’, v katerem se ta dogodka
pripetita v isti tocki v prostoru.

Vpeljemo zapis

to—ty =tor, (w2—z1)2+ (2 — 1) + (20 — 21)? = 15,.
Razmik med dogodkoma v sistemu K je
2 2,2 2
819 = €11y — U9,

v sistemu K’ pa

12 2,0 2 ;2
S19° =ty — 17,

zaradi invariantnosti razmikov pa od tod sledi
CQtfz - 5%2 = 02t1122 - 51122-
Zahtevo, da do dogodkov pride v isti tocki v sistemu K', zapisemo kot ], = 0. Tedaj je

Zaklju¢imo, da opazovalni sistem z iskano lastnostjo obstaja, ce je s2, > 0, torej ¢e je razmik
med dogodkoma realno §tevilo. Realne razmike imenujemo casovni razmiki.

Ce je razmik med dogodkoma Casoven, torej obstaja opazovalni sistem, v katerem pride
do obeh dogodkov na istem mestu. Cas, ki v tem sistemu mine med dogodkoma, je

1 S12
th, = =y\/c2t2, — 12, = =, 2.9
12 = C7l79 1 c (2.9)

Ce do obeh dogodkov pride v istem telesu, tedaj je interval med njima vedno ¢asoven, ker
se telo v tem ¢asu ne more premakniti za razdaljo, vecjo od cti2, ker hitrost telesa ne more
biti vecja od svetlobne. Zato je vedno

112 < ctys.
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2 RAZMIK 11

Sedaj bi radi vedeli, ¢e obstaja opazovalni sistem, v katerem se dva dogodka pripetita
socasno. Kot prej velja za sistema K in K’ zveza 22, — 12, = c2t},” — I,°. Zelimo si, da bi
veljalo t}, = 0, zato je

52, = —l'122 < 0.

Iskan opazovalni sistem obstaja le, ¢e je razmik med dogodkoma imaginarno $tevilo. Imag-
inarne razmike imenujemo prostorski razmiki.

Ce je razmik med dvema dogodkoma prostorski, torej obstaja opazovalni sistem v katerem
do obeh dogodkov pride socasno. Razdalja med tockama, kjer se dogodka pripetita, je

’12 =1/ Z%Q - C2t%2 == ’i812. (210)

Delitev razmikov na ¢asovne in prostorske je zaradi invariantnosti razmikov absoluten po-
jem. To pomeni, da je ¢asovni oziroma prostorski znacaj razmika neodvisen od opazovalnega
sistema.

t

a ! c
Absol ut na
pri hodnost

Absol ut no Absol ut no
| oceno | oceno

Absol ut na
pret e‘kl ost

Slika 2:

Naj bo nek dogodek O izhodisce casovne in prostorskih koordinat. Z drugimi besedami,
v Cetvernem koordinatnem sistemu, katerega osi so oznacene z x,y, 2,t, je svetovna tocka
dogodka O koordinatno izhodis¢e. Oglejmo si v kaksni povezavi so drugi dogodki s tocko O.
Za lazjo predstavo si bomo mislili, da imamo opravka z eno samo prostorsko dimenzijo in s
casom; z njima oznacimo osi na sliki 2. Enakomerno premocrtno gibanje delca, ki gre skozi
tocko x = 0 ob casu t = 0, prikazemo s premico, ki gre skozi O, in ki je nagnjena glede na
os t pod kotom, katerega tangenta je hitrost delca. Ker je najvecja mozna hitrost c, obstaja
najvec¢ji kot med to premico in osjo ¢. Na sliki 2 sta prikazani dve ¢rti, ki predstavljata
Sirjenje signala (s svetlobno hitrostjo) v nasprotnih smereh in ki potekata skozi dogodek O
(torej skozi tocko = = 0 ob ¢asu t = 0). Vse ¢rte, ki predstavljajo gibanje delca, lahko lezijo
le na obmocjih aOc in dOb. Na ¢rtah ab in cd velja x = £ct. Oglejmo si najprej dogodke,
katerih svetovne tocke lezijo na obmocju aOc. Hitro se lahko prepricamo, da za vse tocke
na tem obmod¢ju velja ¢?t? — x? > 0. Z drugimi besedami, razmik med poljubnim dogodkom
na tem obmodcju in dogodkom O je casoven. Na tem obmocju je ¢ > 0, zato se dogodki na
tem obmodju pripetijo “po” dogodku O. Do dogodkov, ki ju loCuje Casovni razmik, ne more
priti sotasno v nobenem opazovalnem sistemu. Zato je nemogoce najti opazovalni sistem, v
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12 NACELO RELATIVNOSTI 3

katerem bi do dogodkov na obmocju aOc prislo pred dogodkom O, torej ob ¢asu t < 0. Zato
so vsi dogodki na obmod¢ju aOc prihodnji dogodki glede na O v vseh opazovalnih sistemih.
Zato lahko to obmoc¢je imenujemo absolutna prihodnost za dogodek O.

Podobno lezijo vsi dogodki na obmocju bOd v absolutni preteklosti glede na O; vsi dogodki
na tem obmodju se pripetijo pred dogodkom O v vseh opazovalnih sistemih.

Sedaj pa si oglejmo obmodcji dOa in cOb. Razmik med poljubnim dogodkom na tem
obmodju in dogodkom O je prostorski. Ti dogodki se zgodijo v drugih prostorskih tockah v
vseh opazovalnih sistemih. Zato lahko ta obmocja imenujemo absolutno oddaljena glede na
O. Pojmi “soCasen”, “predhoden” in “poznejsi” pa so na tem obmocju relativni. Za vsak
dogodek na tem obmodcju obstajajo opazovalni sistemi, v katerem se ta zgodi pred dogodkom
O, sistemi v katerih se zgodi po O, in kon¢no en opazovalni sistem, v katerem se zgodi socasno
z O.

Spomnimo naj na to, da Se upostevamo vse tri prostorske koordinate namesto ene same,
dobimo namesto dveh sekajocih se ¢ért na sliki 2 “stozec” z? +y? + 22 — ¢?t?> = 0 v Cetvernem
koordinatnem sistemu z,y, z,t, pri ¢emer je os stozca os t. (Ta stozec imenujemo svetlobni
stozec.) Obmocja absolutne prihodnosti in absolutne preteklosti predstavljata obe notranji
obmocdji tega stozca.

Dogodka sta lahko vzrocno povezane le, Ce je razmik med njima ¢asoven; to je neposredna
posledica dejstva, da se interakcije ne morejo Siriti s hitrostjo, veéjo od svetlobne. Kot smo
pravkar videli, imata pojma “predhoden” in “poznejsi” absoluten pomen natanko za casovno
razmaknjene dogodke, kar je potreben pogoj za to, da imata pojma “vzrok” in “posledica”
sploh pomen.

83 Lastni cas

Mislimo si, da v nekem inercialnem opazovalnem sistemu opazujemo ure, ki se glede na nas
poljubno gibljejo. Ob vsakem trenutku lahko to gibanje smatramo kot enakomerno. Zato
lahko ob vsakem trenutku vpeljemo koordinatni sistem, ki je togo vezan na gibajoce se ure,
ki skupaj z urami tvori inercialni opazovalni sistem.

V casu infinitezimalnega ¢asovnega intervala dt¢ (kot ga z ure preberemo v naSem
mirujo¢em opazovalnem sistemu), se gibajoce ure premaknejo za razdaljo \/ dz? + dy? + dz2.
Zanima nas, kakSen Casovni interval dt’ bodo ob tem prikazale gibljive ure. V koordinatnem
sistemu, ki je vezan na gibljive ure, te mirujejo, torej dz’ = 0, dy’ = 0, dz’ = 0. Zaradi
invariantnosti razmikov je

ds? = 2 dt? — dz? — dy? — d2? = 2 di?,

od koder sledi

dz? + dy? + dz?
dt' = dt\/ 1- ) 3.1
2 dt? (3.1)

Izraz integriramo in dobimo ¢asovni interval, ki ga kazejo gibljive ure po tem, ko pretece cas

to — t1 glede na mirujoce ure:
2 2
t’Q—t’lz/ dty /1 - —. (3.2)
t1 c

Cas, ki ga lahko razberemo z ure, ki se giblje skupaj z nekim telesom, se imenuje lastni ¢as
telesa. Enacbi (3.1) in (3.2) izrazata lastni ¢as s ¢asom v opazovalnem sistemu, iz katerega
gibanje opazujemo.
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4 LORENTZEVA TRANSFORMACIJA 13

Iz (3.1) in (3.2) je razvidno, da je lastni ¢as gibajocega se telesa vedno manjsi od ustreznega
casovnega intervala v sistemu, ki miruje. Drugace povedano, gibajoce ure teCejo pocasneje
kot tiste, ki mirujejo.

Naj se neke ure gibljejo enakomerno premocrtno glede na inercialni sistem K. Opazovalni
sistem K', ki je vezan na te ure, je tudi inercialen. 7 vidika opazovalca v sistemu K, ure v
sistemu K’ zaostajajo. Velja pa tudi obratno, z vidika sistema K' zaostajajo ure v sistemu
K. Vseeno to ni protislovno, v kar se prepricamo tako. Ce Zelimo ugotoviti, da ure v sistemu
K' zaostajajo za tistimi v sistemu K, moramo storiti sledece. Naj ob nekem trenutku ura v
K’ sovpada z uro v K, in naj bosta ob tem trenutku prikazana Casa enaka. Hitrosti gibanja
kazalcev na urah v K in K’ primerjamo tako, da primerjamo ¢as, izpisan na eni in isti gibljivi
uri v K', z urami v K. Vendar sedaj primerjamo to uro z razliénimi urami v K — s tistimi,
mimo katerih gre ura v K’ ob danem trenutku. Tako ugotovimo, da ura v K’ zaostaja za
urami v K, s katerimi jo primerjamo. Vidimo, da za primerjavo poteka Casa ur v dveh
razlicnih opazovalnih sistemih potrebujemo ve¢ ur v enem sistemu in eno samo uro v drugem,
zato ta poizkus ni simetricen glede na oba sistema. Ura, ki zaostaja, je vedno tista ura, ki jo
primerjamo z razlicnimi urami v drugem sistemu.

Ce imamo dve uri in ena izmed njiju prepotuje sklenjeno pot in se vrne v zacetno tocko,
polozaj druge pa se med tem ne spremeni, potem bo seveda gibajoca se ura zaostajala za tisto,
ki miruje. Obrnjen sklep, v katerem bi gibljivo uro smatrali kot nepremi¢no (in obratno),
ni mogo¢, saj se ura, ki potuje po sklenjeni poti, ne giblje enakomerno premocrtno, zato
koordinatni sistem, ki je vezan nanjo, ne more biti inercialen.

Ker so zakoni naravi enaki le v inercialnih opazovalnih sistemih, imajo opazovalni sistemi,
ki so vezani na nepremicne ure (inercialni) ali na gibljive ure (neinercialni), razlicne lastnosti,
zato trditev, da mora zaostajati ura, ki miruje, ni pravilna.

Casovni interval, ki ga kaze ura, je enak integralu

1 [t
— / ds,
c a

ki ga moramo izracunati vzdolZ svetovnice ure. Ce ura miruje, je svetovnica ravna érta
vzporedna z osjo t; ¢e ura prepotuje zaklju¢eno pot in se vrne v zacetno tocko, potem bo
svetovnica krivulja, ki gre skozi dve tocki na ravni svetovnici ure, ki miruje, ti tocki pa
ustrezata zacetku in koncu gibanja. Po drugi strani pa smo ugotovili, da ura, ki miruje,
vedno prikaze veGji Casovni interval kot ura, ki se giblje. Od tod sledi, da integral

b
/ ds,
a

izrac¢unan med podanim parom svetovnih tock a in b, doseze svojo najvecjo vrednost, e ga
izra¢unamo vzdolZ ravne svetovnice, ki povezuje ti tocki. *

84 Lorentzeva transformacija

Poiskali bi radi enaCbe za transformacijo iz enega inercialnega opazovalnega sistema v drugega,
torej enacbe se katerimi lahko iz koordinat x,y, z, ¢ nekega dogodka v sistemu K, izracunamo

*Pri tem je seveda predpostavljeno, da sta tocki a in b ter krivulja med njima taksni, da so vsi diferenciali
ds vzdolz teh krivulj ¢asovni.

Ta lastnost integrala je povezana s psevdo-evklidskim znacajem Stiridimenzionalne geometrije. V evklidskem
prostoru bi integral seveda dosegel najmanjSo vrednost vzdolz ravne Crte.
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14 NACELO RELATIVNOSTI 4

koordinate z',y’, 2’ ' istega dogodka v drugem inercialnem sistemu K'.

V klasi¢ni mehaniki je reSitev preprosta. Zaradi absolutnega znacaja ¢asa tam velja t = t';
¢e so poleg tega koordinatne osi izbrane, kot je to v navadi (osi X, X' sovpadata, osi Y, Z
so vzporedne, gibanje pa je vzdolz X, X'), potem sta koordinati y, z seveda kar enaki v/, 2,
koordinati z in z’ pa se razlikujeta za razdaljo, ki jo je prepotoval en sistem glede na drugega.
Ce si za izhodis¢e za merjenje casa izberemo trenutek, ko opazovalna sistema sovpadata, in
¢e je hitrost sistema K’ glede na K enaka V, je ta razdalja enaka Vt. Zato je

r=2' +Vt, y=1vy, z2=2, t=1. (4.1)

Ta enacba se imenuje Galilejeva transformacija. Hitro lahko preverimo, da ta transformacija
ne zadovolji zahtev teorije relativnosti, kar smo tudi pricakovali; pri tej transformaciji se
razmik med dogodki ne ohranja.

Relativisticno transformacijo bomo dobili ravno iz zahteve, da je razmik med dogodkoma
invarianten.

Kot smo videli v 2, lahko razmik med dogodkoma smatramo kot razdaljo med ustreznim
parom svetovnih toc¢k v cetvernem koordinatnem sistemu. Zato lahko reéemo, da iskana
transformacija ohranja razdalje v Cetvernem x,y, z,ct prostoru. Taksne transformacije pa
so le vzporedni premiki in zasuki koordinatnega sistema. Vzporedni premiki niso zanimivi,
ker vodijo le k premiku izhodis¢a prostorskih koordinat in k spremembi izhodisca za merjenje
casa. Zato moramo iskano transformacijo zapisati kot zasuk cetvernega koordinatnega sistema
T,Y,2,ct.

Vsak zasuk v §tiridimenzionalnem prostoru lahko razstavimo na zasuke v ravninah xy, zy,
zz, tx, ty, tz (ravno tako, kot lahko vsak zasuk v obi¢ajnem prostoru razcepimo na tri zasuke
v ravninah zy, zy in zz). V prvih treh zasukih se transformirajo le prostorske koordinate; to
so obi¢ajni prostorski zasuki.

Oglejmo si zasuk v ravnini tx; pri tem se koordinati y in z ne spremenita. Ta transfor-
macija mora zato ohraniti razliko (ct)? — 2 nespremenjeno, saj je to kvadrat “oddaljenosti”
tocke (ct, z) od izhodisc¢a. Povezavo med starimi in novimi koordinatami lahko povsem splosno
zapiSemo z enacbama

x = 2’ cosh 1) + ct' sinhp, ct = &’ sinh4) + ct’ cosh 1), (4.2)
kjer je 1) “kot zasuka”; preprosto lahko preizkusimo, da je res c?t? — z? = c*t/ 2 _ 22, Enacba
(4.2) se od obi¢ajnih enach za transformacijo koordinatnih osi ob zasuku razlikuje v tem, da tu
nastopajo hiperboli¢ne namesto trigonometri¢nih funkcij. To je razlika med psevdo-evklidsko
in evklidsko geometrijo.

Pois¢imo enacbo za transformacijo iz inercialnega sistema K v sistem K', ki se glede na
K giblje s hitrostjo V' v smeri osi . Pri tem se ocitno spremenita le koordinata z in ¢as t,
zato mora transformacija imeti obliko (4.2). Sedaj moramo le e doloCiti kot 1, ki sme biti
odvisen le od medsebojne hitrosti V. *
Oglejmo si, kako se v sistemu K giblje izhodisce sistema K'. Pri tem je ' = 0 in enacbi
(4.2) se zapiseta
x = ct’' sinh), ct = ct' coshp,

po deljenju prve enacbe z drugo pa dobimo

x/ct = tanh 1.

*Da se bomo izognili dvoumnosti, bomo konstantno medsebojno hitrost dveh inercialnih sistemov vedno
oznacevali z V, z v pa hitrost gibajocih se delcev, ki ne bo nujno konstantna.
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4 LORENTZEVA TRANSFORMACIJA 15

Koli¢ina z/t je ravno hitrost V sistema K' glede na sistem K. Zato je

v
tanh = —.
c
Od tod sledi
v 1
sinhy = —&-——, coshy = .
1- ¥ 1- ¥
c? c?
To vstavimo v (4.2) in dobimo
/ t’ t + K li
_ etV "oz =2, p= et (4.3)

—— Y=Y, =.
V1-% Vi-%

To je iskana enacba transformacije. Imenuje se Lorentzeva transformacija in igra kljucno
vlogo v nadaljevanju.

Inverzne enacbe, ki izrazajo x',vy',2',t' z x,y, z,t dobimo, ¢e V preprosto nadomestimo z
—V (ker se sistem K giblje s hitrostjo —V glede na sistem K'). Iste enacbe lahko dobimo
tudi neposredno, Ce resimo enacbe (4.3) za z',y', 2", y'.

Iz (4.3) hitro razberemo, da ob prehodu v limito ¢ — oo in h klasi¢ni mehaniki, enacba
za Lorentzevo transformacijo postane enacba za Galilejevo transformacijo.

Ce je v (4.3) V > ¢, postaneta koordinati z in ¢ imaginarni; to je posledica tega, da
je gibanje s hitrostjo, ve¢jo od svetlobne, nemogoce. Poleg tega ne moremo uporabljati
opazovalnega sistema, ki se giblje s svetlobno hitrostjo — v tem primeru, bi imenovalci v (4.3)
postali enaki nic.

Za hitrosti V', ki so majhne v primerjavi s svetlobno, lahko namesto (4.3) uporabimo
priblizne enacbe

V
r=2 +Vt, y=vy', z=2, t=t+ —2:10'. (4.4)
c

Naj v sistemu K miruje palica, vzporedna z osjo X. Naj bo njena dolzina, merjena v
sistemu K, Az = z9 — x1 (z2 in x1 sta koordinati krajis¢ palice v sistemu K). Dolo¢imo
dolzino palice v sistemu K'. V ta namen moramo najti koordinati obeh krajis¢ palice (2} in
z}) v sistemu K’ ob istem casu t'. Iz (4.3) dobimo

o Ty + Vit o — Ty + V'
Y A
= =

Az’

Lastna dolzina (angl. proper length) palice je njena dolzina v opazovalnem sistemu, v
katerem palice miruje. Oznacimo jo z [y = Az, njeno dolzino v katerem koli drugem sistemu
K' pazl. Velja

[=1p\/1— - (4.5)
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16 NACELO RELATIVNOSTI 5

Zato ima palica najvec¢jo dolzino v opazovalnem sistemu, v katerem miruje. Njena dolzina
v sistemu, v katerem se giblje s hitrostjo V', se zmanjsa za faktor /1 — V?2/c?. Ta posledica
teorije relativnosti se imenuje Lorentzevo skréenje dolzin (angl. Lorentz contraction).

Precna razseznost palice se zaradi gibanja ne spremeni, zato se tudi prostornina telesa V
zmanjSa za enak faktor:

2
V=W 1—‘6/—27 (4.6)

kjer je Vy lastna prostornina (angl. proper volume) telesa.

S pomocjo Lorentzeve transformacije lahko ponovno izpeljemo rezultate, ki jih o lastnem
¢asu poznamo Ze iz 3. Naj ura miruje v sistemu K’. Oglejmo si dva dogodka, ki se pripetita
v isti tocki prostora z',y’, 2’ v sistemu K'. Cas med tema dogodkoma v sistemu K’ je At' =

th, — t}. Pois¢imo sedaj Cas At, ki med tema dogodkoma mine v sistemu K. Iz (4.3) dobimo

th + L) th+ Y
tlzi‘ﬂa t2:7v23
Vi-% Vi-%

¢e odstejemo en Cas od drugega pa dobimo

At

Vo=

Lorentzeva transformacija se lo¢i od Galilejeve Se v eni lastnosti. Galilejeva transforma-
cija ima lastnost komutativnosti (zamenljivosti), kar pomeni, da rezultat dveh zaporednih
Galilejevih transformacij (z razlicnima hitrostima V7 in V3) ni odvisen od vrstnega reda
transformiranj. Rezultat dveh Lorentzevih transformacij pa je v sploSnem odvisen od vrst-
nega reda. To je razvidno Ze povsem matemati¢no iz formalnega opisa teh transformacij
kot zasukov v Cetvernem koordinatnem sistemu: vemo, da je rezultat dveh zasukov (okoli
razli¢nih osi) odvisen od vrstnega reda. Edina izjema je primer transformacij z vzporednima
vektorjema Vi in Vo (ki ustrezata dvema zasukoma v Getvernem koordinatnem sistemu okoli
ene same 0si).

ty—t, = At =

kar je povsem v skladu z (3.1).

§5 Transformacija hitrosti

V prejsnjem razdelku smo izpeljali enacbe, ki nam iz poznanih koordinat dogodka v enem
opazovalnem sistemu omogocajo izracunati koordinate istega dogodka v drugem opazovalnem
sistemu. Sedaj bomo poiskali zvezo med hitrostjo snovnega delca v enem opazovalnem sistemu
z njegovo hitrostjo v drugem opazovalnem sistemu.

Naj se ponovno sistem K’ giblje glede na sistem K vzdolZ osi = s hitrostjo V. Naj bo
vy = dz/dt komponenta hitrosti delca v sistemu K in v, = dz’/dt’ komponenta hitrosti
istega delca v sistemu K'. Iz (4.3) dobimo

dz’ + V d¢’ dt' + % da’

dz = L, dy = dy/, dz=d7, dt = — 7
1-¥2 1- ¥
c2 c?
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5 TRANSFORMACIJA HITROSTI 17

Prve tri ena¢be delimo s ¢etrto in dobimo zvezo med hitrostima

dr , dr
vV = — vV —= ——
dt’ dt"’
ki se glasi
V2 V2
v—iv;jLV U—L S 1)_71); S (5.1)
T l—i—Q)Q:CKZ, Yy 1+/U£UCK2 9 ¥4 1—|—Q)$:CKZ . .

Te enacbe dolocajo transformacijo hitrosti, torej pravilo, s katerim seStevamo hitrosti v teoriji
relativnosti. V mejnem primeru ¢ — oo se te enacbe pretvorijo v zveze v, = v, +V, v, = U;/,
v, = v}, iz klasi¢ne mehanike.
V posebnem primeru, ko se delec giblje vzporedno z osjo X, velja v, = v,v, = v, = 0.
Tedaj je v’y =v',] =0, v/, = ¢/, tako da je
!
v = LK/ (5.2)
1+
Hitro se prepricamo, da je vsota dveh hitrosti, ki sta obe manjsi od svetlobne, ponovno
manjSa od svetlobne hitrosti.
Ce je hitrost V veliko manjsa od svetlobne hitrosti (hitrost v je poljubna), priblizno velja

12
v V %4
o T o 1o o 1o
vx—vx+V<1——c2>, ”y_vy_”d?”y_cz’ vz—vz—vxvz—c2.

Te tri enacbe lahko zapiSemo kot eno samo vektorsko:
1
v=v +V-— c_2(V vV (5.3)

Naj poudarimo, da v relativisticnem zakonu za seStevanje hitrosti (5.1) obe hitrosti v’
in V, ki ju sestavljamo, v ena¢bah nastopata nesimetri¢no (razen Ce sta obe v smeri osi ).
To je povezano s tem, da Lorentzeve transformacije ne komutirajo, o ¢emer smo govorili v
prejSnjem razdelku.

Izberimo si koordinatne osi tako, da hitrost delca ob danem trenutku lezi v ravnini XY
Tedaj ima hitrost delca v sistemu K komponente v, = vcosf, v, = vsinf, v sistemu K’
pa v, = v'cos®’, vy = v'sin6 (v,v’ sta absolutni hitrosti, ¢, 6" pa kota glede na osi X, X' v
sistemih K in K'). S pomocjo enacbe (5.1) dobimo

v'\/1— ‘C/—;sinﬁ’
. (5.4)

v'cosO +V

tanf =

Ta enacba opisuje spremembo smeri hitrosti ob transformaciji iz enega opazovalnega sis-
tema v drugega.

Oglejmo si zelo vazen posebni primer te enatbe, namrec¢ odklon svetlobe ob transformaciji
v nov opazovalni sistem — to je pojav, ki se imenuje (zvezdna) aberacija (angl. aberration of
light). V tem primeru je v = v’ = ¢, in prejSnja enacba postane

/1 - V2
.
———sinf'. (5.5)

% + cos 0’

tanf =
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18 NACELO RELATIVNOSTI 6

Z uporabo transformacijskih enacb (5.1) lahko dobimo tudi siné in cos 6:

VZ

1- 4% 9/ \4
sinf = Viﬁ sinf’, cos = cosvé. (5.6)
1+ - cos® 1+ - cos®
V primeru V < ¢ dobimo od tod priblizek, ki je pravilen do ¢lenov reda V/e:
Vv
sin — sin§’ = — sin @’ cos ¢’
Vpeljemo kot Af =6 — 6 (kot aberacije). V istem redu priblizka dobimo
Vv
Af = = sin @', (5.7)

kar je dobro poznana osnovna enacba za zvezdno aberacijo.

86 Vektorji cetverci

Koordinate dogodka (ct, z,y, z) lahko obravnavamo kot komponente stiridimenzionalnega kra-
jevnega vektorja (ali krajSe, cetvernega krajevnega vektorja) v ¢etvernem prostoru. Kompo-
nente bomo oznaéili z z*, kjer ima indeks ¢ vrednosti 0, 1,2, 3:

mozct, r =z =y, T =z

Kvadrat “dolzine” cetvernega krajevnega vektorja je
(¢%)? = (21)? = (2*)* = («%)*.

Ne spremeni se pri rotacijah v éetvernem koordinatnem sistemu, torej je invarianten tudi proti
Lorentzevim transformacijam.

Skupino §tirih kolicin A°, A', A%, A3 ki se transformirajo kot komponente cetvernega
krajevnega vektorja pri transformacijah cetvernega koordinatnega sistema, imenujemo
stiridimenzionalni vektor ali cetverec (angl. four-vector) A’. Pri Lorentzevi transformaciji
se pretvori kot

e s e i AL S (R LI L (6.1)

Kvadrat velikosti poljubnega cCetverca je doloCen po analogiji s kvadratom cetvernega kra-
jevnega vektorja:

(4%)7 — (A1) — (4%)7 — (47)%.
Zaradi lazjega zapisa vpeljemo dve “vrsti” komponent éetvercev, ki jih ozna¢imo z A’ in A;,
torej z zgornjim in spodnjim indeksom. Povezana sta z zvezami
Ay =A% A =—-A', Ay =—-A% A3=-A% (6.2)
Kolicine A’ so kontravariantne, A; pa kovariantne komponente ¢etverca. Kvadrat cetverca
lahko torej zapiSemo kot

3
Z ATA; = A%Ay + AT A, + A2A5 + AP A5,
=0
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6 VEKTORJI CETVERCI 19

Taksne vsote obi¢ajno napisemo kar kot A*A;, torej brez znaka za sestevanje. Pri tem
velja dogovor, da moramo seSteti po parih enakih indeksov, zato tudi znak za seStevanje ni
veC potreben. Eden izmed indeksov v paru mora biti zgornji, drugi pa spodnji. Ta dogovor o
seStevanju po “tihih” (angl. dummy) indeksih je zelo primeren in mo¢no olajsa pisanje enacb.

Za stiridimenzionalne indekse, ki tecejo po vrednostih 0,1, 2,3, bomo uporabljali latinske
crke i, k1, .. ..

Po analogiji s kvadratom cetverca lahko tvorimo tudi skalarni produkt dveh razlicnih
Cetvercev:

AlBl = AOBO —+ AlBl + A232 —+ A3B3.

Ocitno lahko to zapisemo kot A'B; ali pa kot A;B? — rezultat je isti. Tudi v splosnem lahko
zamenjamo zgornji in spodnji indeks poljubnega para tihih indeksov. *

Produkt A'B; je ¢etverni skalar (angl. four-scalar) — invarianten je proti rotacijam
stiridimenzionalnega koordinatnega sistema. To lahko preprosto preverimo z neposrednim
ra¢unom | vendar je to o¢itno ze vnaprej (zaradi analogije z A’A;), ker se vsi etverci trans-
formirajo po enakem pravilu.

Komponenta A° se imenuje ¢asovna komponenta, A', A>, A? pa so prostorske komponente
cetverca (po analogiji z Cetvernim krajevnim vektorjem). Kvadrat ¢etverca je lahko pozitiven,
negativen ali enak ni¢; taksne vektorje imenujemo casovni, prostorski oziroma nicelni (angl.
null) vektorji (ponovno zaradi analogije z izrazi za razmike). ¥

Pri povsem prostorskih zasukih (pri katerih transformacija ne prizadene ¢asovne osi), tri
prostorske komponente etverca A* tvorijo tridimenzionalni vektor A. Casovna komponenta
cetverca je tridimenzionalni skalar (glede na prostorske zasuke). Komponente ¢etverca bomo

pogosto zapisali v obliki .
A= (A% A).

Kovariantne komponente istega ¢etverca so 4; = (A% —A), kvadrat Getverca pa je A'A; =
(A%)2 — A2, Za éetverni krajevni vektor tako velja
o' = (et,r), ;= (ct,—r), z'z;=c*t? —r2
Pri tridimenzionalnih vektorjih (s koordinatami z,y, z) ne rabimo razlikovati med kontra- in
kovariantnimi komponentami. Ko lahko to upostevamo, ne da bi to vodilo k nejasnosti, bomo
njihove komponent zapisali kot A, (o = x,y, z) z grékimi ¢rkami v indeksu. Upostevali bomo
tudi dogovor, da sestejemo po z,y, z, ¢e nastopajo indeksi v parih (na primer A-B = A,B,).
Stiridimenzionalni tenzor (tenzor cetverec, Getverni tenzor, angl. four-tensor) drugega
reda je skupina Sestnajstih koli¢in A* ki so ob koordinatnih transformacijah pretvorijo kot
zmnozek komponent dveh Cetvercev. Podobno definiramo tudi tenzorje Cetverce visjega reda.
Komponente tenzorja drugega reda lahko zapisemo v treh oblikah: kovariantni A;j, kon-
travariantni A% ali mesani Afc. V zadnjem primeru moramo lociti med A%, in A;F, torej

*V literaturi pogosta najdemo cetverce, zapisane brez indeksov, tako da njihove kvadrate in skalarne pro-
dukte zapisejo kot A%, B?. V tej knjigi taksnega zapisa ne bomo uporabljali.
TUpostevati moramo, da se zakon za transformacijo Getverca, zapisanega s kovariantnimi komponentami, v
znakih razlikuje od istega zakona na kontravariantne komponente. Namesto (6.1) imamo
’ V oal ’ V oal
Ay = My A, = wy Ay=Ay, As=A's.
1-2 1-X

=
Nicelne vektorje imenujemo tudi izotropni vektorji.
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20 NACELO RELATIVNOSTI 6

moramo biti pazljivi na to, kateri izmed obeh indeksov je zgornji. Povezava med razli¢nimi
vrstami komponent je dolocena s sploSnim pravilom: dvigovanje in spuScanje prostorskega
indeksa (1,2, 3) spremeni predznak komponente, dvigovanje in spuscanje casovnega indeksa
(0) pa ne. Tako je na primer

AOO = A007 AOI = _A017 All = A117 RS
AOO _ AOO AOI _ AOI A01 _ _A[)l All _ _All L

Pri ¢isto prostorskih transformacijah tvori devet kolicin A'', A2, ... tridimenzionalni ten-
zor. Tri komponente A%!, 492, A% tvorijo tridimenzionalni vektor, medtem ko je komponenta
A% tridimenzionalni skalar.

Tenzor A% imenujemo simetriéni tenzor, ¢e je A* = AF  in antisimetricni ali
posevnosimetricni tenzor, ¢e je A* = —AF Pri antisimetricnem tenzorju so vse diago-
nalne komponente (torej komponente A%, Al ...) enake ni¢, saj mora na primer veljati
A% = _ A0 Pri simetri¢nem tenzorju A" sta meSani komponenti A%, in A, o€itno enaki,
zato lahko v taksnih primerih piSemo kar A}'c, z enim indeksom nad drugim.

V vsaki tenzorski enacbi morata obe strani imeti iste in isto postavljene (zgoraj ali spodaj)
proste indekse (za razliko od tihih indeksov). Proste indekse v tenzorski enacbi lahko dvigamo
in spuscamo, vendar moramo to storiti soCasno na obeh straneh enacbe. “Prepovedano” je
enaciti kovariantne in kontravariantne komponente razliénih tenzorjev; taksna enacba, tudi ¢e
bi slu¢ajno veljala v danem opazovalnem sistemu, ne bi veljala ob prehodu v drug opazovalni
sistem.

Iz tenzorskih komponent A* lahko tvorimo skalar z vsoto

Al = A% + Ay + A% + A3

(tu seveda velja A;* = A%;). Ta vsota se imenuje sled (angl. trace) tenzorja, operacija s katero
jo dobimo pa je skréenje (angl. contraction).

Skalarni produkt dveh vektorjev, ki smo ga opisali zgoraj, dobimo s skréenjem: iz tenzorja
A'By, dobimo skalar A’B;. V sploénem skréitev poljubnega para indeksov zniza red tenzorja
za 2. Tenzor A’y je na primer tenzor drugega reda, A’y B je etverec, A, pa je skalar,
etc.

Enotski cetverni tenzor 5,ic je po definiciji tisti tenzor, za katerega velja

oFAT = AF (6.3)

za vsak Cetverec A'. Komponente tega tenzorja so

1, ¢ei=k
gk={" ! (6.4)
0. Cei#k

Ce dvignemo en indeks ali spustimo drugega v tenzorju 54“, dobimo kontra- ali kovari-
antni tenzor ¢** oziroma g;;,, ki se imenuje metri¢éni tenzor. Tenzorja ¢'* in g;, imata iste
komponente, ki jih lahko zapiSemo v matri¢ni obliki

1 0 0 0
iky (v 0O -1 0 0
0 0 0 -1
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(indeks i oznacuje vrstice, k pa stolpce, in sicer po vrsti 0, 1,2,3). Ocitno je
ginAF = A;, g* A, = A" (6.6)
Skalarni produkt dveh ¢etvercev lahko torej zapiSemo v obliki
ATA; = g ALAF = g A A, (6.7)
Tenzorji 6};, gir» g'* so posebni, ker so njihove komponente enake v vseh opazovalnih
sistemih. Tudi popolnoma antisimetricni enotski tenzor cetrtega reda ¢*'™ ima to lastnost.
To je tenzor, katerega komponente sprevrzejo predznak pri zamenjavi para indeksov, od nic
razli¢ne komponente pa so enake +1. Iz lastnosti antisimetri¢nosti sledi, da so vse komponente

z dvema enakima indeksoma enake ni¢, zato so edine od ni¢ razlicne komponente tiste, pri
katerih so vsi §tirje indeksi razliéni. Dolo¢imo

e = +1 (6.8)

(zato je egio3 = —1). Tedaj so vse od ni¢ razlicne komponente e**' enake +1 ali —1, odvisno
od tega, ali lahko stevila ¢, k, [, m uredimo po vrsti0, 1,2, 3 s sodim ali lihim Stevilom zamenjav
(transpozicij). Stevilo taksnih komponent je 4! = 24. Zato je

6iklmeiklm = 24. (69)

Pri zasukih koordinatnega sistema se koli¢ine e*"™ obnasajo kot tenzor; ¢e pa spremenimo
predznak ene ali treh koordinat se komponente e ne spremenijo, saj smo zahtevali, da
so enake v vseh opazovalnih sistemih, medtem ko bi nekatere izmed komponent pravega
tenzorja morale spremeniti predznak. Zato strogo vzeto e?*'™ ni tenzor, temveé psevdotenzor.
Psevdotenzorji poljubnega reda, na primer psevdoskalarji, se obnasajo kot tenzorji pri vseh
transformacijah koordinat, razen pri tistih, ki jih ne moremo zapisati kot zaporedje zasukov,
torej pri zrcaljenjih (to so spremembe znaka koordinat, ki jih ne moremo opisati kot zasuke).
Zmnozki e?Fim

iklm

eP’st tvorijo tenzor osmega reda, ki je pravi tenzor; po skréitvi enega ali
veC parov indeksov dobimo tenzorje ranga 6, 4 in 2. Vsi ti tenzorji se zapiSejo enako v vseh
opazovalnih sistemih. Zato lahko njihove komponente zapisemo s kombinacijami zmnozkov
komponent enotskega tenzorja 5};, ki je edini pravi tenzor, katerega komponente so enake v
vseh opazovalnih sistemih. Te kombinacije lahko hitro dobimo, ¢e upostevamo simetrije, ki
jih morajo imeti kombinacije pri permutaciji indeksov. *

*Za poznejSo uporabo navedimo naslednje enacbe:

5 5 s 6

iklm _ D r s t iklm _ 6k 6k 6k
€ Eprst = — 61 61 61 61 ) € €prsm = — p 7 s )
P [ s t 61 61 61
op s o b O O
iklm i ok i gk iklm [
e eprim = —2(0,0, — 0,0,), e epkim = —66,.

Koeficiente v teh izrazih lahko preverimo z vrednostjo skrcitve po vseh indeksih, ki mora biti enaka (6.9).
Iz teh pravil sledita enacbi

prst _
e Aip Apr Als At = —A€ikim,
ikl t
61 meprs AipAkTAlsAmt = 24A,

kjer je A determinanta, ki jo tvorijo koli¢ine A;j.
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Ce je A% antisimetricni tenzor, sta tenzor A" in psevdotenzor A** = %eiklmAlm med
seboj dualna. Podobno je e’*'™A,, antisimetri¢ni psevdotenzor tretjega reda, ki je dualen
cetvercu A’. Zmnozek A“‘A;‘/,g dualnih tenzorjev je psevdoskalar.

Omenimo Se nekaj podobnih lastnosti tridimenzionalnih vektorjev in tenzorjev. Popol-
noma antisimetri¢ni enotski psevdotenzor tretjega reda je skupina koliCin e,g,, ki spremenijo
predznak pri zamenjavi dveh indeksov. Edine od ni¢ razlicne komponente e,g, so tiste s tremi
razlicnimi indeksi. DoloCimo e;y,, = 1; ostale komponente so 1 ali —1, odvisno od tega, ali
lahko zaporedje «, 3,y uredimo kot x,y, z s sodim ali lihim §tevilom zamenjav. *

Zmnozki ey, €xyu, tvorijo pravi tridimenzionalni tenzor Sestega reda in jih zato lahko
izrazimo s produkti komponent tridimenzionalnega enotskega tenzorja dqgs. f

Pri zrcaljenju koordinatnega sistema, torej pri spremembi predznaka pri vseh koordinatah,
komponente obicajnega vektorja prav tako spremenijo predznak. Taksni vektorji so polarni
vektorji. Komponente vektorja, ki ga lahko zapiSemo kot vektorski produkt dveh polarnih
vektorjev, pri zrcaljenju (inverziji) ne spremenijo predznaka. To so aksialni vektorji. Skalarni
produkt polarnega in aksialnega vektorja ni pravi skalar, temve¢ psevdoskalar, ki pri inverziji
spremeni predznak. Aksialen vektor je psevdovektor, ki je dualen nekemu antisimetri¢cnemu
tenzorju. Ce je C = A x B, potem velja

Co = %ea57057, kjer je Csy = AgB, — A, Bg.

Sedaj si oglejmo Cetverne tenzorje. Prostorske komponente (i, k = 1,2, 3) antisimetri¢nega
tenzorja A% sestavljajo (glede na povsem prostorske transformacije) tridimenzionalni anti-
simetricni tenzor; iz zgoraj povedanega sledi, da jih lahko izrazimo s komponentami tridi-
menzionalnega aksialnega vektorja. Glede na te iste transformacije tvorijo komponente
A% AP A0 tridimenzionalni polarni vektor. Zato lahko komponente antisimetri¢nega
Cetvernega tenzorja zapiSemo kot matriko

0 Pz Dy Pz

; — 0 -—a a
Aky=| TPe = o 6.10
h=| e DT (6.10)
—-p, —ay a 0

kjer sta glede na prostorske transformacije p in a polarni in aksialni vektor. Pri nastevanju
komponent antisimetriCnega cetvernega tenzorja bomo komponente zapisali v obliki

A" = (p,a);

iklm

* Da se komponente ¢etvernega tenzorja e ne spremenijo pri zasukih stiridimenzionalnega koordinatnega
sistema, in da se komponente tridimenzionalnega tenzorja e,s, ne spremenijo pri zasukih prostorskih osi, je
posledica splosnega pravila: poljubni popolnoma antisimetri¢ni tenzor reda, ki je enak Stevilu dimenzij prostora,
v katerem je definiran, je invarianten proti zasukom koordinatnega sistema v tem prostoru.

tNavedimo uporabne enacbe:

6(1)\ 6041, 6041/
apyerpr = | Opx  Opu  Opu
57/\ 57# 57!/
Po skré¢itvi tega tenzorja po enem, dveh in treh parih indeksov dobimo Se

CapyCrpy = 0ardgu — dapdpn,
EaByENBy = 260&\7

apyCafy = 6.
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kovariantne komponente istega tenzorja pa so
Aik = (_pa a)‘

Na koncu si oglejmo Se operacije odvajanja in integriranja v Stiridimenzionalni tenzorski
analizi.
Cetverni gradient skalarja ¢ je cetverec

0  (10¢
o (z%“) :

Zapomniti si moramo, da so ti odvodi kovariantne komponente Cetverca. Diferencial skalarja

o .
d¢ = 8—:1(; dz’
je tudi skalar; iz tega zapisa (ki je skalarni produkt dveh Cetvercev) je nasa trditev ocitna.

V splosnem moramo operacijo odvajanja po koordinatah z’, o/ dz', smatrati kot kovari-
antne komponente operatorskega etverca. Tako je na primer divergenca etverca 0A’/0z,
pri kateri odvajamo kontravariantne komponente A*, skalarna koli¢ina. *

V tridimenzionalnem prostoru lahko integriramo po prostornini, ploskvah in krivuljah. V
§tiridimenzionalnem prostoru imamo §tiri vrste integralov:

(1) Integral po krivulji v ¢etvernem prostoru. Diferencialna koli¢ina je diferencial dolzine,
cetverec dz’.

(2) Integral po (dvodimenzionalni) ploskvi v Cetvernem prostoru. V tridimenzionalnih
prostorih so projekcije ploséine paralelograma, ki ga razpenjata vektorja dr in dr’, na koor-
dinatne ploskve z,zg enake dz, da;’ﬂ — dzg dz},. Podobno je v ¢etvernem prostoru diferencial
plo¢ine podan z antisimetri¢nim tenzorjem drugega reda df* = da*dz’ F_ dz* dz’ i, katerega
komponente so projekcije diferencialne plos¢ine na koordinatne ploskve. V tridimenzionalnem
prostoru lahko namesto tenzorja df,s uporabimo dualni vektor df,: dfs, = %eam dfg,. Z
geometrijskega vidika je to vektor, ki je pravokoten na diferencialno ploskev in po velikosti
enak plo§¢ini diferencialne ploskve. V Cetvernem prostoru ne moremo sestaviti takSnega vek-
torja, lahko pa vpeljemo tenzor df**, ki je dualen tenzorju df,

1

df* = 5ei’”m A fim. (6.11)
*Ce odvajamo po “kovariantnih koordinatah” x;, potem so odvodi
o¢ 10¢
=(-=,-A
dz; <c ot’ 4))

kontravariantne komponente cetverca. To obliko bomo uporabljali le v posebnih primerih, na primer pri zapisu
kvadrata cetvernega gradienta (0¢/0z")(0¢/0x;).
V literaturi pogosto najdemo parcialne odvode po koordinatah zapisane z oznakami

0 0
= %= gu

Pri takSnem zapisu operatorjev za odvajanje je kovariantni ali kontravariantni znacaj koli¢in, ki jih dobimo,
ekspliciten. Obstaja Se en okrajSan zapis odvodov, kjer zapisemo indeks, pred katerim stoji vejica:

9¢ 99
oxt’ ox;

Tudi pri tem zapisu je znacaj dobljenih kolicin ekspliciten.

6i

P’ =

¢ =
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7 geometrijskega vidika ta tenzor opisuje diferencialno ploskev, ki je po velikosti enaka in “pra-
vokotna” na diferencialno ploskev df%; vsi diferencialni odseki krivulj, ki lezijo v tej ploskvici,
so pravokotni na vse diferencialne odseke krivulj, ki lezijo v df*. Ocitno je df* d i = 0.

(3) Integral po hiperploskvi, torej po tridimenzionalni mnogoterosti. V tridimenzional-
nem prostoru je prostornina paralelepipeda, ki ga razpenjajo trije vektorji, enaka determinanti
tretjega reda, ki jo sestavimo iz komponent vektorjev. Po analogiji dobimo projekcije prostor-
nine paralelepipeda (torej “plos¢ine” hiperploskve), ki jo razpenjajo trije cetverci dz?, dz",
dz""; podajajo jih determinante

d.’L’i dﬂ}li da;"i
dSikl _ d.’L‘k d.’L‘,k d.’L‘”k 7
dﬂ)l d{L’ll dﬂ}”l

ki tvorijo tenzor tretjega reda, ki je antisimetri¢en v vseh svojih indeksih. Kot diferencial pri
integriranju po hiperploskvah je bolj primerno uporabiti ¢etverec dS?, ki je dualen tenzorju
d Skt

1

ds’ = —geiklm dSkim, dSkim = enkim dS™. (6.12)

Velja na primer
ds® = ds'#, ds! = ds™, ...

Geometrijsko je dS* Getverec, ki je po velikosti enak “povrsini” hiperploskvice in pravokoten
nanjo (torej je pravokoten na vse krivulje znotraj hiperploskvice). Poseben primer je dS° =
dz dy dz, torej diferencialna tridimenzionalna prostornina dV/, ki je projekcija diferencialne
hiperploskve na hiper-ravnino z° = konst.

(4) Integral po stiridimenzionalni prostornini; diferencialna koli¢ina je skalar

dQ = dz’dz! dz? dz® = cdtdV. (6.13)

To je skalar, saj je ocitno, da se prostornina obmocja cetvernega prostora pri zasukih koordi-
natnega sistema ne spremeni. *

Z izreki, ki so podobni Gaussovemu in Stokesovemu v tridimenzionalni vektorski analizi,
lahko pretvarjamo Stiridimenzionalne integrale.

Integral po sklenjeni hiperploskvi lahko pretvorimo v integral po Cetverni prostornini, ki
jo hiperploskev omejuje, z zamenjavo integracije po dS; z operatorjem

0
dSi — dﬁ@ (6.14)
Integral vektorja A° lahko zapisemo kot
; A

. . o .. .. 0 /1 2 43
*Pri transformaciji nabora integracijskih spremenljivk z°, 2!, 2%, > v nove spremenljivke z'°, &', 2’ 2", se

integracijski diferencial spremeni v J dS?', kjer je d€¥ = da'°dz'' da’? da’®, J pa je Jacobijeva determinanta
transformacije:
A" a a? a'®)

0z, x1, x2, x3)

Pri linearnih transformacijah oblike P ai'z", je Jacobijeva determinanta enaka determinanti lax®|, ki ima
vrednost 1 pri zasukih koordinatnega sistema; zato je d{2 invarianten.

J =
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6 VEKTORJI CETVERCI 25

Ta enacba je posplositev Gaussovega izreka.
Integral po dvodimenzionalni ploskvi lahko pretvorimo v integral po hiperploskvi, ki jo
ploskev “razpenja”, ¢e nadomestimo integracijo po df;} z operatorjem

* 9 0
Aff = dSiz g — dSpzr. (6.16)

Integral antisimetricnega tenzorja A* je na primer

| R | DA% QAN QA

Integral po stiridimenzionalni sklenjeni krivulji lahko pretvorimo v integral po ploskvi, ki
jo krivulja omejuje. V ta namen uporabimo zamenjavo

0

dat — dfki—.
i f@mk

(6.18)

Integral cetverca je na primer

7 ki ik k )
%Aidm —/df —xk——Q/df < e xk>’ (6.19)

kar je posplositev Stokesovega izreka.

NALOGE

NALOGA 1. Ugotovi, kako se pretvorijo komponente simetri¢nega tenzorja ¢etverca A* ob

Lorentzevi transformaciji (6.1).
Resitev: Komponente tenzorja obravnavamo kot zmnozke komponent dveh ¢etvercev in dobimo

2 2
400 _ 1 (4 —|—2KA'01 n V_A,M oAM= 1 _ (a4 +2KA'01 n V_AIOO 7
1-% c c? 1-Y c 2
A22 _ A/22 A28 A/23 A12 — 1 <A112 + KA’02>
) ) 1 _ V_22 ¢ )
2
401 _ 1 i e 1+V_ _'_KA,OO_'_KA,M 7
1-X 2 c c
g2 1 (A,02 . KA,m)
c )

V-2

in analogne ena¢be za 433, A'3 in A%,

NALOGA 2. Enako za antisimetri¢ni tenzor A%,

Resitev: Ker se koordinati 22 in 2° ne spremenita, se tenzorska komponenta A%3 tudi ne spremeni,

komponente A2, A3 in A%2, A% pa se transformirata kot z! in z°:

12 V 4102 02 Vo412
:A’ +?A’ A°2:A’ +?A’

V1-% V1-%

A23 :A'23 A12
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26 NACELO RELATIVNOSTI 7

in podobno e za A'? in A%,

Ce nas zanimajo le vrtezi dvodimenzionalnega koordinatnega sistema v ravnini z°z', tvorijo kom-
ponente A% = — A0 A00 — Al — ( antisimetri¢ni tenzor drugega reda, ta red pa je enak dimenzion-
alnosti prostora. Zato (glej opombo na strani x) se te komponente ob transformaciji ne spremenijo in
velja

A% = A

§7 Stiridimenzionalna hitrost

Iz obicajnega tridimenzionalnega vektorja hitrosti lahko sestavimo cetverec. Ta cetverna
hitrost (angl. four-velocity) delca je cetverec
dz?

- ) 7.1
ut = (7.1)

Njegove komponente bomo dobili s pomocjo (3.1)

/ 2
ds = cdt 1—0—2,
c

kjer je v obi¢ajna tridimenzionalna hitrost delca. Zato je

, da! dz

ds 2 2’
5 edt -z /l-%

1 v

7
N & il
c? c?

Pozor: CGetverna hitrost je brezdimenzijska koli¢ina!
Komponente etverne hitrosti med seboj niso neodvisne. Iz dz; dz! = ds? sledi

ipd. Od tod dobimo

ulu; = 1. (7.3)

7 geometrijskega vidika je u’ enotski Getverec, ki je tangenten na svetovnico delca.
Zaradi podobnosti z definicijo ¢etverne hitrosti, lahko drugi odvod

;o d2at du?
w = - = —
ds? ds
imenujemo ¢etverni pospesek. Odvod enacbe (7.3) je
u;w' =0, (7.4)

kar pomeni, da sta cetverna hitrost in pospesek med seboj “pravokotna”.

NALOGA
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7 STIRIDIMENZIONALNA HITROST 27

NALOGA Opisi relativisticno enakomerno pospeseno gibanje, torej premocrtno gibanje, za
katerega je pospesek w v lastnem opazovalne sistemu (ob vsakem trenutku) konstanten.

Resitev: 'V opazovalnem sistemu, v katerem je hitrost delca enaka ni¢, v = 0, so komponente
tetverca pospeska enake w® = (0,w/c?,0,0) (kjer je w obicajni tridimenzionalni pospesek, ki kaze v
smeri osi ). Relativisticno invariantni zapis pogoja enakomernega pospeska mora zahtevati, da je
¢etverni skalar, ki ustreza w? v lastnem opazovalnem sistemu, konstanten:

2
w'w; = konst = —w—4.
c
V “nepremi¢nem” opazovalnem sistemu, v katerem opazujemo gibanje, izpisemo izraz za wiw; in

dobimo enacbo
d v

ali Y
—_— =, -
s Ji-%

Postavimo v = 0 ob ¢t = 0 in sledi konst = 0, zato je

= wt + konst.

wt
U: _—
232

1+ %

Ponovno integriramo in postavimo z = 0 ob ¢ = 0, pa dobimo

2 242
m:c—<\/1+w2 —1).
w C

Za wt < c postaneta ti enacbi enaki klasi¢nima izrazoma v = wt in z = wt?/2. Ko pa gre wt — oo,
hitrost tezi proti konstantni vrednosti c.
Lastni cas enakomerno pospesenega delca je podan z integralom

t 2
/ J1-Ldt = sinn! (“’—t>
0 c w c

Ko gre t — o0, lastni ¢as narasta mnogo pocasneje kot ¢t v skladu z zakonom ¢/w In(2wt/c).
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Poglavje 2

Relativisticna mehanika

88 Nacelo najmanjSe akcije

Pri obravnavi gibanja delcev snovi se bomo oprli na nacelo najmanjse akcije. Kot ze vemo, je
nacelo najmanjSe akcije trditev, da za vsak mehanski sistem obstaja nek integral S, imenovan
akcija, ki ima najmanjSo vrednost takrat, ko ga izrac¢unamo za dejansko gibanje, torej tedaj,
ko je njegova variacija §S enaka ni¢. *

Integral akcije za prosti delec snovi (to je delec, na katerega ne delujejo zunanje sile) bomo
dobili upostevajoc¢ dejstvo, da ta integral ne sme biti odvisen od izbire opazovalnega sistema,
torej mora biti invarianten proti Lorentzevim transformacijam. Zato mora biti odvisen od
skalarja. Poleg tega je jasno, da mora biti integrand diferencialna koli¢ina prvega reda. Edini
tovrstni skalar, ki ga lahko zapiSemo za prosti delec, je razmik ds, ali awds, kjer je a neka
konstanta. Za delec mora akcija torej imeti obliko

b
S:—a/ ds,

kjer je fab integral po svetovnici delca med dvema dogodkoma: ob prvem dogodku je delec v
zacetnem polozaju ob casu ¢;, od drugem pa v kon¢nem polozaju ob casu t2. Integriramo torej
med dvema svetovnima tockama delca. Konstanta a opredeljuje delec, mora pa biti pozitivna
za vse razlicne delce. Kot smo videli v 3, ima fab ds najvecjo vrednost vzdolz ravne svetovnice;
¢e integriramo po ukrivljeni svetovnici ima lahko integral poljubno majhno vrednost. Zato
integral f; ds s pozitivnim predznakom ne more imeti minimuma; integral s predznakom pa
minimum seveda ima, in sicer vzdolz ravne svetovnice.

Integral akcije lahko zapiSemo kot integral po Casu

to

S = Ldt.
t1

Koeficient L pred dt je Lagrangeva funkcija mehanskega sistema. S pomoéjo (3.1) dobimo

t2 2
S:—/ ac\/1 — —dt,
C
t1

*Stroga razli¢ica nacela najmanjse akcije pravi, da mora biti integral S minimalen le za neskon¢no kratke
odseke integracijske poti. Za kon¢no dolge odseke lahko trdimo le to, da mora biti S ekstremen, vendar ne
nujno minimalen. (Glej Mehanika, §2.)
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9 ENERGIJA IN GIBALNA KOLICINA 29

kjer je v hitrost delca snovi. Od tod dobimo Lagrangevo funkcijo delca:

L =—acy/1—v?/c?.

Koli¢ina «, kot receno, opredeljuje delec. V klasi¢ni mehaniki delec opredelimo z njegovo
maso m. Pois¢imo torej zvezo med « in m. V limiti ¢ — oo mora na$ izraz za L iti proti
klasicnemu izrazu L = %va. Funkcijo L razvijemo po potencah v/c. Ce zanemarimo ¢lene
vi§jega reda, velja

Konstantni ¢leni v Lagrangevi funkciji nimajo vpliva na gibalno enacbo in jih lahko iz-
pustimo. Izpustimo torej acc v izrazu za L, s primerjavo s klasi¢no vrednostjo L = mwv?/2 pa
dobimo o = mec.

Akcija za prost delec snovi je torej

b
S = —mc/ ds, (8.1)

Lagrangeva funkcija pa je

89 Energija in gibalna koli¢ina

Gibalna koli¢ina delca je vektor p = 0L/0v (OL/0v je simboli¢ni zapis vektorja, katerega
komponente so odvodi L po ustreznih komponentah vektorja v). Z (8.2) dobimo

p=—F——. (9.1)

Za majhne hitrosti v < ¢, ali v limiti ¢ = oo, postane ta izraz enak klasicnemu p = mv. Pri
v = c¢ je gibalna koli¢ina neskon¢na.

Odvod gibalne koli¢ine po ¢asu je sila, ki deluje na delec. Mislimo si, da se spreminja le
smer hitrosti delca, torej da je sila pravokotna na hitrost. Tedaj je

o m dv
dt /I—Z—Zdt

Ce pa se spreminja le velikost hitrosti, torej e je sila vzporedna s hitrostjo, potem velja

(9.2)

@_ m dv

= = Wa. (9.3)

Ugotovimo, da je razmerje med silo in pospeskom razlicno v obeh primerih.
Energija £ delca je definirana z *

E=p-v—L.

*Glej Mehanika, §6.

Polje, v. 1



30 RELATIVISTICNA MEHANIKA 9

Vstavimo izraza (8.2) in (9.1) za L in p in dobimo

£=-—1C (9.4)

Ta zelo pomembna enacba med drugim pokaze tudi to, da v relativisticni mehaniki energija
prostega delca ne postane enaka ni¢ pri v = 0, temvec ima kon¢no vrednost

£ = mdc. (9.5)

To koli¢ino imenujemo mirovna energija (angl. rest energy) delca.
Pri majhnih hitrostih (v/c < 1) dobimo z razvojem (9.4) po potencah v/c

va

E ~mc? + 5
ki se od klasi¢nega izraza za kineti¢no energijo delca razlikuje za mirovno energijo.

Poudariti moramo, da ¢eprav govorimo o “delcih”, nikjer nismo predpostavili, da gre
za “elementarne delce”. Zato dobljene enacbe veljajo tudi za telesa, sestavljena iz velikega
Stevila delcev, pri katerih m predstavlja celotno maso telesa, v pa hitrost gibanja telesa kot
celote. Enatba (9.5) tako velja za poljubno telo, ki kot celota miruje. Poudariti moramo, da
je v relativisti¢ni mehaniki energija prostega telesa (torej tudi energija poljubnega izoliranega
sistema) povsem dolocena koli¢ina, ki je vedno pozitivna in ki je neposredno povezana z
maso telesa. Spomnimo se, da je v klasi¢ni mehaniki energija telesa doloCena le do poljubne
konstante, ki je lahko pozitivna ali negativna.

Energija mirujocega telesa poleg mirovnih energij sestavnih delcev vkljucuje tudi kineti¢cno
energijo delcev ter energijo njihovih medsebojnih interakcij. Zato mc? ni enako Y mqc? (kjer
so m, mase delcev), in m ni enako Y m,. V relativisti¢ni mehaniki zakon o ohranitvi mase ne
velja: masa sestavljenega telesa ni enaka vsoti mas njegovih sestavnih delov. Velja le zakon o
ohranitvi energije, ki vkljucuje tudi mirovne energije delcev.

Kvadriramo (9.1) in (9.4) in s primerjavo rezultatov dobimo naslednjo zvezo med energijo

in gibalno koli¢ino delca:

52
2= p* 4+ m2c. (9.6)

Energija, izrazena z gibalno koli¢ino, se imenuje Hamiltonova funkcija H:

H = cy/p? + m?c2. (9.7)

Pri nizkih hitrostih je p < mc in priblizno velja

2
H%ch—i-p—,
2m

to pa je, ¢e odmislimo mirovno energijo, poznan klasi¢ni izraz za Hamiltonovo funkcijo.
Iz (9.1) in (9.4) dobimo naslednjo zvezo med energijo, gibalno koli¢ino in hitrostjo delca:

\4
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9 ENERGIJA IN GIBALNA KOLICINA 31

Pri v = ¢ postaneta gibalna koli¢ina in energija neskonc¢ni. To pomeni, da se delec z od
ni¢ razlicno maso m ne more gibati s svetlobno hitrostjo. Vseeno pa lahko v relativisti¢ni
mehaniki obstajajo delci z maso ni¢, ki se gibljejo s hitrostjo svetlobe. * Za taksne delce velja

kar sledi iz (9.8). Ista enacba priblizno velja tudi za delce z od ni¢ razlitno maso v ultrarel-
ativisticnem priblizku, ko je energija delca £ velika v primerjavi z njegovo mirovno energijo
mc?.

Zapisimo sedaj vse izpeljane enacbe v invariantni Stiridimenzionalni obliki. Po nacelu
najmanjse akcije je

b
0S = —mcé/ ds = 0.
a

Variacijo S izracunamo tako, da upostevamo ds = 4/ dz; dz*, in dobimo

by s b .
0S = —mc/ M = —mc/ u; doz’.
a dS a

Integriramo po delih in sledi

6S = —mecu;0z

b b duz
ozt ds. 9.10
. -I—mc/a o', ds (9.10)

Gibalne enaCbe dobimo, kot ze vemo, s primerjavo razli¢nih poti med dvema istima robn-
ima tockama, zato na mejah velja (6z%), = (6z°), = 0. Dejansko pot potem dobimo iz pogoja
0S8 = 0. Iz (9.10) tako dobimo enacbe du;/ds = 0; tako v Stiridimenzionalni obliki zapisemo,
da ima delec konstantno hitrost.

Variacijo akcije kot funkcije koordinat izrac¢unamo tako, da pritrdimo tocko a, tako da
je (92"), = 0. Druga tocka je spremenljiva, dopustne pa so samo dejanske poti delca, torej
tiste, ki so resitve gibalne enac¢be. V tem primeru je integral v enacbi (9.10) za ¢S enak nic.
Namesto (6z%), pisemo kar dz’ in tako dobimo

68 = —meu;dz’. (9.11)
Cetverec 95

se imenuje Cetverec gibalne koli¢ine (angl. momentum four-vector). Iz mehanike nam je
znano, da so odvodi 9S/dz, 0S/0y in 0S/0z tri komponente vektorja gibalne koli¢ine p,
medtem ko je odvod —0S/0t energija delca €. Zato so kovariantne komponente Cetverca
gibalne koli¢ine p; = (€/c, —p), kontravariantne komponente pa so '

p'=(E/c,p). (9.13)

*Na primer kvanti svetlobe in nevtrini.

fObstaja uporaben mnemonicen pripomocek, s katerim si laze zapomnimo definicije fizikalnih Getvercev:
kontravariantne komponente so tiste, ki so povezane z ustreznimi tridimenzionalnimi vektorji (r za z'in p za
pi) s “pravilnim” pozitivnim predznakom.
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32 RELATIVISTICNA MEHANIKA 9

Iz (9.11) je razvidno, da so komponente Cetverca gibalne koli¢ine prostega delca
p' = meu'. (9.14)

Ce vstavimo komponente cetverca hitrosti iz (7.2), vidimo, da res dobimo izraza (9.1) in (9.4)
za p in £.

V relativisticni mehaniki sta gibalna koli¢ina in energija komponenti enega samega
cetverca. Od tod takoj dobimo enatbe za transformacijo gibalne koli¢ine in energije ob pre-
hodu iz enega inercialnega sistema v drugega. V splosno pravilo za pretvorbo cetvercev (6.1)
vstavimo (9.13) in dobimo

p;—i-czzé" E'+Vpl,

szﬁa Py:p;p pzzplza gzﬁa
e e

kjer so ps, py,p, komponente tridimenzionalnega vektorja p.
1z definicije ¢etverca gibalne kolicine (9.14) in identitete u'u; = 1 dobimo kvadrat ¢etverca
za prosti delec:

(9.15)

pipt = m?c?. (9.16)

Ce v to enacbo vstavimo (9.13), ponovno dobimo (9.6).
Po analogiji z obicajno vpeljavo sile je cetverec sile definiran kot odvod

dp’ du’
e mc P (9.17)

{3

9

Komponente ¢etverca zadostijo identiteti g;u’ = 0. Komponente etverca sile lahko zapisemo
tudi z obicajnim tridimenzionalnim vektorjem sile f = dp/ dt:

3

9

(9.18)

B f-v f
c? \/ 1- g—; c\/ 1- g—;
Casovna komponenta je povezana z delom, ki ga sila opravi.
Relativisti¢no Hamilton-Jacobijevo enac¢bo dobimo, ¢e nadomestimo p; z odvodi —9S/9dz"
v enac¢bi (9.16):
o805 _ 40505 _ .,

8$i8$i_g o ogk O

vsoto pa lahko tudi razpisemo in dobimo

1 /9S\% [0S\%2 [05\% [0S\? 5
(%) (&) -(5) - (5) == (5:20)

Opisimo 8e prehod v mejni primer klasi¢ne mehanike v enacbi (9.19). Najprej se spomnimo
prehoda v klasi¢no mehaniko pri enacbi (9.7): energija delca v relativisticni mehaniki vsebuje
¢len mc?, ki ga v klasiéni mehaniki ni. To moramo upostevati tudi tu. Glede na to, da
je akcija S povezana z energijo z £ = —(05/0t), moramo pri prehodu v klasi¢no mehaniko
zamenjati S z novo akcijo S’, definirano z

(9.19)

S =8 — mc’t.
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10 TRANSFORMACIJE PORAZDELITEV 33

To vstavimo v (9.20) in dobimo

1 [(asye, (982, (95Y?
2m or Jy 0z

v limiti ¢ — oo ta enacba postane enaka klasicni Hamilton-Jacobijevi enacbi.

_ L (98 a8
2mc? \ Ot ot

8§10 Transformacije porazdelitev

V stevilnih nalogah v fiziki imamo opravka s porazdelitvenimi funkcijami po gibalnih koli¢inah
delcev: f(p)dp, dp,dp. je stevilo delcev, ki imajo gibalno koli¢ino s komponentami v inter-
valih dp,, dpy, dp, (na kratko lahko re¢emo tudi, da je to tevilo delcev v majhni prostornini
prostora gibalnih koli¢in, d®>p = dp, dpy dp.). Zanima nas, kako se spremeni porazdelitvena
funkcija, ko se preselimo iz enega opazovalnega sistema v drugega.

Na poti do resitve si najprej oglejmo transformacijske lastnosti majhne prostornine
dp, dp, dp.. Ce vpeljemo stiridimenzionalni koordinatni sistem, katerega osi oznacujejo kom-
ponente Cetverca gibalne kolic¢ine delca, potem lahko dp, dp, dp, smatramo za nicelno kom-
ponento diferencialne plo§¢ine na hiperploskvi, definirani z enatbo p'p; = m?c?. Diferencialna
ploséina na hiperploskvi je éetverec, ki je na hiperploskev pravokoten; v naSem primeru smer
pravokotnice oitno sovpada s smerjo ¢etverca p;. Od tod sledi, da je kvocient

dp, dp, dp,

- (10.1)

invariantna koli¢ina, saj gre za kvocient istih komponent dveh vzporednih cetvercev. *
Stevilo delcev f dp, dp, dp. je o€itno invarianta, saj ni odvisno od izbire opazovalnega

sistema. ZapiSemo ga v obliki

dp, dp, dp

f(p)e = Trte

in Ce upostevamo invariantnost kvocienta (10.1), ugotovimo, da je zmnozek f(p)E€ invarianten.

Zato je porazdelitvena funkcija v sistemu K' povezana s tisto v sistemu K po enacbi

f(p)€
g

f'p) = (10.4)
kjer moramo p in &€ izraziti z p’ in £’ s pomocjo transformacije (9.15).

Vrnimo se k invariantnemu izrazu (10.1). Ce vpeljemo “krogelne koordinate” v prostoru
gibalnih koli¢in, potem lahko diferencialno prostornino dp, dp, dp. zapiSemo kot p?dpdo,

*Integriranje po (10.1) lahko zapiSemo v $tiridimenzionalni obliki s pomo¢jo funkcije § (glej opombo na dnu
strani ) kot integracijo po
2 .
Z(S(pipl —m?c?)d'p, d'p= dp’dp' dp® dp®. (10.2)
Pri tem smatramo stiri komponente p’ kot neodvisne spremenljivke, paziti pa moramo na to, da je p° vedno
pozitivna koli¢ina. Dokaz enacbe (10.2) je ocCiten iz naslednjega zapisa funkcije delta, ki se ponavlja v njej:

§(p'pi —m’c®) =6 ((zoo)2 - i—j) = % [5 (po + %) +6 <p0 - %)] : (10.3)

kjer je £ = c/p? + m?c?. To enacbo pa dobimo iz formule (V), ki jo najdemo med opombami na strani }.
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34 RELATIVISTICNA MEHANIKA 11

kjer je do diferencialni prostorski kot okoli smeri vektorja p. Ker je pdp = £dE/c? [to sledi
iz (9.6)], velja
p?dpdo _ pd&do
E e

Ugotovimo, da je tudi izraz
pd€do (10.5)

invarianten.

Pojem porazdelitvenih funkcij igra pomembno vlogo v kineti¢ni teoriji plinov: zmnozek
f(r,p)dpy dpy dp,dV je stevilo delcev v diferencialni prostornini dV, ki imajo gibalno
koli¢ino v intervalih dp,, dpy, dp,. Funkcija f(r,p) se imenuje porazdelitvena funkcija v
faznem prostoru (to je prostor koordinat in gibalne koli¢ine delca), zmnozek diferencialov
dr = d3pdV pa je diferencialna prostornina v tem prostoru. Poiskali bomo transformacijski
zakon za to funkcijo.

Poleg opazovalnih sistemov K in K’ imejmo $e opazovalni sistem Ky, v katerem delci z
izbrano gibalno koli¢ino mirujejo; lastno prostornino dVy obmocja, v katerem se delci naha-
jajo, je definiran v tem sistemu. Hitrosti sistemov K in K’ glede na sistem K| sta po definiciji
enaki hitrostim v in ¢’, ki jih imajo delci v sistemih K in K'. Zato je po (4.6)

2 ’U'2
AV = dVoy[1— =5, dV' = dVpy/1 - =,
C C

v &
av' &
To pomnozimo z enacbo d3p/d3p’ = £/&" in dobimo

od koder sledi

dr = d7', (10.6)

kar pomeni, da je diferencialna prostornina faznega prostora invariantna koli¢ina. Ker je tudi
Stevilo delcev fd7 nujno invarianta, zaklju¢imo, da je tudi sama porazdelitvena funkcija v
faznem prostoru invarianta:

f'(e',p") = f(r,p), (10.7)

kjer sta r’, p’ povezana z r, p z obic¢ajno Lorentzevo transformacijo.

8§11 Razpad delcev

Obravnavajmo spontan razpad telesa z maso M v dva dela z masama m; in my. Zakon o
ohranitvi energije ob razpadu, uporabljen v opazovalnem sistemu, v katerem telo na zacetku
miruje, je *

M = &9 + &y, (11.1)

*V §811-13 postavimo ¢ = 1. To pomeni, da smo si za enoto za merjenje Casa izbrali hitrost svetlobe, in
da sta dimenziji dolzine in Casa s tem postali enaki. Ta izbira je zelo primerna v relativisticni mehaniki in
poenostavi pisanje enacb. Ker pa ta knjiga vsebuje tudi veliko nerelativistiCne teorije, tega sistema enot ne
bomo uporabljali, razen ¢e bo to eksplicitno povedano.

Enacbe, v katerih je ¢ = 1, ni tezko pretvoriti v enacbe z obiCajnimi enotami: hitrost ¢ vstavimo, tako da
dobimo prave enote.
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11 RAZPAD DELCEV 35

kjer sta &9 in £ energiji nastalih delcev. Ker je &9 > my in 99 > me, je lahko enacba
(11.1) izpolnjena le, ¢e velja M > my + ms. To pomeni, da lahko telo spontano razpade
le na dela, katerih vsota mas je manjsa od mase telesa. Ce pa velja M < m; + mo je telo
stabilno (glede na obravnavani razpad) in ne more samodejno razpasti. V tem primeru lahko
do razpada pride le, ce telesu od zunaj dovedemo energijo, vecjo od njegove “vezavne energije”
(m1 + mg — M )

Pri razpadih se ohranita tako energija kot gibalna kolicina. Ker je zacetna gibalna koli¢ina
telesa enaka ni¢, mora biti enaka ni¢ tudi vsota gibalnih koli¢in nastalih delcev: pig+p2o = 0.
Od tod sledi p?, = p3,, ali

EXy —mi = &3 —m3. (11.2)
Enacbi (11.1) in (11.2) enoli¢no dolo¢ata energiji nastalih delcev:
M2t mi—my o M= 4 ma? (11.3)
2M 2M

Tej nalogi je “obratna” naloga, v kateri racunamo celotno energijo M dveh delcev, ki trcita,

v opazovalnem sistemu, v katerem je njuna celotna gibalna koli¢ina enaka ni¢. (TaksSen sistem

& =

lahko dolo¢imo, do katerih neelasti¢nih procesov trka (pri katerih se spremeni notranje stanje
trkajocih delcev) lahko pride, in ¢e lahko “nastanejo” novi delci. Do taksnih dogodkov lahko
pride le, ¢e je masa nastalih delcev manjsa od M.

Naj se v zacetnem (“laboratorijskem”) opazovalnem sistemu delec z maso m; in energijo
&1 zaleti v delec z maso mg, ki miruje. Celotna energija obeh delcev je

E=E+E =& +mo,

njuna skupna gibalna koli¢ina pa je p = p1 + p2 = p1- Oba delca skupaj obravnavajmo kot
en sam sestavljen sistem. Hitrost njunega gibanja kot celote je po (9.8) enaka

V:B— P1

= — 114
5 51 +m1 ( )

Ta koli¢ina je hitrost sistema 7' glede na laboratorijski sistem (sistem L).

Maso M lahko dolo¢imo tudi brez transformacije iz enega opazovalnega sistema v drugega.
Namesto tega uporabimo enacbo (9.6), ki velja tako za sestavljene sisteme kot za posamezne
delce. Velja torej

M? =% —p* = (& +ma)” — (6] —m}),

od koder dobimo
M? = m? +m3 4 2my&). (11.5)

NALOGE

NALOGA 1. Delec s hitrostjo V' v letu razpade na dva delca. Dolo¢i zvezo med kotoma, pod

katerima delca odletita, in njunima energijama.

Resitev: Naj bo & enega izmed nastalih delcev v tezis¢tnem sistemu [torej E1g ali E29 v (11.3)],
£ pa energija istega delca v laboratorijskem sistemu, 6 pa kot, pod katerim odleti delec v sistemu L
(glede na smer vektorja V). Z ena¢bami za pretvorbo dobimo

& —Vpcost

& ,
RN g v

Polje, v. 1



36 RELATIVISTICNA MEHANIKA 11

tako da je

E—EWV1I-V?2
cosf = ——————. (1)
VVE2 —m?2

Iz te enacbe razberemo, da lahko energijo £ izra¢unamo iz cos@ iz kvadratne enacbe

E2(1—V2cosh) — 286V 1 - V2 +E3(1—V?) +VZm? cos® 6 = 0, (2)

ki ima en pozitiven koren (e hitrost vy nastalega delca v tezis¢nem sistemu zado$ca pogoju vp > V)
ali dva korena (ce je vg < V).

Izvor te nedolocenosti je razviden iz naslednje geometrijske konstrukcije. Po (9.15) se komponente
gibalne koli¢ine v sistemu L izrazajo s koli¢inami v sistemu 7" po enacbah

__ pocost + &V

Y2 ﬁa py:posine.

Ce izlocimo 6y, dobimo
pi+ (pV1 - V2 = &V?) = pl.

Kot enacba spremenljivk p., p, je to enacba elipse s polosema py/v'1 — V2 in py, katere sredisce (tocka

(a) V <wo (b) V > wp

O na sliki 2.3(a)) je zamaknjena za razdaljo &V/v1 — V2 iz tocke p = 0 (tocka A na sliki 2.3(a)). *

Ceje V> po/Eo = wo, tocka A lezi izven elipse (slika 2.3(b)), zato ima lahko pri danem kotu
6o vektor p (in zato tudi energija &) dve razliéni vrednosti. Iz konstrukcije je tudi razvidno, da v
tem primeru kot 6 ne sme biti vecji od Omax (kar ustreza taksni smeri vektorja p, da je ta tangenten
na elipso). Vrednost kota 6,,,x najlaze dolo¢imo analiti¢no iz pogoja, da je diskriminanta kvadratne

enacbe (2) enaka nic:
poV1—V?2
mV

Sin Omax =

NALOGA 2. Dolo¢i porazdelitev po energijah nastalih delcev v laboratorijskem sistemu.

Resitev: V tezis¢nem sistemu so nastali delci porazdeljeni izotropno po vseh smereh. To pomeni,
da je stevilo delcev, ki odletijo v diferencialni prostorski kot dog = 27 sin 8y dfy, enak

1 1
dN:Ed00:§|dcos90|. (1)

Energija v laboratorijskem sistemu je podana s kolicinami, ki se nanasajo na tezi§cni sistem, z

_ Ep+poV costy

Vi-v2

*V klasi¢ni limiti elipsa postane kroznica (glej Mehanika, § 16).

£
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11 RAZPAD DELCEV 37

in zavzema vrednosti na intervalu od
& — Vo o & + Vo

Ce d|cosby| izrazimo 7z d&, dobimo normalizirano porazdelitev po energijah (za vsakega izmed obeh

vrst nastalih delcev):
1
dN = V1-V2d€. (2)
2V po

NALOGA 3. Dolo¢i razpon vrednosti kota (v laboratorijskem sistemu) med smerema nastalih
delcev v primeru razpada na dva identi¢na delc (angl. separation angle).
Resitev: 'V tezis¢nem sistemu delca odletita v nasprotnih smereh, zato je 619 = 7 — 629 = 6.

Povezava med koti v tezis¢nem in laboratorijskem sistemu je podana z (5.4):

ot fr — vgcosby +V ot B — —vgcosby +V
! 2 v sinfpv/1 — V2’

vo sinfpv/1 — V2’

(ker je v tem primeru vig = v20 = vp). Iskani kot je © = 8; + 62 in s preprostim rac¢unom dobimo

V2 — v + V20l sin® 6,

QVU()\/ 1—V?2sin 90

Ce poiscemo ekstreme tega izraza, dobimo naslednje mozne razpone kot O:

zaV <wvp: 2tan! (%\/1—‘/2) <0<,

cot®@ =

Vo .1 1_V2 m

zavg <V < ———: 0< 0 <sin < =
V1-—v¢ 1—w 2
zaV>070: 0<®<2tan*1(@\/1—vz)<z.
1/]_—1;3 Vv 2

NALOGA 4. Poisci kotno porazdelitev v laboratorijskem sistemu za razpad v delce brez mase.
Resitev: Po (5.6) je zveza med izhodnim kotom v tezisénem in laboratorijskem sistemu za delce

brez mase enaka
cosh —V

1—Vecosf’

Ce ta izraz vstavimo v enacbo (1) v drugi nalogi, dobimo

cosby =

(1-V?%)do
dN = ———FF——.
47w (1 — V cosh)?

NALOGA 5. Poisci porazdelitev po kotih locitve v laboratorijskem sistemu za razpad v dva delca
brez mase.

Resitev:  Zveza med izhodnima kotoma 6, 6> v laboratorijskem sistemu in kotoma 619 = 6y,
020 = ™ — 6 v tezis¢nem sistemu je podana z (5.6), zato za kot locitve velja

2V2 —1—V?2cos? 6y
1—V2cos26, ’

cos© =

obratno pa velja

1_V2
cos@oz\/l— V;/ cotQ%.
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38 RELATIVISTICNA MEHANIKA 12

Ta izraz vstavimo v ena¢bo (1) iz druge naloge in dobimo
1-V?2 do
T / '
TV sin® 2,/V2 — cos? 2

Kot © zavzame vrednosti od © do ©pip, = 2cos™L V.
NALOGA 6. Kolik3na je najvecja energija, ki jo lahko odnese edem izmed nastalih delcev, ¢e

mirujoci delec z maso M razpade na tri delce z masami my, ms in ms.

Resitev: Delec m; ima najvecjo energijo, ¢e ima sistem drugih dveh delcev ms in mg najmanjso
mozno maso; ta je enaka vsoti mo + ms (in ustreza primeru, ko se ta delca gibljeta skupaj z enako
hitrostjo). Tako smo poenostavili nalogo na razpad telesa na dva delca in iz enacbe (11.3) dobimo

M? +m3 — (ma + ms3)?
2M '

El,max =

8§12 Invariantni sipalni presek

Pojave sipanja opiSemo z njihovimi invariantnimi sipalnimi preseki, ki dolocajo Stevilo trkov
dolocene vrste, do katerih pride v curkih trkajocih se delcev.

Imejmo dva curka delcev; z n; in ny bodo oznacili gostoti delcev (torej stevilo delcev na
enoto prostornine), z v in vy pa hitrosti delcev. V opazovalnem sistemu, v katerem delec
2 miruje (torej v mirovnem sistemu delca 2) imamo opravka s sipanjem curka delcev 1 na
mirujoci tar¢i. Pri obicajni vpeljavi sipalnega preseka o je §tevilo trkov, do katerih pride v
prostornini dV in v ¢asu dt enako

dv = ovenine dV di,

kjer je vge hitrost delca 1 v mirovnem sistemu delca 2 (kar je natanko definicija relativne
hitrosti dveh delcev v relativisti¢ni mehaniki).

Stevilo dv je ze po svoji naravi invariantna koli¢ina. Zapisali bi ga radi v obliki, ki velja
v poljubnem opazovalnem sistemu:

dv = Aning dV dt, (12.1)

kjer je A koli¢ina, ki bi jo radi dolocili. Njeno vrednost v mirovnem sistemu enega izmed
delcev ze poznamo in znasa vyeo. Z o bomo vedno oznacevali sipalni presek v mirovnem
sistemu enega izmed delcev, ki je po definiciji invariantna koli¢ina. Po definiciji je invariantna
tudi relativna hitrost vye|.

V izrazu (12.1) je produkt dV dt¢ invarianta. Zato mora biti invarianten tudi zmnozek
Anlng.

Zakon za pretvorbo gostote delcev n sledi iz dejstva, da je Stevilo delcev v izbrani majhni
prostornini dV, torej ndV, invarianta. Zapisemo ndV = ngdV; (indeks 0 se nanaa na
mirovni sistem delcev) in uporabimo enacbo (4.6) za transformacijo prostornine. Tako dobimo

n=-——9 (12.2)

V1—v?

ali n = noE/m, kjer je £ energija, m pa masa delcev.
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13 INVARIANTNI SIPALNI PRESEK 39

Ker je Aningy invarianta, iz zgornjega sledi, da je invarianten tudi izraz A&;1E,. Ta pogoj
lahko zapiSemo tudi v bolj uporabni obliki, kot
E1E &
Q4812 g 1€2

- = A—————— = invarianta, 12.3
PPy &1 —p1- P2 (12:3)

kjer je imenovalec invarianten, saj je enak zmnozku Cetvercev gibalne koli¢ine dveh delcev.

V mirovnem sistemu delca 2 je &5 = mgy in ps = 0, zato je invariantna koli¢ina (12.3)
enaka kar A. V tem opazovalnem sistemu pa velja tudi A = ovy. V poljubnem opazovalnem
sistemu je zato

puip}
A =0 51; 522. (12.4)

Ta izraz bi radi zapisali v lepsi obliki. Najprej v, izrazimo z gibalnima koli¢inama
in hitrostima delcev v poljubnem opazovalnem sistemu. V ta namen upostevamo, da je v
mirovnem sistemu delca 2

my

Plipé = —F——=Mma.
\/ 1- ,Ul?el
Od tod sledi
2,2
mimy
Upel = 4|1 — ——=. 12.5

Koli¢ino plipi = £1&E9 — p1 - p2 izrazimo s hitrostima vy in vy z uporabo enacb (9.1) in (9.4):
2

1—V1 V9
(1 =o)(1=w3)

Plipé = mymsz \/

in to vstavimo v (12.5). Po preprostih pretvorbah dobimo naslednji izraz z relativno hitrost

V(vi = v2)? — (vi X v3)?

1—V1-V2

Urel = (12.6)
(opazimo lahko, da je ta izraz simetric¢en na zamenjavo v in vg, torej da je velikost relativne
hitrosti neodvisna od izbire delca, glede na katerega jo ratunamo).

NALOGA

NALOGA Kaj je “diferencial lo¢ne dolzine” v relativisticnem “prostoru hitrosti”?
Resitev: Iskani diferencial di, je relativna hitrosti dveh tock s hitrostima v in v + dv. Iz (12.6)
tako dobimo
(dv)? — (v x dv)? dv? v?

2 _ _ 2 2. 442
Ay = = G T T4 +sin’ 6 o),

kjer sta @ in ¢ polarni kot in azimut smeri hitrosti v. Ce namesto v vpeljemo novo spremenljivko,
definirano z enacbo v = tanh x, se diferencial lo¢ne dolzine zapise:

di? = dx? + sinh? x(d#? +sin 6 - d¢?).

Z geometrijskega vidika je to diferencial lo¢ne dolzine v tridimenzionalnem prostoru Lobacevskega,
torej v prostoru s konstantno negativno ukrivljenostjo (glej (111.12)).
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40 RELATIVISTICNA MEHANIKA 13

8§13 Elasti¢ni trki delcev

Oglejmo si elasticni trk delcev z vidika relativisticne mehanike. Gibalni koli¢ini in energiji
vpadnih delcev (z masama mj in my) oznacimo z p1, & in pe,E; s Crticami oznacimo te
koli¢ine po trku. Zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine in energije ob trku lahko zapiSemo kot
enacbo za ohranitev ¢etverca gibalne koli¢ine:

i+ =p'L + 9. (13.1)
S to enacbo lahko zapiSemo invariantne kolicine, ki bodo koristne v nadaljevanju. V ta namen
zapisemo (13.1) kot

pL+py =P =P
in kvadriramo obe strani (to pomeni, da izra¢unamo skalarni produkt vsake strani same s

seboj). Kvadrata cetvercev gibalne koli¢ine pﬁ in p'} sta enaka m?, kvadrata od pg in p'5 pa
sta enaka m2. Zato velja

mi + prph — prp't — p2ip'’s = 0. (13.2)
Ce na podoben nacin kvadriramo enacbo pﬁ + pé —p l2 =9 Zi, dobimo
m3 + priph — pypy — prp’y = 0. (13.3)

Oglejmo si trk v opazovalnem sistemu (sistemu L), v katerem eden izmed delcev (mg)
pred trkom miruje. Tedaj je p2 = 0, &, = mg, skalarni produkti v (13.2) pa so

p1iph = E1ma,
p2ip'y = ma2€y, (13.4)
pp'y =&& —p1-pi' = E1& — pipi cos by,

kjer je 6 kot, pod katerim se sipa vpadni delec my. Te izraze vstavimo v (13.2) in dobimo

5{(51 + mg) - Elmg - m%
PP '

cosf; = (13.5)

Podobno dobimo iz (13.3)
& &y —
cos by = (61 —I—m2)(,2 mZ), (13.6)
p1py

kjer je 02 kot med gibalno koli¢ino, ki jo dobi drugi delec, p}, in gibalno koli¢ino vpadnega
delca, pi.

Enacbi (13.5)-(13.6) povezujeta sipalna kota obeh delcev v sistemu L s spremembami
njunih energij ob trku. Ce ti enacbi obrnemo, lahko energiji &l in 52 izrazimo s kotoma 6; in
0>. Zato v (13.6) vstavimo p; = \/EZ — m? in p, = 1/(E5)? — m3 in obe strani kvadriramo.
Po preprostem izracunu dobimo

(&1 +m2)? + (E2 — m?) cos? O,
(&1 +m2)? — (E2 —m?) cos? 6y

) = my (13.7)

Ce obrnemo enacbo (13.5), v splosnem dobimo zelo zapleteno enacho za &}, izrazeno z ;.
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13 ELASTICNI TRKI DELCEV 41

Ce je m1 > my, torej e je vpadni delec tezji od tarce, potem sipalni kot ; ne more preseci
neke maksimalne vrednosti. S preprostimi ra¢uni lahko ugotovimo, da je ta vrednost podana
z enacbo

SN 0] max = 2, (13.8)
my
ki je enaka ustrezni klasi¢ni enagcbi.

Enacbi (13.5)-(13.6) se poenostavita, ¢e ima vpadni delec maso ni¢: m; = 0, od koder

sledi p; = &1, p} = &{. V tem primeru zapiSemo enacbo za energijo vpadnega delca po trku,

izrazeno s kotom odklona delca, kot

m2

&= .
1 1 —costh + g

(13.9)

Vrnimo se k splosnemu primeru trka delcev s poljubnima masama. Trk najlaze obrav-
navamo v teziS¢tnem sistemu 7'. Koli¢ine v tem sistemu oznacimo z dodatnim indeksom 0.
Velja p1o = —p20 = po- Ker se gibalna koli¢ina ohranja, se ob trku gibalni koli¢ini delcev pre-
prosto zasukata, ostaneta enaki po velikosti in kazeta v nasprotnih smereh. Zaradi ohranitve
energije se ne spremeni niti velikost vsake izmed gibalnih koli€in.

Naj bo x sipalni kot v tezis¢nem sistemu — to je kot, za katerega se gibalni koli¢ini pig
in pgy ob trku zasukata. Ta kolicina povsem doloca proces sipanja v teziS¢nem sistemu,
posledi¢no pa tudi v vseh ostalih opazovalnih sistemih. Primerna je tudi pri opisu trka v
laboratorijskem sistemu, saj jo lahko uporabimo kot edini parameter, ki ostane nedolocen po
tem, ko upostevamo ohranitev gibalne koli¢ine in energije.

Kon¢ni energiji obeh delcev v laboratorijskem sistemu bomo zapisali s tem parametrom
Vrnemo se k izrazu (13.2), le da tokrat zapiSsemo produkt plip’é v sistemu T

Plipng = 5105{0 — Pi1o- P,10 = 5120 - Pg Cos x = P%(l —cos ) + m%

(v sistemu T se energiji delcev ob trku ne spremenita: £, = £19). Ostale produkte izra¢unamo
v sistemu L, torej uporabimo izraze (13.4). Tako dobimo &] —&; = —(p3/ms2)(1—cosx). Sedaj
moramo p3 zapisati s koli¢inami, ki se nanaSajo na sistem L. To dosezemo, ¢e izena¢imo
vrednost invariante p1;pb v sistemih L in T

E10€20 — P10 - P20 = E1ma,

ali

V@3 +m3) (03 + m3) = Eyms — .

Iz te enacbe izrazimo pg:

202 2
2 m;(Ef —my)
= . 13.10
Po m? +m3 + 2ma& ( )
Kon¢no dobimo ) )
g2 _
El=6 — ma(& = mi) (1 — cos x). (13.11)

m% + m% + 2mo &y
Energijo drugega delca dobimo iz ohranitvenega zakona: & + mgq = & + &). Od tod sledi

my(EF —m?)

& =mg +
2 2 m? 4+ m3 + 2mo&;

(1 —cosx). (13.12)
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42 RELATIVISTICNA MEHANIKA 13

Drugi ¢len v teh dveh enacbah je energija, ki jo izgubi prvi delec in se prenese na drugega.
Najvec energije se prenese, ko je x = m, in sicer
2my (£ — mi)
m? +m3 4+ 2ma&y

5émax —mg =& — 5{ min — (1313)
Razmerje med najmanjSo kineti¢no energijo vpadnega delca po trku in njegovo zacetno
energijo je
{min —my _ (ml - m2)2
& —m m% + m% + 2ma &y '

(13.14)

V mejnem primeru majhnih hitrosti, ko je & ~ m + mv?/2, postane to razmerje konstantno:

2
mi1 — My
<m1 + m2> '
V limiti visokih energij & gre izraz (13.14) proti ni¢; koli¢cina &, ;, gre proti konstantni
limitni vrednosti, ki znasa

2 2
gl mi +mj
lmin — .

2m2

Predpostavimo, da je mo > mq, torej da je masa vpadnega delca majhna v primerjavi z
maso tar¢e. V klasi¢ni mehaniki lahko lazji delec prenese le majhen del svoje energije (glej
Mehanika, §17). To pa ne velja ve¢ v relativisti¢ni mehaniki. Iz enacbe (13.14) je razvidno,
da je lahko za zadosti visoke energije £ delez prenesene energije blizu 1. Za to ni zadosti,
da je hitrost prvega delca blizu 1, temve¢ mora veljati & ~ mg: lazji delec mora torej imeti
energijo, ki je istega velikostnega reda kot mirovna energija tezkega delca.

Podobno velja za mo < mq, ko se tezek delec zaleti v lahkega. Tudi tu bi bila v klasi¢ni
mehaniki prenesena energija zanemarljivo majhna. Delez prenesene energije postane obcuten
Sele pri energijah velikostnega reda £ ~ m?/ma. Vidimo, da tu ne gre preprosto za hitrosti,
ki so istega reda kot svetlobna hitrost, temve¢ mora biti energija velika v primerjavi z my:
opravka imamo z ultrarelativisticnim primerom.

NALOGE

NALOGA 1. Trikotnik ABC na sliki 13 je sestavljen iz vektorja gibalne koli¢ine p vpadnega delca
in iz gibalnih koli¢in pf, p) delcev po trku. Pois¢i mnozico tock C' (geometrijsko najdisce ali locus),
ki ustrezajo vsem mogocim vrednostim pj, p5.

Resitev: Iskana krivulja je elipsa, katere polosi lahko dolo¢imo z uporabo rezultatov v prve naloge
v § 11. V tisti nalogi je bila namre¢ opisana konstrukcija vektorjev p v laboratorijskem sistemu, ki jih
dobimo iz poljubno usmerjenih vektorjev po z enako dolzino py v tezis¢nem sistemu.

Ker so absolutne vrednosti gibalnih koli¢in trkajocih delcev enake v tezi¢nem sistemu in se ob
trku ne spremenijo, imamo tu opravka s podobno konstrukcijo za vektor p!, za katerega je

m2V
Po = P10 = P20 = \/T—VZ

v tezi§tnem sistemu, v katerem je V hitrost delca mo v tezi§tnem sistemu, po velikosti enak hitrosti
tezisca, V = p1 /(&1 + ma) [glej (11.4)]. Tako ugotovimo, da sta mala in velika polos elipse enaki

_ map1 Po_ _ _map (&1 +ma)
\/m§+m§+2m2517 \/]_—V2 m%+m§+2m251

DPo
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14 ELASTICNI TRKI DELCEV 43

[prvi izraz je seveda enak enacbi (13.10)].

Pri 6, = 0 vektor p)| sovpada z p1, zato je razdalja AB enaka p;. S primerjavo p; z dolzino velike
polosi elipse zlahka ugotovimo, da tocka A lezi izven elipse, ¢e je m; > mo [slika 2.3(c)], ali v njeni
notranjosti, ¢e je my < mo [slika 2.3(d)].

NALOGA 2. Dolo¢i najmanjsi kot lo¢itve ©,;, dveh delcev po trku, ¢e sta masi obeh delcev enaki
(m1 =ms =m).

Resitev: Ce je m; = mg, tocka A na skici lezi na elipsi, najmanjsi kot locitve pa ustreza slucaju,
ko tocka C' lezi na krajiscu male osi (slika 3). Iz skice je razvidno, da je tan(©y,/2) enak razmerju

dolzi polosi. Dobimo
tan Omin = 2m
2 V& +m’

El—m
51+3m'

ali
€oS Onin =

Slika 3:

NALOGA 3. Za primer trka dveh delcev z enako maso m izrazi £, £} in x s sipalnim kotom 6; v
laboratorijskem sistemu.

Resitev: Ce obrnemo enac¢bo (13.5), dobimo
(&2 —m?)sin” 6,

2m + (£, — m)sin® 6

(&1 +m) + (&1 — m) cos? 6,
(&1 4+m) — (&1 —m)cos? 6’

& =m E=m+

To primerjamo z izrazom za &, zapisanim kot funkcijo spremenljivke y:

El—m
2

Eh=&— (1 —cosx),

in dobimo sipalni kot v tezi§¢nem sistemu

2m — (& + 3m) sin® 4,
2m + (& —m)sin® 6,

cosx =
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44 RELATIVISTICNA MEHANIKA 14

8§14 Vrtilna koli¢ina

Ze iz klasicne mehanike vemo, da se v izoliranem sistemu poleg energije in gibalne koli¢ine
ohranja tudi vrtilna koli¢ina, torej vektor

M:erp,

kjer sta r in p krajevni vektor in gibalna koli¢ina delca; sestevamo po vseh delcih, iz katerih
je sestavljen sistem. Ohranitev vrtilne koli¢ine je posledica tega, da se zaradi izotropnosti
prostora Lagrangeva funkcija izoliranega sistema na spremeni, ¢e sistem zasukamo kot celoto.

Ce podobno izpeljavo ponovimo v §tiridimenzionalni obliki, dobimo relativisti¢ni izraz
za vrtilno koli¢ino. 7 ' oznaéimo koordinate enega izmed delcev sistema. Opravimo
stiridimenzionalen zasuk v Cetvernem prostoru. Pri tem koordinate z' dobijo nove vrednosti
2", Veljati mora, da so razlike z/* — 2* linearne funkcije

2" — 2t = 3,00 (14.1)

z infinitezimalnimi koeficienti §Q*. Komponente tenzorja 6§, so med seboj povezane z
zvezami, ki so posledica tega, da se ob zasuku krajevni vektor ne spremeni, zato mora veljati
z';z" = x;z’. Vstavimo 2" iz (14.1) in zanemarimo ¢len, ki je kvadraten po §Q, saj je
vi§jega reda. Dobimo

l‘il‘k(sQik =0.

Ta enacba mora veljati za poljuben z¢. Ker je z'z* simetricni tenzor, mora biti 6§, anti-

simetri¢ni tenzor (ker je zmnozek simetri¢nega in antisimetri¢nega tenzorja ocitno identi¢no
enak nic). Zapisemo lahko torej
0 = —6Q4k. (14.2)

Ob infinitezimalni spremembi koordinat zacetne tocke a in koncéne tocke b na trajektoriji
se akcija spremeni za (glej (9.11)):

08 == plom)

(sestevamo po vseh telesih v sistemu). Pri zasukih, ki jih sedaj obravnavamo, je 6z; = §Q;,z*,
zato je

08 = =0 Y _p'a"}.

Ce tenzor Y pia* razcepimo na simetricni in antisimetriéni del, potem prvi prispevek
(pomnozen z antisimetricnem tenzorjem) h konénemu rezultatu ne prispeva. 7 anti-
simetri¢nim delom pa lahko zapiSemo prejsnjo enakost v obliki

1 L,k k,.i\|b
08 =~ > (p'a* - pFa)h. (14.3)

V izoliranem sistemu je akcija invarianta in se ob Cetvernem zasuku ne spremeni. Koefi-
cient koli¢ine €2 v izrazu (14.3) mora zato biti enak nic:

> Fak - pFat)y = (p'ak — pFat),.
Od tod sledi, da se v izoliranem sistemu tenzor

M* =" (z'p" — oFp') (14.4)
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14 VRTILNA KOLICINA 45

ohranja. Ta antisimetri¢ni tenzor se imenuje cetverni tenzor vrtilne kolicine (angl. four-
tensor of angular momentum). Prostorske komponente tega tenzorja so enake komponentam
vektorja tridimenzionalne vrtilne koli¢ine M = ) r x p:

M23 — Ma:a _M13 - M

sy MY =M,.

Komponente M, M2, M3 tvorijo vektor 3 (tp — Er/c?). Komponente tenzorja M®* lahko

torej zapisemo kot
; Er
M* = tp— - ),—M]|. 14.5
X(r-a) 149

(Primerjaj z (6.10).)
Ker se v izoliranem sistemu M ohranja, med drugim velja

Z <tp — %) = konst.

Ker se ohranja tudi celotna energija &£, lahko to enacbo zapisemo v obliki

Yér Ayp
& Y€

(Koli¢ine, ki se nanasajo na razlicne delce, so v enacbi upoStevane ob istem ¢asu t).
Od tod sledi, da se krajevni vektor

t = konst.

Y. ér
&

R = (14.6)

2

premika enakomerno s hitrostjo

P
&

ki je natanko enaka hitrosti gibanja sistema kot celote. [Ta hitrost povezuje celotno energijo

in celotno gibalno koli¢ino v skladu z enacbo (9.8).] Enacba (14.6) je relativisti¢na definicija

koordinat tezisca (angl. center of inertia) sistema. Ce so hitrosti vseh delcev majhne v

primerjavi z ¢, potem priblizno velja £ ~ mc? in iz (14.6) dobimo obicajen klasi¢ni izraz

> mr
S

V= (14.7)

R =

Komponente vektorja (14.6) niso prostorske komponente nobenega ¢etverca in se zato ob
transformaciji opazovalnega sistema na transformirajo kot koordinate tocke. Zato v razli¢nih
opazovalnih sistemih lezijo tezis¢a sistema v razli¢nih tockah.

NALOGA

“Medtem ko klasi¢na enacba za teziSce velja tako za interagirajoce kot za neinteragirajoce delce, enacba
(14.6) velja le, ce interakcije zanemarimo. V relativisticni mehaniki moramo tezice sistema interagirajocih
delcev definirati tako, da eksplicitno vklju¢imo gibalno koli¢ino in energijo polja, ki ga delci proizvajajo.

Polje, v. 1



46 RELATIVISTICNA MEHANIKA 14

NALOGA Poisci povezavo med vrtilno koli¢ino M telesa (sistema delcev) v opazovalnem sistemu
K, v katerem se telo giblje s hitrostjo V, in njegovo vrtilno kolicino M) v opazovalnem sistemu K,
v katerem telo kot celota miruje; v obeh primerih naj bo gibalna koli¢ina definirana glede na isto tocko
— tezisce telesa v sistemu Ky. *ralca naj spomnimo, da Geprav je v sistemu Ky (kjer velja > p = 0)
vrtilna koli¢ina neodvisna od izbire tocke, glede na katero jo definiramo, to ne velja za sistem K (kjer
je >_p #0), saj je v tem primeru vrtilna koli¢ina odvisna od te izbire (glej Mehanika, § 9).

Resitev: Sistem Ky se giblje glede na sistem K s hitrostjo V; naj ta hitrost kaze vzdolz osi X.
Iskane komponente M se transformirajo po enacbah (glej drugo nalogo v § 6):

v |4
_ MO12 4 ?M(0)027 % MO13 4 ?M(0)037 A2 1002
1-% -

MlZ

Ker smo izhodisce postavili v tezistu telesa (v sistemu Kj), v tem sistemu velja Y r = 0. Ker poleg
tega v tem sistemu velja se S.p = 0, dobimo M2 = Af(0)03 — (_ 7 uporabo povezave med
komponentami M in vektorjem M, za slednjega dobimo

Mg,(lo) MZ(O)
=Y M, =
1-Y ’ 1-Y

c2 c2

*B
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Poglavje 3

Naboji v elektromagnetnih poljih

8§15 Osnovni delci v teoriji relativnosti

Interakcije med delci lahko opiSemo s pomocjo polja sile. Namesto da bi rekli, da delec deluje
na drug delec, raje recemo, da delec okoli sebe ustvari polje; doloCena sila potem deluje na
vsak drug delec, ki se v tem polju nahaja. V klasi¢ni mehaniki je polje le uporaben naécin opisa
interakcije med delci. V teoriji relativnosti pa ima zaradi koncne hitrosti Sirjenja interakcij
ta pojem veliko globlji pomen. Sile, ki delujejo na delec ob danem trenutku niso dolocene s
polozaji ostalih delcev ob istem trenutku. Sprememba polozaja enega izmed delcev bo imela
vpliv na druge delce Sele po nekem casovnem intervalu. To pomeni, da je polje del fizikalne
realnosti in ne le nacin opisovanja. V relativisticni mehaniki ne smemo govoriti o neposredni
interakciji med delci, ki so med seboj oddaljeni. Do interakcij lahko ob nekem trenutku
pride le med dvema “sosednjima” toCkama v prostoru: interakcije so dotikalne (kontaktne).
Smiselno lahko govorimo le o interakciji nekega delca s poljem in o posledi¢ni interakciji polja
z drugim delcem.

Obravnavali bomo dve vrsti polj, gravitacijska in elektromagnetna. Gravitacijska polja si
bomo ogledali v poglavjih od 10 do 14, ostala poglavja pa so posvecena elektromagnetnim
poljem.

Preden si ogledamo interakcije delcev z elektromagnetnim poljem, bomo na kratko spre-
govorili o pojmu “delca” v relativisti¢ni mehaniki.

V klasi¢ni mehaniki lahko vpeljemo pojem togega telesa, ki se pod nobenim pogojem ne
deformira. V teoriji relativnosti bi lahko kot toga smatrali tista telesa, ki se ne spreminjajo v
opazovalnem sistemu, v katerem mirujejo. Hitro pa se lahko prepri¢amo, da je zaradi zakonov
relativisticne mehanike obstoj taksnih teles v sploSnem nemogoc.

Predstavljajmo si na primer okrogel disk, ki se vrti okoli svoje osi, in predpostavimo, da je
tog. Opazovalni sistem, v katerem disk miruje, vsekakor ni inercialen. Za vsak infinitezimalen
sestavni del diska pa lahko vpeljemo inercialen sistem, v katerem ta del ob danem trenutku
miruje; za razline sestavne dele diska, ki imajo razli¢ne hitrosti, bodo tudi ti sistemi ra-
zli¢ni. Oglejmo si infinitezimalne odseke lo¢ne dolzine, ki lezijo v smeri izbranega krajevnega
vektorja. Ker je disk tog, bo dolzina vsakega izmed teh odsekov (v ustreznem inercialnem
opazovalnem sistemu) enaka dolzini, ki bi jo odsek imel v mirujo¢em disku. Isto dolzino
bi izmeril tudi opazovalec, ki miruje, in mimo katerega bi se izbran odsek gibal ob danem
trenutku, saj je vsak odsek pravokoten na svojo hitrost in zato ni podvrzen Lorentzevemu
skréenju. Zato je celotna dolzina polmera diska, kot jo izmeri mirujoci opazovalec, enaka kot
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48 NABOJI V ELEKTROMAGNETNIH POLJIH 16

bi bila pri mirujocem disku. Po drugi strani pa je dolzina vsakega infinitezimalno kratkega
odseka v smeri obsega diska podvrzena Lorentzevi skrcitvi, zato je dolzina celotnega obsega
(kot jo izmeri mirujoci opazovalec in ki je enaka vsoti dolzin vseh odsekov) manjsa, ko je
dolzina obsega mirujocega diska. Pridemo do zakljucka, da se mora zaradi vrtenja diska spre-
meniti razmerje med obsegom in polmerom (kot ga izmeri mirujo¢i opazovalec), in to ni vet
enako 27w. Ta rezultat je nesmiseln, kar pomeni, da disk dejansko ne more biti tog in da je
pri vrtenju pride do kompleksne deformacije, ki je odvisna od elasti¢nih lastnosti materiala,
in katerega je disk narejen.

Da toga telesa ne morejo obstajati, lahko pokazemo tudi drugace. Predpostavimo, da togo
telo spravimo v gibanje z delovanjem zunanje sile, ki prijemlje v eni sami tocki. Ce bi telo
bilo togo, bi se vse tocke zacele gibati istocasno kot tocka, v kateri sila deluje; v nasprotnem
primeru bi se telo deformiralo. Zaradi teorije relativnosti pa to ni mogoce, ker se sila v neki
tocki prenese na ostale s kon¢no hitrostjo, zato se ne morejo vse tocke zaceti gibati ob istem
casu.

Od tod lahko potegnemo vet sklepov o “osnovnih” delcih, to so taksni delci, katerih stanje
lahko povsem opiSemo, ¢e podamo njihove tri koordinate in tri komponente hitrosti njihovega
gibanja kot celote. Ocitno je, da ¢e bi osnovni delec imel koncéno razseznost v prostoru, ne
bi smel biti deformabilen, saj je pojem deformabilnosti povezan z moznostjo neodvisnega
gibanja posameznih delov telesa. Vendar pa smo ugotovili, da je v teoriji relativnosti obstoj
togih teles nemogoc.

Zakljucimo torej, da v klasi¢ni (nekvantni) relativisti¢éni mehaniki osnovnim delcem ne
moremo pripisati kon¢ne razseznosti. Z drugimi besedami, v okviru klasi¢ne teorije moramo
osnovne delce smatrati kot tockaste. *

§16 Cetverni potencial polja

Za delec, ki se giblje v vnaprej podanem elektromagnetnem polju, je akcija sestavljena iz dveh
prispevkov: iz akcije (8.1) za prosti delec in iz Clena, ki opisuje interakcijo delca s poljem.
Slednji ¢len mora vsebovati koli¢ine, ki opisujejo delec, in koli¢ine, ki opisujejo polje.

Izkaze se Taslednje trditve moramo smatrati v doloceni meri kot posledice eksperimentalnih
podatkov. Oblike akcije za delec v elektromagnetnem polju ne moremo dolo¢iti na osnovi
splosnih razmislekov (kot je na primer zahteva o relativisti¢ni invariantnosti). Ti bi v enacbi
(16.1) dopuscali ¢lene oblike [ Ads, kjer je A skalarna funkcija.

Da ne bo nesporazuma, naj ponovimo, da se tu ukvarjamo s klasi¢no (in ne kvantno)
teorijo, zato se ne oziramo na pojave, ki so povezani z lastno vrtilno koli¢ino delcev (spinom).
, da so lastnosti delca pri njegovih interakcijah z elektromagnetnim poljem povsem dolocene
z enim samim parametrom, nabojem delca e. Naboj je lahko pozitiven, negativen ali pa enak
ni¢. Lastnosti polja so opisane s ¢etvercem A;, ¢etvernim potencialom (angl. four-potential),
katerega koordinate so funkcije koordinat in ¢asa. Te koli¢ine se v akciji pojavljajo v obliki

b .
—f/ A; Az,
c a

kjer moramo vrednosti funkcije A; vzeti v tockah na svetovnici delca. Faktor 1/c¢ smo vpeljali
zaradi prikladnosti. Poudariti moramo, da vse dokler nimamo enacb, ki povezujejo naboj ali

“Kvantna mehanika to mo¢no spremeni, vendar je tudi v tem primeru izjemno tezko vpeljati karkoli drugega
kot tockovne interakcije.
N
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16 CETVERNI POTENCIAL POLJA 49

potenciale z Ze poznanimi koli¢inami, smemo enote za merjenje teh novih koli¢in poljubno
izbrati. *
Akcija za naboj v elektromagnetnem polju je zato

S = /b (—mcds - SAi da;i) . (16.1)

Prostorske komponente ¢etvernega potenciala A’ tvorijo tridimenzionalni vektor A, ki
se imenuje vektorski potencial polja. Casovna komponenta se imenuje skalarni potencial;
oznac¢imo ga z A° = ¢. Zato je

Al = (4, A). (16.2)

Integral akcije lahko zapisemo v obliki
b e
S = / (—mcds +EA dr— equt) .
a c

Vpeljemo dr/dt = v in pretvorimo integrand tako, da so vsi integrali izracunani po ¢asu t:

to 2 e
S = —mc®\[1 — St A v—eh)dt (16.3)
t1

Integrand je kar Lagrangeva funkcija za delec v elektromagnetnem polju

9 v? e
L =—mc 1—0—2+EA-V—8¢. (16.4)

Ta funkcija se lo¢i od Lagrangeve funkcije za prosti delec (8.2) po tem, da vsebuje ¢lena
(e/c)A - v — ed, ki opisujeta interakcijo naboja s poljem.

Odvod OL/0v je kanoni¢ni moment (angl. generalized momentum) delca; ozna¢imo ga z
P. Ce odvod izracunamo, dobimo

P=—"" 4 A=p+iA (16.5)

_ 2 c c
62

Tu smo z p oznacili gibalno koli¢ino (angl. ordinary momentum) delca.
Iz Lagrangeve funkcije lahko izracunamo Hamiltonovo funkcijo delca v polju s pomocjo
splosne enacbe

oL
—v.Z I
H=v T
Vstavimo (16.4) in dobimo
2
H=—12 4 ep. (16.6)
1-%
C

Vendar pa moramo Hamiltonovo funkcijo zapisati kot funkcijo kanoni¢nega momenta delca,
in ne kot funkcijo hitrosti.

*O izbiri enot je govora v §27.
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Iz (16.5) in (16.6) je razvidno, da je zveza med H — e¢ in P — (e/c)A enaka, kot zveza
med H in p v odsotnosti polja, torej

2
(H—eqS) =m?? + (P— gA)z, (16.7)

C

2
H= \/m2c4 +c? (P — EA) + ed. (16.8)
c
Pri nizkih hitrostih, torej v klasi¢ni mehaniki, Lagrangeva funkcija (16.4) postane

2
L:T+SA-v—e¢. (16.9)
V tem priblizku je
p=mv=P— EA,
c

in dobimo naslednji izraz za Hamiltonovo funkcijo

1 e, \2
H=— (P - —A) +eg. (16.10)
2m c
Konc¢no zapiS$imo Se Hamilton-Jacobijevo enacbo za delec v elektromagnetnem polju.
Dobimo jo, ¢e v enacbi, ki dolota Hamiltonovo funkcijo, nadomestimo P z 9S/0r in ‘H z

—(0S/0t). Tako iz (16.7) dobimo

(& 2 1 85 2 22
(VS—EA> —C—2<E+e¢> +m2c = 0. (16.11)

817 Gibalne enacbe delca v polju

Na naboj v polju deluje sila polja, socasno pa tudi delec deluje na polje in ga spreminja.
Vendarle, ¢e naboj e ni velik, lahko vpliv naboja na polje zanemarimo. V tem primeru
obravnavamo gibanje delca v vnaprej podanem polju in predpostavimo, da polje samo ni
odvisno od koordinat ali hitrosti naboja. Natancne pogoje, ki jim mora naboj zadostiti, da
ga lahko smatramo kot zadosti majhnega, bomo opisali kasneje (glej §75). V nadaljevanju
bomo privzeli, da so ti pogoji izpolnjeni.

Poiskati moramo torej gibalne enacbe naboja v podanem elektromagnetnem polju. Te
enacbe dobimo z variiranjem akcije, zato so enake Lagrangevim enac¢bam

d (0L OL

kjer je L podan z enacbo (16.4).
Odvod 0L/0v je moment iz enacbe (16.5). Desno stran enacbe (17.1) zapisemo kot

oL _
or

Uporabimo enacbo iz vektorske analize

VL = EV(A V) — eV

V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+bx (Vxa)+ax(Vxb),
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17 GIBALNE ENACBE DELCA V POLJU ol

kjer sta a in b poljubna vektorja. To pravilo uporabimo za koli¢ino A - v in upoStevamo, da
moramo po r odvajati pri konstantni hitrosti. Tako dobimo

oL e e
o =2V VA + v x (VX A) —eVe. (17.2)

Lagrangevo enacbo lahko torej zapiSemo v obliki

d e e e

— - =—(v-V)A+-vx (VxA)—-eVo.

dt(p+c ) c(V ) +cv ( ) —eve

Totalni diferencial (dA/dt)dt je sestavljen iz dveh prispevkov: iz spremembe vektorskega
potenciala po ¢asu v fiksni tocki prostora, (0A /0t) dt, in iz spremembe zaradi premika iz ene
tocke prostora v drugo, oddaljeno za dr. Ta prispevek je enak (dr-V)A. Dobimo torej

dA OA
E—W—F(V'V)A.

To vstavimo v prej$nji izraz in konéno dobimo

%:—g%—?—eng-l—gvx(VxA). (17.3)
To je gibalna enacba delca v elektromagnetnem polju. Na levi strani stoji odvod gibalne
koli¢ine delca po ¢asu. Zato je izraz na desni strani enacbe (17.3) sila, ki deluje na naboj v
elektromagnetnem polju. Sila je sestavljena iz dveh prispevkov. Prvi (prvi in drugi ¢len v
enacbi 17.3) ni odvisen od hitrosti delca, drugi prispevek (tretji ¢len) pa je odvisen od hitrosti,
in sicer je sorazmeren s hitrostjo in kaze v pravokotni smeri nanjo.
Sila prve vrste, preracunana na enoto naboja, se imenuje jakost elektricnega polja (angl.
electric field intensity); oznac¢imo jo z E. Po definiciji je torej

E=—-— —V¢. (17.4)

Faktor, ki je pomnozen z v/c pri sili druge vrste, se imenuje jakost magnetnega polja
(angl. magnetic field intensity). Oznac¢imo jo z H. Po definiciji je torej

H=V xA. (17.5)

Ce je v elektromagnetnem polju E # 0, vendar H = 0, potem imamo opravka z elektri¢nim
poljem; ¢e je E =0 in H # 0, pa je to magnetno polje. V sploSnem je elektromagnetno polje
superpozicija elektricnega in magnetnega polja.

Omenimo naj e, da je E polarni vektor, H pa aksialni.

Gibalno enacbo za naboj v elektromagnetnem polju lahko sedaj zapisemo kot

% — ¢E + Sv x H. (17.6)
Izraz na desni se imenuje Lorentzeva sila. Prvi ¢len (sila, s katero na naboj deluje elektri¢no
polje) ni odvisen od hitrosti naboja, in kaze v smeri polja E. Drugi ¢len (sila, s katero na
naboj deluje magnetno polje) je sorazmeren s hitrostjo in kaze v smeri, ki je pravokotna na
hitrost in na magnetno polje H.
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Pri hitrostih, ki so majhne v primerjavi s svetlobno, je gibalna koli¢ina p priblizno enaka
klasi¢nemu izrazu mv, in gibalno ena¢bo (17.6) lahko zapiSemo v obliki

d
mT‘t’ =eE + Sv x H. (17.7)

Sedaj bomo izpeljali enacbo za hitrost spreminjanja kineticne energije delca *, torej odvod

dégin _ d me?

dt — dt e
Vi-=

Hitro se lahko prepricamo, da je

dlin v dp
dt —  dt’
Vstavimo dp/dt iz (17.6) in upostevamo, da je v x H-v = 0, pa dobimo
dil;in =¢E-v. (17.8)

Hitrost spreminjanja kineticne energije je enaka delu, ki ga opravi polje nad delcem na
enoto Casa. Iz (17.8) je razvidno, da je to delo enako zmnozku hitrosti in sile, s katero
elektricno polje deluje na delec. Delo, ki ga polje opravi v ¢asu dt, torej ob premiku naboja
za razdaljo dr, je ocitno enako ¢E - dr.

Poudariti moramo, da na naboje opravlja delo le elektricno polje; magnetno polje ne
opravi ni¢ dela nad nabojem, ki se v njem giblje. To je posledica dejstva, da je sila, s katero
magnetno polje deluje na delec, vedno pravokotna na hitrost delca.

Enacbe mehanike se invariantne proti spremembi smeri Casa, torej na zamenjavo prihod-
nosti in preteklosti. Drugace povedano, mehanika je enaka v obeh ¢asovnih smereh: ¢e je neko
gibanje po zakonih mehanike mogoce, potem je mogoce tudi obrnjeno gibanje, pri katerem
gre sistem skozi enaka stanja v obratnem vrstnem redu.

Hitro lahko preverimo, da to velja tudi za elektromagnetno polje v teoriji relativnosti.
V tem primeru pa moramo poleg zamenjave ¢ — —t spremeniti tudi predznak magnetnega
polja. Vidimo, da se gibalne enatbe (17.6) ne spremenijo, ¢e naredimo zamenjavo

t——-t, E-E, H— -H. (17.9)

Iz (17.4) in (17.5) sledi, da se ob tem skalarni potencial ne spremeni, vektorski potencial
pa spremeni predznak:
o= ¢, A——A. (17.10)

Ce je mozno neko gibanje v elektromagnetnem polju, potem je mozno tudi obrnejo gibanje
v polju, pri katerem je obrnjena smer polja H.

NALOGA

NALOGA Izrazi pospesek delca z njegovo hitrostjo, ter z jakostma elektri¢nega in magnetnega
polja.
Resitev: 'V gibalno enac¢bo (17.6) vstavimo p = v&yi,/c? in uporabimo izraz (17.8) za d&yy/ dt.
Dobimo
02

. e 1 1

* S “kineti¢no” energijo dejansko mislimo energijo (9.4), ki vsebuje tudi mirovno energijo.
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8§18 Umeritvena invarianca

Oglejmo si, do kakSne mere sta potenciala enoli¢no dolotena. Najprej poudarimo to, da je
polje opredeljeno z njegovim uc¢inkom na gibanje nabojev, ki se nahajajo v njem. V gibalni
enacbi (17.6) ne nastopata potenciala, temvec jakosti polja E in H. Zato sta dve polji fizikalno
enaki, e sta opisani z enakima vektorjema E in H.

Ce sta potenciala ¢ in A vnaprej podana, poten sta polji E in H enoli¢no doloceni
preko zvez (17.4) in (17.5). Vseeno pa lahko enakemu polju ustrezajo razli¢ni potenciali.
To dokazemo tako, da vsaki komponenti potenciala dodamo kolicino —df/0z*, kjer je f
poljubna funkcija koordinat in ¢asa. Potencial Ay torej postane

of

Zaradi te spremembe se v integralu akcije (16.1) pojavi dodatni ¢len
e 0f | & e
ot dak = a (%) 18.2
cozk °F cf ’ (18.2)

ki je totalni diferencial in zato ne vpliva na gibalno enacbo (glej Mehanika, §2).
Ce namesto Cetverca potenciala lo¢eno zapiSsemo skalarni in vektorski potencial, namesto
x* pa koordinate ct, z,y, z, poten lahko §tiri enacbe (18.1) zapiSsemo v obliki

10
A=A+Vf, ¢ = _Ea_{' (18.3)

Hitro se lahko prepri¢amo, da se elektricno in magnetno polje, dolo¢ena z ena¢bama (17.4) in
(17.5), dejansko ne spremenita, ¢e zamenjamo A in ¢ z A’ in ¢ iz (18.3). Zato transformacija
(18.1) ne spremeni elektromagnetnega polja. Potenciala nista enoli¢no dolocena; vektorski
je dolocen do gradienta poljubne funkcije natancno, skalarni pa do ¢asovnega odvoda iste
funkcije natan¢no.

Vidimo, da lahko na primer priStejemo poljuben konstanten vektor k vektorskemu poten-
cialu in poljubno konstanto k skalarnemu potencialu. To je razvidno iz dejstva, da definiciji
polj E in H vsebujeta le odvode potencialov A in ¢, zato dodatne konstante ne vplivajo na
jakosti polja.

Fizikalni pomen imajo samo tiste koli¢ine, ki so invariantne proti transformaciji poten-
cialov (18.3); zato morajo biti proti tej transformaciji invariantne vse enacbe. Ta invarianca
se imenuje umeritvena invarianca (angl. gauge invariance, nem. eichinvarianz). *

Ker potenciali niso enoli¢ni, imamo na voljo svobodno izbiro, s katero lahko zahtevamo,
da potenciali zadostijo enemu dodatnemu pogoju. Poudariti moramo, da si lahko izberemo
en dodatni pogoj, ker si lahko poljubno izberemo eno funkcijo f v (18.3). Vedno si lahko
potenciale izberemo tako, da je skalarni potencial ¢ enak ni¢. Ce vektorski potencial ni enak
nic, potem ga v sploSnem ne moremo postaviti na nic, saj pogoj A = 0 predstavlja tri dodatne
pogoje (za tri komponente vektorja A).

819 Nespremenljivo elektromagnetno polje

Nespremenljivo elektromagnetno polje je taksno polje, ki se ne spreminja s ¢asom. O¢itno si
lahko potenciala nespremenljivega polja izberemo tako, da sta ta odvisna le od koordinate,

* Poudariti moramo, da je invarianca povezana s podmeno, da je naboja e v enac¢bi (18.2) konstanten. Zato
sta umeritvena invarianca enacb elektrodinamike in ohranitev naboja tesno povezani.
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ne pa od casa. Nespremenljivo magnetno polje je kot prej enako H = V x A. Nespremenljivo
elektricno polje pa je enako
E=-V¢ (19.1)

Nespremenljivo elektricno polje je torej doloceno izkljuc¢no s skalarnim potencialom, nespre-
menljivo magnetno polje pa izkljuéno z vektorskim potencialom.

V prejsnjem razdelku smo pokazali, da potenciala nista enoli¢no dolocena. Vendar pa se
lahko hitro prepricamo, da ¢e opiSemo elektromagnetno polje s potencialoma, ki nista ¢asovno
odvisna, potem lahko k skalarnemu potencialu dodamo le poljubno konstanto (ki ni odvisna
od koordinat ali ¢asa), ne da bi s tem spremenili polje. Obicajno si ¢ izberemo tako, da ima
doloceno vrednost v neki tocki v prostoru; najbolj pogosto si niclo potenciala ¢ izberemo v
neskoncnosti. Tedaj je predhodno omenjena poljubna konstanta dolocena in skalarni potencial
polja je enoli¢no dolocen.

Po drugi strani pa podobno kot prej vektorski potencial ni enoli¢no dolocen niti pri nespre-
menljivem elektromagnetnem polju; priStejemo mu namre¢ lahko gradient poljubne funkcije
koordinat.

Izracunajmo energijo naboja v nespremenljivem elektromagnetnem polju. Ce je polje
nespremenljivo, potem tudi Lagrangeva funkcija ni eksplicitno odvisna od ¢asa. Kot Ze vemo,
se v tem primeru energija ohranja in je po vrednosti enaka Hamiltonovi funkciji.

Po (16.6) velja

mce

= —— +eg. (19.2)
v2
V"¢

Zaradi prisotnosti polja se v izrazu za energijo pojavi dodatni ¢len e¢, ki predstavlja
potencialno energijo naboja v polju. Poudariti moramo dejstvo, da je energija odvisna le od
skalarnega potenciala, ne pa od vektorskega. To pomeni, da magnetno polje ne vpliva na
energijo delca. Energijo delca lahko spremeni le elektricno polje. To je povezano s tem, da
lahko na naboj opravi delo le elektricno polje, ne pa tudi magnetno.

Ce je jakost polja enaka v vseh tockah prostora, potem taksno polje imenujemo
enakomerno (homogeno). Skalarni potencial homogenega elektri¢nega polja lahko zapisemo z
jakostjo polja v obliki

p=-E-r. (19.3)

Ker je E = konst, velja V(E-r) = (E-V)r = E.
Vektorski potencial homogenega magnetnega polja lahko zapiSemo z jakostjo polja v obliki

1
A= Hxr. (19.4)

Ker je H = konst, lahko s pomocjo enacb, ki jih poznamo iz vektorske analize, pokazemo, da
velja
VxMHxr)=HV.-r— (H-V)r=2H

(pri tem upostevamo, da je V- r = 3).
Vektorski potencial homogenega polja lahko zapisemo tudi kot

A, = —Hy, A,=A,=0. (19.5)

(0s z je v smeri polja H). Preprosto lahko preverimo, da tudi pri tej izbiri potenciala A velja
H =V x A. V skladu s transformacijskim pravilom (18.3), se potenciala (19.4) in (19.5)
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med seboj razlikujeta za gradient neke funkcije: enacbo (19.5) dobimo iz enacbe (19.4), ce
pristejemo Vf, kjer je f = —zyH/2.

NALOGA

NALOGA Zapisi variacijsko nacelo za tir delca (Maupertuisovo nac¢elo) v nespremenljivem elek-
tromagnetnem polju v okviru relativisticne mehanike.

Resitev:  Maupertuisovo nacelo je trditev, da ¢e se energija delca ohranja (gibanje v nespre-
menljivem polju), lahko tir dolo¢imo iz variacijske enacbe

(5/P-dr:0,

kjer je P posploSena gibalna kolic¢ina delca, izrazena z energijo in diferenciali koordinat, integrirati pa
moramo po tiru delca. *lej Mehanika,§ 44. Vstavimo P = p + (e/¢)A in upostevamo, da smeri p in

dr sovpadata. Dobimo
5/(pdl+fA- ar) =0,
c

kjer je dl = v/ dr? diferencial lo¢ne dolzine. Iz enacbe

2
p2+m2c2 _ <g_€¢>

c

dolo¢imo p in kon¢no dobimo

2
5/ [\/<g_e¢> —m22dl+ SA - dr
C C

=0.

8§20 Gibanje v nespremenljivem homogenem elektricnem
polju

Oglejmo si gibanje naboja e v nespremenljivem homogenem elektricnem polju E. Polje naj

kaze v smeri osi X. Delec se oCitno giblje v ravnini. Ta ravnina naj bo XY . Gibalne enacbe

(17.6) postanejo
Dy = ek, py =0

(s piko oznacujemo odvajanje po t), tako da je
pr = eEt, py = po. (20.1)

Izhodisce za merjenje casa si izberemo v trenutku, ko je p, = 0; po je gibalna koli¢ina delca
v tistem trenutku.
Kineticna energija delca (energija brez potencialne energije delca v polju) je &Ein =

cy/m2e? + p?. Vstavimo (20.1) in dobimo

Exin = \/m2c4 + 2pp2 + (ceEt)? = (/&2 + (ceEt)2, (20.2)

*G
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kjer je &y energija ob casu t = 0.
Po (9.8) je hitrost delca enaka v = pc?/Ey,. Hitrost v, = 4 je torej

dz P’ ceFt

dt &in \/Eo0? + (ceEt)?

Izraz integriramo in dobimo

_ L feo 2
z=— Eo” + (ceEt)?. (20.3)

Integracijsko konstanto postavimo na nic. *

Koordinato y dolo¢imo tako, da upostevamo

dy  pyc? poc?

At G /(80 + (ceBt)?

od koder dobimo

poc . . 1 (ceEt
= — sinh . 20.4
y=" i ( N ) (20.4)

Enacbo trajektorije dobimo, ¢e ¢ izrazimo z y iz (20.4) in to vstavimo v (20.3). Tako dobimo

& E
2= cosh Y (20.5)
el Poc
V homogenem elektricnem polju se naboj torej giblje po verizZnici.
Ce je hitrost delca v < ¢, potem velja py = muvg, £ = mc?, izraz (20.5) pa lahko razvijemo
po potencah 1/¢. Ce obdrzimo le ¢lene najvigjega reda dobimo

el
T =

= y? + konst,
2muyg

2

in ugotovimo, da se delec giblje po paraboli, kar je dobro poznan rezultat iz klasicne mehanike.

8§21 Gibanje v nespremenljivem homogenem magnetnem
polju

Obravnavajmo gibanje naboja e v homogenem magnetnem polju H. Polje naj kaze v smeri
osi Z. Gibalno enacbo

p:vaH
c

zapiSemo v drugac¢ni obliki, tako da vanjo vstavimo gibalno koli¢ino iz enacbe (9.8)

A
p_ 627

*Ta rezultat (za po = 0) je enak resitvi nalogi relativisticnega gibanja s konstantnim “lastnim pospeskom”
wo = eE/m (glej nalogo v §7). Pri gibanju v elektri¢nem polju je konstantnost pospeska povezana s tem, da
elektri¢no polje ne spremeni Lorentzevih transformacij, katerih hitrost V' je v smeri polja (glej §24).
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kjer je £ energija delca, ki je v magnetnem polju konstantna. Enacba gibanje je torej

Edv e

——=-vxH 21.1
2a e ’ (21.1)
ali po komponentah:
Uy = WUy, Uy = —WUg, U, =0, (21.2)
kjer smo vpeljali okrajsavo
ecH
=__ 21.3
= (213)
Drugo enac¢bo (21.2) pomnozimo z 4 in in jo pri§tejemo k prvi:
a(vw +1vy) = —iw(vy + ivy).
Resitev je .
vy + vy = ae” ", (21.4)

kjer je a kompleksna konstanta. ZapiSsemo jo lahko v obliki a = vore ', kjer sta vg; in a
realni koli¢ini. Sledi

Vg + vy = vgte*i(“’Ha),
¢e lo¢imo realni in imaginarni del, pa dobimo
vy = Vgt cos(wt + @), vy = vg sin(wt + ). (21.5)

Konstanti vg; in « sta doloceni z zacetnimi pogoji; « je zacetna faza, vg; pa je hitrost delca
v XY ravnini, kar je razvidno iz (21.5), saj velja

vor = |/ V2 + vy (21.6)

Ta hitrost se s Casom ne spreminja.
Iz (21.5) dobimo z integriranjem

z =xo + rsin(wt + @), y=yo+ rcos(wt + a), (21.7)

kjer je

vor _ vl cpr
w ecH eH
(p: je projekcija gibalne koli¢ine na ravnino XY'). Iz tretje enacbe (21.2) dobimo v, = vy,
zato je

(21.8)

z = zg + vg,t. (21.9)

Iz (21.7) in (21.9) je razvidno, da se naboj giblje v homogenem magnetnem polju po
vijacnici, katere os kaze v smeri magnetnega polja, njen polmer r pa je podan z (21.8). Hitrost
delca se s casom ne spreminja. V posebnem primeru, ko je vy, = 0, torej ko je komponenta
hitrosti naboja v smeri polja enaka nic, se delec giblje po krogu v ravnini, ki je pravokotna
na polje.

Iz enalb razberemo, da je koli¢ina w kotna frekvenca vrtenja delca v ravnini, pravokotni
na polje.
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Ce je hitrost delca nizka, potem priblizno velja € = mc?. Frekvenca w je tedaj enaka

eH
me’

w= (21.10)
Sedaj bomo privzeli, da je magnetno polje homogeno, vendar se pocasi spreminja njegova
jakost in smer. Oglejmo si, kako se v tem primeru spremeni gibanje delca.
1z klasi¢ne mehanike vemo, da kadar se pogoji gibanja pocasi spreminjajo, potem nekatere
kolicine, imenovane adiabatske invariante, ostanejo konstantne. Ker je gibanje v ravnini, ki
je pravokotna na magnetno polje, periodi¢no, je adiabatska invarianta integral

1

T 2r

1 P, dr, (21.11)
ki ga izratunamo po celotni periodi gibanja, torej v tem primeru po obsegu kroga (P; je
projekcija kanonicne gibalne koli¢ine na ravnino, ki je pravokotna na H * ). Vstavimo P, =
p: + (e/c)A in dobimo

1 1 e
I=— ¢ Py = — . — @ A - dr.
27r}[ e dr 21 }[pt dr + ZWC?{ dr

Gibalna koli¢ina je p; ima konstantno velikost in kaze v smeri dr; v drugem ¢lenu upora-
bimo Stokesov izrek in upostevamo, da je V x A = H. T Dobimo:

2
£H7"2 _ cpt

S Hrt =5 (21.12)

I =rp —
Od tod je razvidno, da se pri poc¢asnem spreminjanju H tangentna gibalna koli¢ina p; sprem-
inja sorazmerno z VH.

Ta rezultat lahko uporabimo tudi v drugem primeru, ko se delec giblje po vijacnici v
magnetnem polju, ki ni povsem homogeno (polje mora biti taksno, da se spremeni le malo na
razdalji, primerljivi s polmerom in korakom vija¢nice). Tak3no gibanje lahko smatramo kot
gibanje po krozni orbiti, ki se s casom premika, glede na orbito pa se polje spreminja s casom,
vendar je ves ¢as homogeno. Retemo lahko, da se komponenta gibalne koli¢ine, ki je pre¢na
na polje, spreminja kot p; = VCH, kjer je C konstanta, H pa neka funkcija koordinat. Po
drugi strani pa se energija delca (in posledi¢no kvadrat gibalne koli¢ine p?) ne spreminja, tako
kot pri vsakem drugem gibanju v magnetnem polju. Zato se vzdolzna komponenta gibalne
koli¢ine spreminja po enacbi

pi =p° —p; =p> — CH(z,y,2). (21.13)

Ker mora vedno veljati pl2 > 0, delec ne more predreti v podrocja, kjer je polje zadosti
veliko (CH > p?). Pri gibanju v smeri naras¢ajoce jakosti polja se polmer vijaéne trajektorije

“Glej Mehanika, §49. Tudi v splosnem so integrali [pdg, izratunani po periodi izbrane koordinate g,
adiabatske invariante. V naSem primeru sta periodi obeh koordinat v ravnini, ki je pravokotna na H, enaki,
zato smo integral I zapisali kot vsoto ustreznih dveh adiabatskih invariant. Vendarle pa vsaka izmed teh dveh
invariant sama po sebi nima posebnega pomena, saj je odvisna od izbire vektorskega potenciala polja, ki pa
ni enolicna. Neenoli¢nost adiabatskih invariant je posledica dejstva, da kadar je magnetno polje homogeno
po celotnem prostoru, potem niti naceloma ne moremo dolociti elektriénega polja, ki bi se pojavilo zaradi
sprememb v H, saj je to odvisno od specifiécnih pogojev v neskoncnosti.

fNaboj se pri dani smeri polja H vrti v obratni smeri urinega kazalca, ¢e gledamo v smeri H. Od tod
negativni predznak v drugem clenu.
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zmanjsuje kot p;/H (in je torej sorazmeren z 1/v/H), korak vijacnice pa kot p;. Ko dosezemo
mejno tocko, kjer je p; = 0, se delec odbije: Se vedno se bo vrtel v isti smeri, vendar se bo
gibal v nasprotni smeri gradienta polja.

Zaradi nehomogenosti polja se lahko pojavi §e en pojav — pocasno precno premikanje
(angl. drift) smernega sredis¢a (angl. guiding center; tako imenujemo sredisc¢e krozne orbite)
vijacne trajektorije delca; ta pojav si bomo ogledali v tretji nalogi naslednjega razdelka.

NALOGA
NALOGA Izracunaj frekvenco nihanja nabitega prostorskega nihala, ki lezi v nespremenljivem
homogenem magnetnem polju; lastna frekvenca nihanja nihala (v odsotnosti polja) je wo-
Resitev: Enacbe vsiljenega nihanja nihala v magnetnem polju (ki je usmerjeno v smeri osi Z) so:
. : eH . : eH . . :
P4 wlr = —y, jHw’iy=—z, F+weiz=0.
mc mc
Drugo enacbo pomnozimo z ¢ in jo pristejemo k prvi. Dobimo
.. eH .
C + WOQC = __Ca
me

kjer je ( = x + ty. Od tod lahko razberemo, da je frekvenca nihanja nihala v ravnini, pravokotni na

polje, enaka
2
o ft g () L
4 \ mc 2mc

Ce je polje H sibko, se ta izraz poenostavi v

w = wo = eH/2mec.

Nihanje v smeri polja je nespremenjeno.

8§22 Gibanje naboja v nespremenljivem homogenem elek-
tricnem in magnetnem polju
Konc¢no si oglejmo Se gibanje naboja v primeru, ko sta prisotna tako elektricno in magnetno
polje, ki sta nespremenljiva in homogena. Omejili se bomo na primer, ko je hitrost majhna
(v < ¢), tako da je gibalna koli¢ina podana s klasi¢nim izrazom p = mv; kot bomo videli
kasneje, mora zaradi tega biti elektricno polje Sibko v primerjavi z magnetnim.
Polje H naj kaze v smeri osi Z, ravnina, ki je napeta na vektorja H in E, pa naj bo

ravinina Y Z. Gibalno enacbo .
mv=cE+-vxH
c

lahko razpisemo po komponentah kot
. €. . e, ..
mi = —-yH, mij=eby—-iH, mz=eck,. (22.1)
c c
Iz tretje enacbe je razvidno, da se v smeri osi Z naboj giblje enakomerno pospeseno, saj velja

ek,

2= —21% + vg,t. (22.2)

m
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Drugo enac¢bo (22.1) pomnozimo z 7 in jo pristejemo k prvi. Dobimo
d . e
E(w +iy) +iw(z +iy) = ZEE"/
(w = eH/mc). Integral te enacbe, pri ¢emer kot neznano funkcijo smatramo & + iy, je enak
vsoti integrala iste enaCbe brez desne strani in partikularne resitve enacbe z nehomogenim
¢lenom. Splodna reitev je ae ™!, partikularna resitev pa je eEymw = cEy/H. Zato je
cky
T
Konstanta a je v splosnem kompleksna. ZapiSemo jo kot a = be’®, kjer sta b in « realni stevili.

Vidimo, da lahko s primerno izbiro izhodis¢a za merjenje ¢asa dosezemo, da je a realen, saj
lahko fazo « tako izni¢imo Funkcijo & + 4y razbijemo na realni in imaginarni del in dobimo

&+ iy = ae” ™ +

. cE . .
T = acoswt + ?y, Yy = —asinwt. (22.3)
Ko je t =0, kaze vektor hitrosti v smeri osi X.
Komponenti hitrosti delca sta periodi¢ni funkciji ¢asa. Njuni povpreéni vrednosti sta

- cEy -
&= Y (22.4)

Povprecno hitrost gibanja v prekrizanih elektri¢nem in magnetnem polju pogosto imenujemo
drift hitrost. Smer te hitrosti je pravokotna na obe polji in je neodvisna od naboja delca.
Zapisemo jo lahko v vektorski obliki:
cE xH
H?
Pri vseh enacbah v tem razdelku smo privzeli, da je hitrost delca majhna v primerjavi s
svetlobno hitrostjo. Ce naj bo ta pogoj izpolnjen, morata jakosti elektricnega in magnetnega,
polja zadovoljiti naslednjo zahtevo:

(22.5)

vV =

E'y
—= 1 22.
7 <1, (22.6)

pri cemer sta absolutni velikosti £, in H lahko poljubni.
Ce enacbo (22.3) ponovno integriramo, in Ce si integracijske konstante izberemo tako, da
ob ¢asu t = 0 delec lezi na osi Z (x =y = 0), dobimo

x = %sinwt + %t, y = g(cos wt —1). (22.7)
Ce ti enacbi smatramo kot parametriéni enacbi krivulje, ugotovimo, da opisujeta krivuljo
imenovano trohoida. Odvisno od tega, ali je a po absolutni vrednosti ve¢ji oziroma manjsi
od koli¢ine cE, /H, ima projekcija trajektorije na ravnino XY obliki, prikazani na sliki 3.4(a)
oziroma na sliki 3.4(b).
Cejea= —cEy/H, potem lahko (22.7) zapiSemo v obliki

E
r = C—é(wt—sinwt),
é"E (22.8)
=21~ t
Yy wH( cos wt),

kar pomeni, da je projekcija trajektorije na ravnino XY cikloida (slika 3.4(c)).
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y y y
71 X X
(a) Trohoida, a > cE,/H (b) Trohoida, a < cEy/H (c) Cikloida
NALOGE

NALOGA 1. Kako se giblje relativisticni nabiti delec v vzporednem elektricnem in magnetnem
polju?

Resitev: Magnetno polje nima vpliva na gibanje vzdolz skupne smeri polj E in H (os Z), zato je
to gibanje doloceno samo z elektri¢nim poljem; po § 20 torej dobimo

Exin 2
2= Ex \/EE + (ceEt)

Gibanje v ravnini XY je opisano z ena¢bama

e . e
Pz = EHUy: Dy = _EH'Ux:

ali

d( +ip,) ,eH( +ivy) ieHc( +ipy)

— ipy) = —i—(Vy +ivy) = ———— ipy)-

dz Dz Py c T Y Ekin Dz Dy
Od tod sledi

Pe +ipy = pre” ",

kjer je p; konstantna vrednost projekcije gibalne kolic¢ine na ravnino XY, pomozna kolicina ¢ pa je
definirana z

dt
d¢ =eH
p=e “En’
od koder dobimo ¢ B
- 90 o=
ct = °E sinh ngS. (1)
Poleg tega velja se
. —io _ &in,. ... eH d(z+iy)
_ ¢ _ _
Dr +ipy = pre” "’ = c—_z(:v+zy) = dg
od koder sledi c c
mz%simﬁ, yz%cosq&. (2)
Enacbi (1) in (2), skupaj z enacbo
&o E
z = B cosh Egﬁ, (3)

dolocajo gibanje delca v parametri¢ni obliki. Trajektorija je vija¢nica s polmerom cp;/eH in monotono
narascajocim korakom, vzdolz katere se delec giblje s pojemajoco kotno hitrostjo ¢ = eHc/Ekin in s
hitrostjo v smeri osi Z, ki narasca proti vrednosti c.
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NALOGA 2. Kako se giblje relativisticni nabiti delec v prekrizanih elektricnem in magnetnem
polju? Obe polji sta po velikosti enaki. *bravnavo gibanja v med seboj pravokotnih elektri¢nem in
magnetnem polju E in H, ki po velikosti nista enaki, lahko z ustrezno transformacijo opazovalnega

sistema poenostavimo na obravnavo gibanja v Cistem elektricnem ali v Cistem magnetnem polju.
Resitev: Os Z si izberemo v smeri polja H, os Y v smeri polja E, nato pa upostevamo se H = E.
Gibalne enacbe se tedaj zapisejo

dp, e dpy Uy dp.
= — — = E 1—-——= _— =
a e Ta T ° ( c)’ a0
iz. enacbe (17.8) pa sledi se
d in
dgk: eEvy.

Iz teh enacb sledi
p. = konst, Exin — cp, = konst = a.

Ce upostevamo enacbo
Ein — D5 = (Eiin + o) (Ein — cpo) = )y + ¢

(kjer je €2 = m?*c* + ¢*p? = konst), dobimo

1 . .
gkin+cp1: = E(Czp;+ez)7
od tod pa Se

2,2 2

o Cc°p, te
i = — 4 ¥ -
kin 2 + 20 )
__a_ dnte

Pe = 2¢ 2ac

Nato zapiSemo

d Exin
gkin% =eE <5kin - kcvx> = el(Ekin — cp2) = eEa,

od koder sledi

€ A,
2eEt = (]. + ?> Py + Epy. (].)
Tir delca dobimo tako, da pretvorimo spremenljivke v enacbah
de  “p,
dt Ein .

v spremenljivko p, z uporabo zveze dt = Euin dp,/eEa. Z integriranjem nato dobimo konéni rezultat:

c 1+ €2 N A @)
r=—[(-14— —
2eE o ) Pv T sazer?y

2 P

2
, Z2= .
2aeEpy eEapy

Enacbi (1) in (2) povsem dolocata gibanje delca v parametricni obliki (parameter je p,). Poudariti

y:

moramo, da hitrost naras¢a najhitreje v smeri, ki je pravokotna na E in H (v smeri osi X).
NALOGA 3. Izracunaj hitrost drsenja (angl. drift) vodilnega sredisca (angl. guiding center) tira
nerelativisti¢nega nabitega delca v magnetnem polju, ki je skoraj homogeno (H. Alfven, 1940).

*O
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Resitev: Najprej predpostavimo, da se delec giblje po kroznici, torej da delec nima komponente
vzdolz smeri polja. Enacbo tira delca zapiSemo v obliki r = R(t) + ¢(t), kjer je R(t) krajevni vektor
vodilnega sredisca (ta funkcija se pocasi spreminja s ¢asom), medtem ko je ¢(t) hitro nihajoca koli¢ina,
ki opisuje krozno gibanje okoli sredi§ca. Izrac¢unati moramo povprecje po periodi kroznega gibanja silo
(e/e)r x H(r), ki deluje na delec (glej Mehanika, § 30). Funkcijo H(r) v tem izrazu razvijemo po
potencah ¢:

H(r) = H(R) + (¢ - V)H(R).

Pri ra¢unanju povprecja clen prvega reda po {(t) odpade, ¢len drugega reda pa vodi k dodatni sili
e -
f:ECX (¢-V)H.

Za krozni tir velja
. v
C = WC X n, C = "
w
kjer je n enotski vektor v smeri polja H; frekvenca je enaka w = eH/mc; v, je hitrost krozenja delca.
Povpreéne vrednosti zmnozka komponent vektorja ¢, ki se suka v ravnini (pravokotni na n), so:

G = 52005,

kjer je dop enotski tenzor v tej ravnini. Tako dobimo
mv?

f=-
2H

(nx V) x H.

Ker nespremenljivo polje H(R) = 0 zadosti enacbama V-H =0in V x H = 0, dobimo
mMxV)xH=-nV-H+n-VVH+nx (VxH)=(n-VH=H(n-V)n+n(n-VH).
Zanima nas sila, ki je pre¢na na smer n, ki povzroca premik tira; enaka je

2
_mu]
(n-V)n= % v,

kjer je p krivinski polmer silnice polja v dani tocki, v pa je enotski vektor, ki kaze iz krivisca proti
dani tocki.

Primer, ko ima delec tudi vzdolzno hitrost v (v smeri n) se poenostavi na prejsnji primer, ce se
preselimo v opazovalni sistem, ki se vrti okoli trenutnega krivisca silnice (ki je tir vodilnega sredisca)
s kotno hitrostjo v /p. V tem opazovalnem sistemu delec nima vzdolzne hitrosti, obstaja pa dodatna
precna sila, centrifugalna sila mvﬁ /p. Zato je celotna precna sila enaka

2
fL:,,@<Uzl+v_L>,
p 2

Ta sila je ekvivalentna u¢inku nespremenljivega polja z jakostjo f| /e. Po (22.4) taksno polje vodi
k drsenju vodilnega sredisca orbite s hitrostjo

1 2
Vd:—<’l}ﬁ+v—J‘>l/Xn.
wp 2

Predznak hitrosti je odvisen od predznaka naboja.
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8§23 Tenzor elektromagnetnega polja

V 17 smo izpeljali gibalno enacbo naboja v polju, pri cemer smo si za zacetno tocko izpeljave

izbrali Lagrangevo funkcijo (16.4), ki je zapisana v tridimenzionalni obliki. Sedaj bomo

izpeljali isto enacbo neposredno iz akcije (16.1), ki je zapisana v §tiridimenzionalni obliki.
Po nacelu najmanjse akcije velja

b
e .
0SS = 5/a (—mcds — EAi d.’EZ> = 0. (23.1)

Ce upostevamo, da je ds = \/dz;dz?, dobimo (zaradi krajSega zapisa bomo v nadaljevanju
izpuscali meji integracijskega obmodja a in b)

dz; sz : :
55 = —/ (mcM + 4,00 + S04, de> —0.
ds c c

Prva ¢lena integriramo po delih. Poleg tega v prvem ¢lenu upostevamo, da je dz;/ds = u;,
kjer so u; komponente ¢etverca hitrosti. Sledi

/ (mcduiéa;i + Sémi dA; — géAi da;i> — [(mcui + EAZ-) 53;1 =0. (23.2)

Drugi ¢len v tej enacbi je enak nic, saj je variacija koordinat na robovih integracijskega
obmocja enaka ni¢. Velja tudi:

04
-~ Oxk

o4,
oxk

OA; ozk, dA; = dz*,

in dobimo

s EaAi i k_EaAz' is k| _
/(mcdul&v —i—camkéa; dz caxkdxém =0.

V prvem ¢lenu nadomestimo du; z (du;/ds)ds, v drugem in tretjem pa upoStevamo, da je
dz' = u' ds. Poleg tega v tretjem ¢lenu zamenjamo indeksa 7 in & (kar ni¢ ne spremeni, saj
seStejemo po obeh indeksih). Dobimo

dui e 8Ak aAl k i o
/ [mc P . (8$i 8;3’“) u”| dx*ds = 0.

Ker je variacija dz° poljubna, mora biti integrand identi¢no enak ni¢, torej

du; e (0Ar 0A;\
= == u”.
ds c \ Ozt  Oxk

mc

Vpeljemo zapis

0A 0A;

oxt Oz
Antisimetri¢ni tenzor Fj; se imenuje tenzor elektromagnetnega polja. Gibalne enacbe
zapiSemo v obliki

du’ ;
me dlfa = gFZkuk. (23.4)

To je gibalna enacba naboja v Stiridimenzionalni obliki.
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Fizikalni pomen posameznih komponent tenzorja Fj; lahko ugotovimo, ¢e vstavimo A; =
(¢, —A) v definicijo (23.3). Rezultat lahko zapiSemo v obliki matrike, v katerih z indeksom
1 = 01, 2,3 ostevilcimo vrstice, z indeksom k pa stolpce:

o E E, E, 0 -E, -E, —E,
-E, 0 —H, H , E, 0 —-H, H
Fy, = o g v |, F* = v ? v 23.5
ik -E, H, 0 -H, E, H, 0 -H, (23.5)
-E, -H, H, 0 E, -H, H, 0

To lahko zapisemo tudi krajse (glej 6):
Fy = (E,H), F"* = (-E,H).

Komponente tenzorja elektromagnetnega polja so torej komponente vektorjev jakosti elek-
tricnega in magnetnega polja.

Ce ponovno uporabimo tridimenzionalni zapis, se lahko prepri¢amo, da so tri prostorske
komponente (i = 1,2,3) enacbe (23.4) povsem enake vektorski enacbi gibanja (17.6), casovna
komponenta (i = 0) pa ustreza enacbi z delo (17.8). Slednja enacba sledi iz enatb gibanja;
dejstvo, da so neodvisne le tri izmed Stirih enacb, lahko preverimo tudi tako, da obe strani v
(23.4) pomnozimo z u’. Leva stran enacbe je enaka nic, ker sta ¢etverca u’ in du’/ds med
seboj pravokotna, desna stran pa je enaka nic, kjer je tenzor Fj; antisimetricen.

Ce pri variaciji akcije S upostevamo le dovoljene trajektorije, potem je prvi ¢len v (23.2)
identi¢no enak ni¢. Iz drugega clena, pri katerem zgornjo mejo smatramo kot prosti parameter,
tedaj dobimo diferencial akcije kot funkcije koordinat. Tako je

_ _ 1 & i
08 = (mcul + CAZ> oz’ (23.6)
Sledi Py
~ g = meui + EAZ' =p; + SAi. (23.7)

Cetverec —0S/0xz" je cetverec kanonicne gibalne koli¢ine delca P;. Ce vanj vstavimo
vrednosti komponent p; in A; dobimo

pi= (M,p + 9A> . (23.8)
C

Kot smo pric¢akovali, prostorske komponente cetverca tvorijo tridimenzionalno kanoni¢no
gibalno koli¢ino (16.5), ¢asovna komponenta pa je &/c, kjer je £ celotna energija naboja
v polju.

824 Lorentzeva transformacija polja

V tem razdelku bomo poiskali transformacijska pravila za polje, torej enacbe, s katerimi lahko
dolocimo polje v enem inercialnem opazovalnem sistemu, ¢e ga poznamo v nekem drugem.

Transformacijske enatbe za potenciale dobimo neposredno iz splognih enacb za preslikavo
cetvercev (6.1). Ce upostevamo, da je A’ = (¢, A), takoj dobimo

'—|—KAI A/+K’
¢:¢ cfr g, =te el g A A= AL (24.1)
2 2 Y
1-% 1-%
¢ c
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Transformacijska pravila za antisimetri¢ni tenzor drugega reda (kot F**) smo nasli v drugi
nalogi v 6: komponenti F?? in F'! se ne spremenita, komponente F%2, F93 oziroma F12, F!3
pa se preslikajo kot 20 oziroma kot z'. Komponente tenzorja F% izrazimo s komponentami
polj E in H kot v (23.5), in dobimo naslednji enacbi za transformacijo elektricnega polja:

EI + KH’ EI _ KHI
E,=E, B,=—Y—°“—* E,=-—-°-—-¢t"Y (24.2)
1-¥2 1—¥2
c? c?
ter enacbi za transformacijo magnetnega polja:
H' — KEI H! + KEI
H,=H, H=-‘?'""-*“* H=--*">"-¢7Y (24.3)
1 V2 1 V2
c? c?

Elektricno in magnetno polje sta, tako kot veCina ostalih fizikalnih koli¢in, relativna. To
pomeni, da so njune lastnosti razlicne v razlicnih opazovalnih sistemih. Tako sta lahko na
primer elektri¢no ali magnetno polje enaki ni¢ v enem opazovalnem sistemu, hkrati pa prisotni
v drugem opazovalnem sistemu.

Enacbi (24.2) in (24.3) se obtutno poenostavita, ko je V' < ¢. Do ¢lenov prvega reda po
V/ec velja

B, =FE, =K+ %H B —F - %H;j;
Vv Vv

H,=H,, H,= H?'/ — ;E;, H,=H,+ ;EZ’/
Te enacbi lahko zapiSemo v vektorski obliki:

1 1
E=E+-H xV, H=H - ~E' x V. (24.4)
c c
Enacbe za inverzno transformacijo iz K’ v K dobimo neposredno iz (24.2)-(24.4), ce
spremenimo predznak koli¢ine V' in ¢e zamenjamo kolic¢ine s Crtico in tiste brez nje.
Ce je magnetno polje H' = 0 v sistemu K’, potem lahko iz (24.2) in (24.3) ugotovimo, da
velja naslednja zveza med elektricnim in magnetnim poljem v sistemu K:

1
H=-V xE. (24.5)
c
Ce v sistemu K’ velja E' = 0, potem v sistemu K velja naslednja zveza:
1
E=—-—-V xH. (24.6)
c
V obeh primerih sta torej v sistemu K elektricno in magnetno polje med seboj pravokotni.
Ti enacbi imata pomen, tudi ko ju uporabimo v obrnjeni smeri: ¢e sta polji E in H v
nekem opazovalnem sistemu med seboj pravokotni (vendar razli¢ne jakosti), potem obstaja
opazovalni sistem K', v katerem je polje povsem elektricno ali povsem magnetno. Hitrost
V tega sistema (glede na K) je pravokotna na E in na H in ima vrednost cH/E v prvem

primeru (ko je H < E) in cE/H v drugem primeru (ko je £ < H).
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8§25 Invariantne kolic¢ine polja

Iz jakosti elektricnega in magnetnega polja lahko tvorimo invariantne kolicine, ki se ob pre-
hodu iz enega opazovalnega sistema v drugega ne spremenijo.

Invariante hitro najdemo, ¢e si ogledamo §tiridimenzionalni zapis polja z antisimetri¢nim
tenzorjem cetvercem F*. Ocitno lahko tvorimo naslednji invariantni koli¢ini iz komponent
tega tenzorja:

Fy . F'* = inv, (25.1)
¢FmE, F,, = inv, (25.2)
kjer je e’*'™ popolnoma antisimetri¢ni enotski tenzor éetrtega reda (glej §6). Prva invarianta

je skalar, druga pa psevdoskalar (zmnozek tenzorja F** s svojim dualnim tenzorjem). *

Ce F'* zapisemo s komponentami vektorjev E in H z uporabo (23.5), lahko hitro
pokazemo, da se ti invarianti v tridimenzionalni obliki zapiSeta kot

H? — E? = inv, (25.3)
E-H = inv. (25.4)

Psevdoskalarni znacaj druge invariante je tukaj lepo razviden, saj gre za skalarni produkt
polarnega vektorja E in aksialnega vektorja H (medtem ko je kvadrat te kolicine, (E - H)?,
pravi skalar).

Iz invariantnosti zgornjih izrazov lahko izpeljemo naslednja izreka. Ce sta elektri¢no in
magnetno polje med seboj pravokotni v nekem opazovalnem sistemu, torej ¢e velja E-H =
0, potem sta polji pravokotni tudi v vseh ostalih inercialnih opazovalnih sistemih. Ce sta
absolutni vrednosti polj E in H enaki v enem opazovalnem sistemu, potem sta enaki tudi v
ostalih.

Ocitno veljajo tudi naslednje neenacbe. Ce v nekem opazovalnem sistemu velja £ > H
(ali H > E), potem tudi v vsakem drugem sistemu velja E > H (ali H > E). Ce se v nekem
opazovalnem sistemu vektorja E in H krizata pod ostrim (ali topim) kotom, potem se tudi v
vseh ostalih opazovalnih sistemih krizata pod ostrim (ali topim) kotom.

S pomocjo Lorentzeve transformacije lahko vedno dosezemo, da imata E in H poljubni
vrednosti, ki sta podvrzeni le pogojema, da imata E? — H? in E - H fiksni vrednosti. Kot
posebni primer lahko omenimo moznost, da lahko vedno najdemo opazovalni sistem, v katerem
sta elektri¢no in magnetno polje vzporedna v izbrani tocki. V takSnem sistemu velja E-H =
EH, in iz enacb

E* - H?=FE3 - H? FEH =E;-H

lahko dobimo vrednosti E in H v tem sistemu (Eq in Hy sta jakosti elektri¢nega in magnetnega,
polja v izhodis¢nem opazovalnem sistemu).

Primer, pri katerem sta obe invarianti enaki ni¢, je izkljuCen. Tedaj sta E in H enaka in
med seboj pravokotna v vseh opazovalnih sistemih.

*Psevdoskalar (25.2) lahko zapiSemo tudi kot cetverno divergenco:

; 19} ; 19}
iklm iklm
FLFp = 4— A -Am |,
¢ R ox? <e " or )

iklm

kar lahko preprosto preverimo, ¢e upostevamo, da je e antisimetric¢ni tenzor.
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Ce je E - H = 0, potem lahko vedno najdemo opazovalni sistem, v katerem je E = 0 ali
H = 0 (odvisno od tega, ali je E? — H? < 0 ali E? — H? > 0), torej v katerem je polje povsem
magnetno ali povsem elektricno. Velja tudi obratno: ¢e je v nekem opazovalnem sistemu
E =0 ali H = 0, potem sta polji med seboj pravokotni v vseh drugih opazovalnih sistemih,
kar je v skladu z naSo ugotovitvijo s konca prejsnjega razdelka.

Opisali bomo Se drug pristop k iskanju invariant antisimetri¢nega tenzorja cetverca. S
pomocjo tega pristopa bomo med drugim videli, da sta (25.3) in (25.4) pravzaprav dve neod-
visni invarianti, nakazali pa bomo tudi nekaj pouc¢nih matemati¢nih lastnosti Lorentzeve
transformacije tenzorjev Cetvercev.

Oglejmo si kompleksni vektor

F=E+:H. (25.5)

Z uporabo enacb (24.2) in (24.3) se hitro prepricamo, da lahko Lorentzevo transformacijo (v
smeri osi x) tega vektorja zapisemo v obliki

F,=F,

T

F, = F; cosh ¢ — iF. sinh ¢ = F; cosi¢p — F. sinig, 05 6
F, = F]cosi¢ + F,sini¢, tanh¢ =V/c. (25.6)
Vidimo, da je zasuk v ravnini z,t¢ ¢etvernega prostora (natanko to Lorentzeva transforma-
cija tudi je) ekvivalenten zasuku vektorja F v ravnini y, z za imaginarni kot v ravnini y,z v
tridimenzionalnem prostoru. Mnozica vseh moznih zasukov v ¢etvernem prostoru (vkljuéno
s preprostimi zasuki okoli osi z, y in z) je ekvivalentna mnozici vseh moznih zasukov za kom-
pleksne kote v tridimenzionalnem prostoru (pri tem Sest kotov sukanja v Getvernem prostoru
ustreza trem kompleksnim kotom sukanja v tridimenzionalnem sistemu).

Edina invarianta vektorja ob zasuku je njegov kvadrat: F? = E? — H? + 2E - H; zato sta
realni koli¢ini E? — H? in E - H edini neodvisni invarianti tenzorja Fj.

Ce je F? # 0, potem lahko vektor F zapisemo v obliki F = an, kjer je n kompleksen
enotski vektor (n? = 1). S pomoéjo ustreznega kompleksnega zasuka lahko dosezemo, da
vektor n kaze v smeri ene izmed koordinatnih osi. O¢itno je tedaj n realen in doloca smer
vektorjev E in H: F = (F+iH)n; z drugimi besedami, vektorja E in H postaneta vzporedna.

NALOGA

NALOGA Kaksno hitrost mora imeti opazovalni sistem, da bosta v njem elektri¢no in magnetno
polje vzporedni?

Resitev: Obstaja neskonéno stevilo sistemov K', v katerih sta polji vzporedni. Ce najdemo en
takSen sistem, potem bodo isto lastnost imeli tudi vsi drugi opazovalni sistemi, ki se glede na prvega
gibljejo s hitrostjo, ki ima isto smer kot poji E in H. Zato zadostuje, da pois¢emo enega izmed teh
sistemov, ki ima hitrost pravokotno na obe polji.Smer hitrost naj bo vzdolz osi x. Upostevamo, da v
sistemu K' velja B, = H;, B, H, — E_H, =0, in s pomo¢jo enacb (24.2) in (24.3) dobimo naslednjo
enacbo za hitrost V sistema k' glede na zacetni sistem:

y ExH

c

1+ % T Bt H?

(izbrati moramo tisti koren kvadratne enacbe, za katerega velja V < ¢).
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Poglavje 4

Enacbe elektromagnetnega polja

8§26 Prvi par Maxwellovih enacb

Iz izrazov oA
H=VxA, E=————F7-V¢
c Ot
lahko hitro dobimo enacbi, ki vsebujeta le E in H. V ta namen izracunajmo V x E:
10
VXE=—-——-—-VxA-Vx(Vg).
c ot

Rotor gradienta je vedno enak ni¢, zato je

10H
VXE=———. 26.1
c Ot ( )
Izracunajmo divergenco obeh strani enacbe V x A = H in upostevajmo, da je divergenca
rotorja enaka ni¢. Dobimo

V-H=0. (26.2)

Enacbi (26.1) in (26.2) se imenujeta prvi par Maxwellovih enacb. * Opozorimo naj, da
ti enacbi Se ne dolocata povsem lastnosti polj. To je takoj razvidno ze iz tega, da dolocata
spreminjanje magnetnega polja s casom (odvod 0H/0t), ne dolocata pa odvoda OE/0t.

Enacbi (26.1) in (26.2) lahko zapiSemo v integralski obliki. Po Gaussovem izreku je

/V-HdV:fH-df,

pri cemer integral na desni izraCunamo po celotni sklenjeni ploskvi, ki omejuje prostornino,
po kateri integriramo na levi. Iz (26.2) potem sledi

}[ H. df = 0. (26.3)

Integral vektorja po ploskvi se imenuje pretok vektorja (angl. fux of the vector) skozi
povrsino. Pretok magnetnega polja skozi vsako sklenjeno ploskev je enak nic.

*Maxwellove enacbe (osnovne enacbe elektrodinamike) je Maxwell izpeljal okoli v letih 1860.
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70 ENACBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 27

Po Stokesovem izreku velja

/VXE-df:y{E-dl.

Tu moramo integral na desni izracunati po sklenjeni konturi, ki omejuje ploskev, po kateri
racunamo integral na levi strani. Iz (26.1) potem dobimo

19
%E- dl = —EE/H- df. (26.4)

Integral vektorja po sklenjeni konturi se imenuje cirkulacija vektorja po konturi. Cirkulacija
elektricnega polja se imenuje tudi elektrogibalna sila (angl. electromotive force) po dani
konturi. Elektrogibalna sila poljubne konture je torej enaka casovnemu odvodu magnetnega
pretoka skozi ploskev, napeto na konturo, vzeto z negativnim predznakom.

Maxwellovi enacbi (26.1) in (26.2) lahko zapiSemo s §tiridimenzionalnim zapisom. Z defini-
cijo tenzorja elektromagnetnega polja

04,  0A4;

F, = ozt Ok’

lahko hitro preverimo, da velja

0Fy,  O0Fy  OFy
Ozl + ozt + oxk

=0. (26.5)

Izraz na levi strani je tenzor tretjega reda, ki je antisimetricen v vseh treh svojih indeksih.
Edini komponente, ki niso identi¢no enake nic, so tiste, za katere velja i # k # [. Vsega skupaj
imamo torej Stiri enacbe, za katere lahko preprosto pokazemo [tako da vstavimo (23.5)], da
sovpadajo z enacbama (26.1) in (26.2).

Sestavimo lahko Cetverec, ki je dualen antisimetricnemu tenzorju cetvercu tretjega reda,
tako da slednjega pomnozimo s tenzorjem "™ in skréimo po treh parih indeksov (glej §6).
Zato lahko (26.5) zapisemo v obliki

0F
oxk

iklm

=0, (26.6)

od koder je takoj razvidno, da obstajajo le Stiri neodvisne enacbe.

8§27 Akcija za elektromagnetno polje

Akcija S celotnega sistema, ki ga tvorijo elektromagnetno polje in delci, ki se v njem nahajajo,
je sestavljena iz treh prispevkov:

S =8+ S5n+ Smf, (27.1)

Clen S,, je odvisen le od lastnosti delcev, torej je to kar akcija za proste delce. Za en sam
prosti delec je podan z (8.1). Ce imamo opravka z vec delci, je njihova akcija vsota akcij za

vsak posamezni delec. Zato je
Sm = — ch/ ds. (27.2)
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Kolicina Sy,f je tisti prispevek, ki je odvisen od interakcije med delci in poljem. V 8§16
smo ugotovili, da za sistem delcev velja

Spf = —ZS/Ak dz”. (27.3)

V vsakem izmed ¢lenov te vsote je Ay potencial polja v tocki Cetvernega prostora, v kateri se
ustrezni delec nahaja. Vsoto Sy, + S,,r ze poznamo, saj je to akcija (16.1) za naboje v polju.

In koncno, Sy je tisti prispevek k akciji, ki je odvisen le od lastnosti polja samega, kar
pomeni, da je Sy akcija polja v odsotnosti nabojev. Do sedaj nas je zanimalo le gibanje
nabojev v vnaprej podanem elektromagnetnem polju, zato nas kolic¢ina Sy, ki ni odvisna od
delcev, ni zanimala, saj ta Clen ni vplival na gibanje delcev. Vseeno pa je ta ¢len potreben,
¢e nas zanimajo enacbe, ki dolocajo polje, in sicer zato, ker smo iz prispevkov k akciji S, in
Smy dobili le dve enacbi polja, (26.1) in (26.2), ki nista zadostni, da bi lahko povsem dolo¢ili
polje.

Obliko akcije polja Sy bomo dobili upostevajo¢ naslednjo zelo pomembno lastnost elek-
tromagnetnih polj. Poizkusi kazejo, da elektromagnetno polje zadosti nacelu superpozicije.
To nacelo pove, da lahko polje, ki ga ustvarja sistem nabojev, preprosto sestavimo iz polj,
ki ga ustvarja vsak delec sam. To pomeni, da je nastala jakost polja v vsaki tocki prostora
enaka vektorski vsoti posameznih jakosti polja v tej tocki.

Vsaka resitev enacb polja nam da polje, ki lahko obstaja v naravi. Po nacelu superpozicije
lahko v naravi obstaja vsota poljubnih taksnih polj, kar pomeni, da tudi vsota taksnih polj
zadosti enacbam polja.

Kot vemo, imajo linearne diferencialne enacbe lastnost, da je vsota poljubnih resitev tudi
reSitev enaCb. Zato morajo biti enacbe polje linearne diferencialne enacbe.

Od tod sledi, da mora kot integrand v akciji Sy nastopati izraz, ki je kvadraten po polju.
Samo v tem primeru bodo enacbe polja linearne; enacbe polja dobimo z variiranjem akcije in
pri tem se red izraza, ki ga integriramo, zniza za ena.

V izrazu za akcijo Sy se ne moreta pojavljati potenciala, ker nista enolicno dolocena (pri
Smy ta nedolocenost ni bila pomembna). Zato mora S; biti integral neke funkcije tenzorja
elektromagnetnega polja Fj,. Akcija pa mora biti skalar, zato mora biti integral neke skalarne
kolicine. Edina taksna koli¢ina je Fy, F™¢. *

Akcija Sy mora torej biti oblike

S :a//FikF““ dvdt, dV = dzdydz,

kjer moramo integrirati po celotnem prostoru, po ¢asu pa med dvema izbranima trenutkoma;
a je neka konstanta. Pod integralom imamo Fy,F* = 2(H? — E?). Polje E vsebuje odvod
OA /0t; hitro se prepricamo, da mora (9A/0t)? nastopati v akciji s pozitivnim predznakom,
zato mora tudi £? imeti pozitivni predznak. Ce bi (0A/dt)? nastopal z negativnim predz-
nakom, bi lahko s hitro ¢asovno spremembo potenciala (znotraj obravnavanega Casovnega
intervala) vedno dosegli, da je Sy negativen s poljubno veliko absolutno vrednostjo. Zato
Sy ne bi imel minimuma, kot zahteva nacelo najmanjSe akcije. Zato mora a biti negativna
koli¢ina.

*Funkcija v integrandu akcije Sy ne sme vsebovati odvodov tenzorja Fji, saj lahko Lagrangeva funkcija poleg
koordinat vsebuje le $e njihove prve odvode. Vlogo “koordinat” (torej parametrov, ki jih lahko variiramo pri
uporabi nacela najmanjse akcije) v tem primeru igra potencial polja Ax; to je podobno kot v mehaniki, kjer
lahko Lagrangeva funkcija mehanskega sistema vsebuje le koordinate delcev in njihove prve odvode.
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72 ENACBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 28

Vrednost konstante a je odvisna od izbire enot, s katerimi merimo polje. Ko si izberemo
vrednost koli¢ine a in enote, s katerimi merimo polje, so enote za merjenje vseh ostalih kolicin,
povezanih z elektromagnetnim poljem, dolocene.

V nadaljevanju bomo uporabljali Gaussov sistem enot; v tem sistemu je a brezdimenzijska
koli¢ina z vrednostjo —(1/16m). *

Akcija polja je torej

1 ik _
V tridimenzionalni obliki zapiSemo
1
Sy =5 /(E2 — H?)dV dt. (27.5)
Lagrangeva funkcija polja je torej
1
Ly=— [(E*-H?aV. (27.6)
8

Konéno lahko zapisemo akcijo polja in delcev:

1 :
S=- Z/mcds — Z/SAIC dz* — Tome F F™* Q. (27.7)

Poudariti moramo, da sedaj ni ve¢ potreben privzetek, da so naboji §ibki, tako kot pri
izpeljavi gibalne enacbe naboja v vnaprej podanem polju. Zato Ay in Fj, opisujeta dejansko
polje, torej zunanje polje skupaj s poljem, ki ga ustvarijo naboji sami; Ay in Fj; sta sedaj
odvisna od polozajev in hitrosti nabojev.

§28 Cetverec toka

Namesto, da naboje obravnavamo kot tockaste delce, jih zaradi lazjega racunanja pogosto
opisemo, kot da bi bili zvezno porazdeljeni po prostoru. Zato vpeljemo “gostoto naboja” p,
tako da je pdV naboj, ki je vsebovan v prostornini dV. Gostota p je v sploSnem funkcija
koordinat in Casa. Integral gostote p po izbrani prostornini je enak naboju, ki se nahaja v
tem prostoru.

V mislih moramo imeti, da so naboji dejansko tockasti, zato je gostota p enaka nic¢ povsod,
razen v tockah, kjer se nabiti tockasti delci nahajajo. Integral [ pdV mora zato biti enak
vsoti nabojev, ki se nahajajo na tem obmocju prostora. Zato lahko p zapiSemo s pomocjo
funkcije 0 kot |

p= Z eqd(r —ry), (28.1)

*Poleg Gaussovega sistema se pogosto uporablja tudi Heavisideov, v katerem je a = —1/4. V tem sistemu
enot se enacbe polja lepse zapisejo (v njih se ne pojavlja 4), zato pa se v Coulombovem zakonu pojavi .
Ravno nasprotno pa v Gaussovem sistemu enacbe polje vsebujejo 47, Coulombov zakon pa ima preprosto
obliko.

t Funkcija 0(x) je definirana z §(z) = 0 za vse od ni¢ razliéne z; za = = 0 je 6(0) = oo, tako da velja

/j:o d(z)dx = 1.
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kjer sestevamo po vseh nabojih, r, pa je krajevni vektor delca z nabojem e,.
Naboj delca je ze po sami definiciji invariantna koli¢ina, ki ni odvisna od izbire opazoval-
nega sistema. Gostota p pa v splo$nem ni invariantna, invarianten je le zmnozek pdV'.
Enacbo de = pdV na obeh straneh pomnozimo z dx*:
i i da?
dedz’ = pdV dz’ = pdthE.
Na levi strani imamo vektor cetverec (ker je de skalar in ker je dz’ Getverec), zato je tudi
koli¢ina na desni strani vektor ¢etverec. Ker pa je dV dt skalar, ugotovimo, da je p(dz’/ dt)
cetverec. Ta Cetverec (oznacevali ga bomo z ;') se imenuje Cetverec toka (angl. current
four-vector):
. da?
b= p—. 28.2
J 7 (28.2)

Prostorske komponente Cetverca imenujemo vektor gostote toka,
i=pv, (28.3)
kjer je v hitrost naboja v izbrani tocki. Casovna komponenta cetverca (28.2) je cp. Zato je
j* = (cp,j)- (28.4)

Skupni naboj v celotnem prostoru je enak integralu [ pdV, izratunanem po celotnem
prostoru. Integral lahko zapiSemo v §tiridimenzionalni obliki

1 1 [,
/pdV: E/jo dv = E/jl ds;, (28.5)

Iz te definicije sledijo naslednje lastnosti: ¢e je f(z) poljubna zvezna funkcija, potem velja

+oo
/ f(@)b(@ — a)dz = f(a);

posebni primer te enacbe je

(Integracijske meje se seveda ne rabijo raztezati od —oo do +oo; integracijsko obmocje je lahko poljubno, ¢e
le vkljuéuje tocko, v kateri je funkcija ¢ od ni¢ razli¢na.)

Pomen naslednjih dveh enach je ta, da nam dasta leva in desna stran isti rezultat, ¢e se pojavljata kot
mnozitelja pod integracijskim znakom:

Zadnja enacba je poseben primer bolj splosnega pravila
1
dp(e)] = ) ——70(2 — ai),
; ¢/ (ai)

kjer je ¢(z) enoli¢na funkcija (njena obratna funkcija ne rabi biti enoli¢na), koli¢ine a; pa so koreni enacbe
o(z) =0.

Podobno kot smo vpeljali §(x) za eno samo spremenljivko x, lahko definiramo tudi tridimenzionalno funkcijo
0(r), ki je enaka ni¢ povsod, razen v izhodis¢u tridimenzionalnega koordinatnega sistema, in katere integral po
celotnem prostoru je enak ena. To funkcijo lahko seveda zapiSsemo kot zmnozek 6(x)d(y)d(z).

Polje, v. 1
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kjer zadnji integral ra¢unamo po celotni stiridimenzionalni hiper-ravnini, pravokotni na os z°

(kar je enako integraciji po celotnem tridimenzionalnem prostoru). V splosnem je integral

1 .
—/jldsi
C

po poljubni hiperploskvi enak vsoti nabojev, katerih svetovnice sekajo ploskev.
Vpeljimo ¢etverec toka v izraz (27.7) za akcijo in preoblikujmo drugi ¢len v tem izrazu.
Namesto nabojev e uporabimo zvezno porazdelitev naboja z gostoto p. Drugi ¢len zapiSemo

kot
1

C

/ pA;dzt dV.

Pri tem smo vsoto po nabojih nadomestili z integralom po celotnem prostoru. Izraz preob-

likujemo v '
1 dz’

—= —A;dV dt

c / P dt ] )

1 .
—6—2/Az~jZ dQ.
Akcijo S lahko torej zapisemo kot
1 o 1 ik
S=-Y" [ meds— 7 | A" dQ - o | Fy k™t dQ. (28.6)

8§29 Ohranitvena enacba

kar je enako

Casovno spreminjanje naboja, vsebovanega v izbranem obmoc¢ju prostora, dolo¢imo z

odvodom p
— dv.
ot / P

Po drugi strani pa je sprememba naboja na enoto ¢asa dolocena tudi s koli¢ino naboja,
ki na enoto Casa zapusti izbrano obmocje ali pa vanj vstopi. Koli¢ina naboja, ki na enoto
casa preide skozi diferencialno ploséino df na povrsini, ki omejuje izbrano obmocje, je enaka
pv - df, kjer je v hitrost naboja v toCki prostora, kjer se diferencialna plos¢ina df nahaja.
Vektor df kaze v smeri zunanje normale na povrsino, torej v smeri normale, ki kaze v smeri
stran od izbranega obmocja. Zato je koli¢ina pv - df pozitivna, ¢e naboj zapusca obmodcje, in
negativna, ¢e naboj vanj vstopa. Celotni naboj, ki zapusca izbrano obmocje na enoto casa je
torej § pv - df, kjer integral izratunamo po celoti sklenjeni povrsini, ki obmoéje omejuje.

Tako dobimo p
a/pdV:—fpv-df. (29.1)

Negativni predznak na desni strani dobimo zato, ker je leva stran enacbe pozitivna, ce se
celotni naboj v izbranem obmocju povetuje. Enacba (29.1) se imenuje ohranitvena ali konti-
nuitetna enacba (angl. continuity equation) in je integralski zapis zakona o ohranitvi naboja.
Ker je pv gostota toka, lahko (29.1) zapisemo tudi v obliki

%/pdV: —j{j- af. (29.2)
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To enacbo bomo pretvorili v diferencialno obliko. Zato uporabimo Gaussov izrek

fj-df:/v-jdv
dp

G+ 2P av =o.

/(v J-I-at) V=0

Ker ta izraz velja za integracijo po poljubnem delu prostora, mora biti integrand sam enak

in dobimo

nic: 9
. Op
V- — =0. 29.3
it (29.3)
To je kontinuitetna enacba v diferencialni obliki.
Preprosto lahko preverimo, da izraz (28.1) za p v obliki, zapisani s funkcijami 0, zadosti

enacCbi (29.3). Zaradi preprostosti predpostavimo, da imamo en sam naboj, tako da velja
p=ed(r —rp).

Tok j je potem
j=evi(r —rp), (29.4)
kjer je v hitrost naboja. Izra¢unajmo odvod dp/0t. Med gibanjem naboja se spreminjajo

njegove koordinate, kar pomeni, da se spreminja vektor ry. Zato je

dp _ 0p o
ot  Ory Ot

Odvod 0ry/0t pa je kar hitrost naboja v. Poleg tega je p funkcija spremenljivke r — rg, zato
je

op dp
oy or
Tako dobimo
% =—-v-Vp=-V(pv) (29.5)

(hitrost naboja v seveda ni odvisna od r). To pa je iskana enacba (29.3).
V stiridimenzionalni obliki se ohranitvena enatba (29.3) zapiSe s Cetvernim odvodom
Cetverca toka: y
9 _
ox'
V prejsnjem razdelku smo videli, da lahko naboj, ki se nahaja v celotnem prostoru,

zapiSemo kot
1 .
L jas,
c

kjer integriramo po hiper-ravnini z° = konst. Ob vsakem trenutku je celotni naboj v prostoru
enak integralu po drugaéni hiper-ravnini, pravokotni na os z°. Preverilo bomo, da enacba
(29.6) izraza ohranitev naboja, torej da ima integral [ §*dS; isto vrednost, ne glede na to,
po kateri ravnini 2° = konst ga izracunamo. Razliko vrednosti integralov i 4'dS; na dveh
tak$nih hiper-ravninah lahko zapisemo kot § §*dS;, kjer integral izra¢unamo po celotni sklen-
jeni hiperploskvi, ki obkroza ¢etverno prostornino med obema hiper-ravninama. (Ta integral

(29.6)
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vkljucuje tudi integracijo po neskon¢éno oddaljenih “stranicah” hiperploskve. Ta prispevek
je enak ni¢, ker v neskon¢nosti ni nabojev.) Z uporabo Gaussovega izreka (6.15) lahko ta
integral prevedemo na integral po ¢etverni prostornini med hiper-ravninama in preverimo, da

res velja
. 'i
j{jl ds; = / 97" 40 =o. (29.7)
ox?

Opisani dokaz velja tudi za poljubno dvojico integralov [ 44 dS;, pri katerih integriramo
po dveh neskonéno velikih hiperploskvah (ki torej nista nujno dve hiper-ravnini z° = konst),
od katerih vsaka vsebuje celoten tridimenzionalni prostor. Od tod sledi, da ima integral

1/jidsi
C

isto vrednost (ki je enaka celotnemu naboju v prostoru), ne glede na to, po kateri hiperploskvi
ga izracunamo.

Omenili smo Ze (glej opombo na strani 53) tesno povezavo med umeritveno invarianco
enach elektrodinamike in zakonom o ohranitvi naboja. To bomo ponovno pokazali s pomocjo
izraza za akcijo v obliki (28.6). Ce A; nadomestimo z A; — (9f /0z), se v akciji pojavi dodatni
Clen

L K ﬁ dQ2.

c2 j@ml

(29.8)

Prav zaradi zakona o ohranitvi naboja, izrazenega v obliki ohranitvene enacbe (29.6), lahko
ta integrand zapiSemo kot Getverno divergenco O(fj')/0x’. Dobljeni integral lahko s pomogjo
Gaussovega izreka pretvorimo v integral po ploskvi v neskonénosti; ko variiramo akcijo, bo
zato ta integral odpadel in ne bo vplival na gibalne enacbe.

830 Drugi par Maxwellovih enacb

Ko s pomocjo nacela najmanjSe akcije iS¢emo enacbe polja, moramo privzeli, da je gibanje
delcev vnaprej podano, zato moramo variirati le potencial A’ (ki igra vlogo “koordinat”
sistema); ko smo prej iskali gibalne enacbe delca, smo podobno privzeli, da je polje vnaprej
podano, in smo variirali le trajektorijo delca.

Variacija prvega Clena v (28.6) je zato enaka ni¢, v drugem ¢lenu pa ne smemo variirati
toka j'. Zato je

58 = — /l {ljidAi + iJ!«”i’“éFik} d2 =0
c |lc 8

(pri tem smo upostevali, da je F**§F;, = F;,6F*. Vstavimo Fy, = 0A;/0z" — 0A;/0x* in
dobimo

ol L O o Ly O o _
55 = /c{cg OA; + o F™=Ze0 Ay — — F* 2004, | dQ = 0.

V drugem clenu zamenjamo indeksa ¢ in k, po katerih je izraz seStet, potem pa nadomestimo
F¥t 7 —F%*. Sledi

1(1, 1. 0
= [ =564, — —F* 2 54,0 aq =o.
58 /c{c”‘ e Z}d 0
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Drugi ¢len integriramo po delih z uporabo Gaussovega izreka:

55:__/{_jl+ i }5Aid9—4—/FlkaAidsk\. (30.1)

c c dm Oxk e

Drugi ¢len moramo izracunati na robu integracijskega obmocja. Meje integracije po koor-
dinatah lezijo v neskon¢nosti, kjer je polje enako ni¢. Na mejah integracije po Casu, torej
ob danem zacetnem in kon¢nem ¢asu, je variacija potencialov enaka nic, saj sta v skladu z
nacelom najmanjSe akcije potenciala ob teh Casih vnaprej podana, torej fiksna. Zato je drugi
¢len v (30.1) enak ni¢. Tako dobimo enacbo

1, 1oF*
/(Ej +EW> 0A;dQ2 = 0.

Ker so variacije d A; poljubne, morajo biti koeficienti pred 0 A; enaki nic:

OF* 4

Zapisimo te stiri (¢ = 0, 1,2,3) enacbe v tridimenzionalni obliki. Za 7 = 1 dobimo

oOF! N OF2  OFY 19F°  Am

+ +
oz oy 0z c Ot c J
Vstavimo vrednosti komponent F% in dobimo

OH, OH, 10E, 4r
oy 9 ¢ ot ¢

To enacbo, ter enacbi za ¢ = 2 in ¢ = 3, lahko zapiSemo v obliki ene same vektorske enacbe:

10E Ax
H=—+—j. .
V x - + . (30.3)
Cetrta enacba (i = 0) pa je
V- E = 4p. (30.4)

Enacbi (30.3) in (30.4) sta drugi par Maxwellovih enac¢b. * Vse §tiri Maxwellove enacbe
skupaj popolnoma dolocajo elektromagnetno polje in so zato osnovne enacbe teorije taksnih
polj, torej elektrodinamike.

Zapisimo dobljeni Maxwellovi enacbi v integralski obliki. Izraz (30.4) integrirajmo po
prostornini in uporabimo Gaussov izrek

/V-EdV:?{E-df,

j{E- df:47r/pdV. (30.5)

Pretok elektricnega polja skozi sklenjeno ploskev je torej enak celotnemu naboju, ki se nahaja
v prostoru, ki ga ploskev omejuje, pomnozenem s 4.

in dobimo

*Maxwellove enacb v obliki, ki velja za tockaste delce v elektromagnetnem polju v vakuumu, je prvi zapisal
H. A. Lorentz.
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78 ENACBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 31

Sedaj integrirajmo (30.3) po nesklenjeni ploskvi in uporabimo Stokesov izrek

/VxH-df:y{H-dl,

in dobimo

10 4
H-dl=-— [E-df+— [ j-df. 30.6
7{ c Ot + c /‘] ( )
Koli¢ina | 9E
o (30.7)
se imenuje “premikalni tok”. Iz enacbe (30.6), zapisane v obliki
4 1 OE
H-dl=— j+-——)-df 30.8
}[ c <'] o ) ’ (308)

vidimo, da je cirkulacija magnetnega polja po poljubni sklenjeni konturi enaka s 4w/c
pomnozeni vsoti pravega in premikalnega toka, ki tece skozi ploskev, omejeno s konturo.

Iz Maxwellovih enacb lahko ponovno izpeljemo poznano kontinuitetno enacbo (29.3).
Izrac¢unamo divergenco obeh strani izraza (30.3) in dobimo

10 4ar
V- (VxH)=-=-V-E+ —V.j
(V< H) cot + c J
Velja pa V- (V x H) =0, iz (30.4) pa dobimo $e V- E = 4mp. Tako dobimo iz zgornje enacbe
izraz (29.3). Izpeljava je preprosta tudi v §tiridimenzionalni obliki. Iz izraza (30.2) dobimo
o 47 97

oriozk — ¢ Oxt

S simetri¢nim operatorjem 0?/0z'0x* delujemo na antisimetricni tenzor F*, zato je leva
stran identi¢no enaka nic¢ in dobimo kontinuitetno enacbo v stiridimenzionalni obliki (29.6).

8§31 Gostota in pretok energije

Pomnozimo obe strani enacbe (30.3) z E in obe strani enacbe (26.1) z H, nato pa obe sestejmo.
Doblmo ) g 1 oH 4
s
"E- 4+ H T =-Tj E-(H- (VXE)-E-(V x H)).
c ot * c ot Y (H - ( ) ( )
Uporabimo znano identiteto iz vektorske analize
V-(axb)=b-(Vxa)—a-(Vxb)

in enacbo zapiSemo v obliki

10

47
_ 2 2 :__.. — .
2c8t(E + H?) —i-E-V-(ExH)
ali 5 ) )
E’+H .
= ~_ | =—3i-E-V-S. 1.1
8t< 8w ) ! Vs (31.1)
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32 NAPETOSTNI TENZOR 79

Vektor

S= ‘ExH (31.2)
41

se imenuje Poyntingov vektor.
Enac¢bo (31.1) integriramo po prostoru, nato pa drugi ¢len na desni strani preoblikujemo
s pomocjo Gaussovega izreka. Dobimo

E? 4+ H?
2/;dv:—/j-EdV—jzfs-df. (31.3)
ot 8

Ce integriramo po celotnem prostoru, bo integral po povrsini odpadel, saj v neskonénosti
polja ni. Poleg tega lahko integral [ j-EdV zapiSemo kot vsoto po vseh nabojih >"ev-E in

upostevamo (17.8):

d
ev tgk

Enacba (31.3) tako postane

d E? + H*
T {/ e dV + ngin} = 0. (31.4)

To pomeni, da se pri izoliranem sistemu, sestavljenem iz elektromagnetnega polja in delcev
v njem, koli¢ina med oklepajema v zgornji enacbi ohranja. Drugi ¢len v izrazu je kineticna
energija (ki vklju¢uje tudi mirovne energije vseh delcev; glej opombo na strani 52), zato je
prvi ¢len enak energiji polja samega. Koli¢ino

_E*+H?

w
8m

(31.5)
imenujemo gostota energije elektromagnetnega polja; to je energija polja na enoto prostornine.

Ce integriramo po kon¢ni prostornini, potem je povrsinski integral v enacbi (31.3) v
splosnem od nic¢ razlicen in enacbo lahko zapiSemo v obliki

0 E? + H?
I R

kjer moramo sedaj v drugem ¢lenu na levi sesteti le po delcih, ki se nahajajo v obravnavani
prostornini. Na levi strani enacbe imamo spremembo celotne energije polja in delcev na enoto
casa. Zato mora biti integral § S - df enak pretoku energije polja skozi ploskev, ki omejuje
obravnavano prostornino. Poyntingov vektor S je torej gostota energijskega pretoka, torej
kolicina energije polja, ki na enoto ¢asa preide skozi enoto povrSine mejne ploskve. *

8§32 Napetostni tenzor

V prejsnjem razdelku smo izpeljali izraz za energijo elektromagnetnega polja. Sedaj bomo
ponovno izpeljali ta izraz, ter izraz za gibalno koli¢ino polja, le da bomo tokrat uporabili
enacbe v Stiridimenzionalni obliki. Zaradi preprostosti bomo tukaj obravnavali polje brez

*Pri izpeljavi smo predpostavili, da v danem trenutku na sami mejni ploskvi ni nabojev. V nasprotnem
primeru bi na desni strani enacbe morali dodati ¢len, ki opisuje pretok energije delcev, ki preckajo to ploskev.
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80 ENACBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 32

delcev. Ker bomo dobljene izraze uporabili tudi kasneje (pri gravitacijskem polju), bo izpel-
java potekala na zelo splosen nalin, ne da bi se osredotocili na doloCen fizikalen sistem. Zato
bomo obravnavali poljuben sistem, katerega integral akcije se zapise kot

dq 1
= [ A — | dVdt=—- [ AdQ 2.1
5= [a(agh)avar=1 [aa, (321)

kjer je A neka funkcija koli¢in ¢, ki opisujejo stanje sistema, in njihovih prvih odvodov po
koordinatah in ¢asu (pri elektromagnetnem polju so koli¢ine ¢ komponente Cetverca poten-
ciala); zaradi krajSega zapisa bomo pisali eno samo koli¢ino ¢. Bralca naj opozorimo na to,
da je [ AdV Lagrangeva funkcija sistema, zato lahko funkcijo A smatramo za “gostoto” La-
grangeve funkcije. Sistem je izoliran, kar se matemati¢no odraza tako, da A ni eksplicitno
odvisna od z¢, podobno kot pri izoliranih sistemih v mehaniki, kjer Lagrangeva funkcija ni
eksplicitno odvisna od casa.

“Gibalne enacbe” (torej enacbe polja, ¢e imamo opravka s poljem) dobimo upostevajoc
nacelo najmanjse akcije, po katerem moramo variirati akcijo S. Velja (tu pisemo ¢; = Jq/ o)

5521/ %5q+8A5qi dQ2
c Jq 0q;

1 OA 0 [ O0A 0 OA
= E/ [8—q(5q + py <8q,i6q> — 5q8xi 3q,z’] dQ =0.

Drugi ¢len pretvorimo z Gaussovim izrekom, pri integraciji po prostoru pa bo odpadel. Zato
dobimo naslednje “gibalne enacbe”:

9 oA oA
or'dq; Oq

(32.2)

(po ponovljenima indeksoma moramo sesteti).
Preostanek izpeljave je podoben postopku v mehaniki, s katerim dobimo enac¢bo o ohran-
itvi energije Zapisemo
0N OA dq OA 0q
97 0q 0zt | dqy Ozt

Vstavimo (32.2) in upostevamo, da je ¢ ; = ¢k Dobimo

OA 0 (8A> oA dq; O ( 8A>

9z~ oaF \9gy ) ¥ " 9gy 00F T 0ok \ % ag,
Zapisemo lahko
OA e OA
ozt " Oz’
zato lahko po vpeljavi zapisa
oA
TF = Gige— ~ SFA (32.3)
zgornjo enacbo zapiSemo v obliki
oty =0 (32.4)
oxzk '

Polje, v. 1



32 NAPETOSTNI TENZOR 81

Ce imamo ve¢ kolicin ¢\, potem moramo namesto (32.3) pisati

y OA
Tk = Zq’(i)ﬁ — G A (32.5)
! q5

V §29 smo videli, da je enacba oblike A% /0z* = 0 ekvivalentna trditvi, da se integral
S A¥dSy, izracunan po hiperploskvi, ki vsebuje celotni tridimenzionalni prostor, ohranja.
Taksna trditev ocitno velja tudi za divergenco tenzorja; enacba (32.4) izraza dejstvo, da se
vektor P’ = konst [ T% dSy ohranja.

Ta vektor lahko prepoznamo kot ¢etverec gibalne koli¢ine sistema. Konstantni faktor pred
integralom izberemo tako, da bo v skladu z naso prejsnjo definicijo ¢asovna komponenta P°
enaka energiji sistema, pomnozeni z 1/c. Opazimo, da je

P% = konst / T% 45, = konst / 7% qV,

¢e integriramo po hiperploskvi ¥ = konst. Iz (32.3) sledi

70 '%—A Y
] ' ot

Ce ta izraz primerjamo z obitajno enacbo, ki povezuje energijo in Lagrangevo funkcijo
sistema, takoj opazimo, da je kolicina 7% energijska gostota sistema, in da je S T av
celotna energija sistema. Zato si moramo izbrati konst = 1/c. Konéno dobimo izraz za
cetverec gibalne koli¢ine sistema

1 )
Pl:z/ * 48y (32.6)

Tenzor T se imenuje napetostni tenzor (angl. energy-momentum tensor) sistema.
Poudariti moramo, da definicija tenzorja T ni enolicna. Ker je tenzor T definiran z
(32.3), bo tudi vsak drugi tenzor oblike

Tk_i_%fl/} kl7 'Z/Jkl: _'l,b Ik (327)

zadostil enacbi (32.4), saj identiéno velja 9%y /0x*dz! = 0. Cetverec celotne gibalne koli¢ine
sistema se ne spremeni, saj lahko s pomocjo (6.17) zapiSemo

ikt 1 ikl Dyl 1 o
/ ! dSkzﬁ/(dSk ozl dsS; Ok :Q/W dfrp

pri Cemer integral na desni strani enacbe izrac¢unamo po (obicajni) ploskvi, ki “omejuje”
hiperploskev, po kateri integriramo na levi strani enacbe. Ta ploskev o¢itno lezi v neskon¢nosti
tridimenzionalnega prostora in ker tam ni ne polja ne delcev, je ta integral enak ni¢. Cetverec
gibalne koli¢ine sistema je, tako kot to mora, biti, enoli¢no dolo¢ena koli¢ina. Tenzor T lahko
enoli¢no dolo¢imo z zahtevo, da lahko ¢etverec vrtilne koli¢ine sistema (glej §14) zapisemo s
cetvercem gibalne koli¢ine kot

. . . 1 ) )
Mk = / (' dP* — zF dP?) = - / (2'T* — ZFTiy a8, (32.8)
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82 ENACBE ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 32

tako da je “gostota” vrtilne koli¢ine izrazena z “gostoto” gibalne koli¢ine z obicajno enacbo.
Hitro lahko pois¢emo pogoj, ki mora biti izpolnjen, da bo zgornja enacba veljala. Kot ze
vemo, lahko zakon o ohranitvi vrtilne koli¢ine zapiSemo tako, da postavimo divergenco izraza
pod integralskim znakom v M na, nié:
0

@(:EZT’” — Ty = 0. (32.9)

Upostevamo, da velja 9z'/9z! = 6! in T /92! = 0, pa dobimo
SiTH — gkt — T _ ik —

ali . .
T =Tk (32.10)

kar pomeni, da mora biti napetostni tenzor simetricen.

Tenzor T, definiran z enacbo (32.5), v splosnem ni simetricen, lahko pa to lastnost
dosezemo s transformacijo (32.7) s primerno izbranim ’*!. Kasneje (v §94) bomo videli, da
obstaja postopek, s katerim neposredno dobimo simetricen tenzor T .

Ce integracijo v (32.6) opravimo po hiperploskvi 2° = konst, potem ima P’ obliko

1 )
Pl = —/TZO dv, (32.11)
C

pri ¢emer integriramo po celotnem (tridimenzionalnem) prostoru. Prostorske komponente P
tvorijo tridimenzionalni vektor gibalne koli¢ine sistema, casovna komponenta pa je njegova
energija, deljena z c. Vektor s komponentami

1 1 1

Sl 2 2o
C C C

lahko torej imenujemo “gostota gibalne koli¢ine” , koli¢ino
W =1%

pa “gostota energije”.
Pomen preostalih komponent tenzorja T lahko ugotovimo tako, da lo¢imo ohranitveno
enacbo (32.4) na prostorski in ¢asovni del:

1 TOO TOa 1 TaO Taﬂ
9 0 19 o™ _y, (32.12)

c8t+8ma_’cat+8mﬂ

Ti enacbi integriramo po delu prostora s prostornino V' . Prva enacba postane

8T0a
oz®

19
c Ot

/Toodv+ dv =0,

po pretvorbi drugega integrala po Gaussovem izreku pa dobimo

0

P /TOO dV = —cj{T‘)a dfa, (32.13)

pri Cemer moramo integral na desni izracunati po mejni ploskvi, ki obkroza prostornino V'
= , df, so komponente tridimenzionalnega vektorja povrsinske ploskvice . Izraz ne
dfsz, dfy, d k te tridi ionalnega vektorj sinske ploskvice df). I
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levi je hitrost spreminjanja energije v prostornini V'; od tod je razvidno, da je izraz na desni
koli¢ina energije, ki se prenese preko meje prostornine V', vektor S s komponentami

T, T2, T

pa je njegova gostota, torej koli¢ina energije, ki se prenese na enoto povrSine v enoti casa.
Tako pridemo do pomembnega zakljucka, da relativisticna invarianca, izrazena s tenzorskim
znacajem kolicin T, avtomati¢no vodi k povezavi med pretokom energije in gostoto gibalne
koli¢ine: gostota energijskega pretoka je enaka gostoti gibalne koli¢ine, pomnozeni z c?.

Iz druge enacbe (32.12) dobimo na podoben nacin

%/ET‘J‘O dv = - y{Taﬂ dfs. (32.14)

C

Koli¢ina na levi strani enacbe je sprememba gibalne koli¢ine sistema v prostornini V' na enoto
casa, zato je ¢ T8 q [ gibalna koli¢ina, ki to prostornino zapusti na enoto ¢asa. To pomeni,
da komponente T napetostnega tenzorja tvorijo tridimenzionalni tenzor gostote pretoka
gibalne koli¢ine; te komponente oznacimo z —o,.5 *. Gostota pretoka energije je vektorska
koli¢ina, zato mora biti gostota pretoka gibalne kolic¢ine, ki je ze sama vektor, tenzorska
kolicina. Komponenta Tys tega tenzorja je kolicina komponente gibalne kolicine v smeri osi
a, ki na enoto ¢asa preide skozi enoto povrsine, pravokotne na os z7.
Posamezne komponente napetostnega tenzorja zapisimo Se v obliki tabele:

W Sglc Sy/c S./c
S:I:/C —Oggz —Ogy —Ogxz
Sy/c —Oyx —Oyy —Oy:
Sz/c —Ozx —Ozy Oz

T = (32.15)

8§33 Napetostni tenzor elektromagnetnega polja

Splosne ugotovitve iz prejinjega razdelka bomo sedaj uporabili na primeru elektromagnetnega
polja. Integrand v (32.1) je pri elektromagnetnem polju

1
A=———FyF"
167 kl )

kar razberemo iz enacbe (27.4). Koli¢ine g so komponente Getverca potenciala polja Ay, tako
da definicija tenzorja T} (32.5) postane

0A; OA
TF ==L kA
Oz 3(%)
oxk
Odvode kolicine A bomo poiskali tako, da najprej izracunamo variacijo §A:
1 1 0A; 0A
A= ——FM§Fy = ——FF (6= —6——).
8 H 8 Ok ox!
Ce zamenjamo indeksa in upostevamo, da je Fj; = —Fj;, dobimo

*Tenzor oap se tudi imenuje napetostni tenzor (angl. stress tensor). Op. prev.
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Od tod razberemo, da je

()
in da je
1 04 1
T = ——Z=Fk 4 _— skp, Fim
! 4 Ozt 167 ¢+ me o

kar se s kontravariantnimi komponentami zapise kot

1 0A 1
_Eam,Fkl_*_—glkFlmFlm'
(2

ik —
167

Ta tenzor pa ni simetri¢en. Simetriziramo ga tako, da priStejemo

1 A"
41 aﬂil i

V odsotnosti nabojev sledi iz enacbe polja (30.2) 8Flk/8$l = 0, zato je

1LoA , 1 0,
— FF = — —(A'FM).
4 9z, T An &vl( )
Popravek k T je torej res oblike (32.7) in je dovoljen. Ker je 0A!/0z; — 0A?/0x; = F, tako
kon¢no dobimo naslednji izraz za napetostni tenzor elektromagnetnega polja:

1

) ) 1 .
T = E(—F”F’“l + Zg““FlmFlm). (33.1)

Ta tenzor je ocitno simetricen. Poleg tega ima lastnost
T =0, (33.2)

torej je sled tenzorja enaka nic.

Zapisimo komponente tenzorja T 7z jakostma elektricnega in magnetnega polja. Ce
komponente tenzorja F** zapisemo kot v (23.5), hitro ugotovimo, da je koli¢ina 7% enaka
gostoti energije (31.5), komponente ¢T°* pa so enake komponentam Poyntingovega vektorja
(31.2). Prostorske komponente 7% tvorijo tridimenzionalni tenzor s komponentami

1
—Opy = S—W(Ej +E?-E;+H+H?-H)),
1

_W(Ea:Ey + Ha:Hy)a

—Opy = —

in tako naprej, kar lahko zapisemo kot

1 1
0ap = o= {+EaEﬂ + HoHg = 50ap (B® + HQ)} : (33.3)

Ta tenzor se imenuje Maxwellov napetostni tenzor (angl. Maxwell stress tensor).

Tenzor Tj, diagonaliziramo tako, da se preselimo v opazovalni sistem, v katerem sta vek-
torja E in H (v izbrani tocki prostora in v dolo¢enem trenutku) vzporedna ali v katerem je
eden izmed njiju enak nic¢; kot ze vemo iz §25, je takSna transformacija vedno mozno, razen
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33 NAPETOSTNI TENZOR ELEKTROMAGNETNEGA POLJA 85

kadar sta E in H med seboj pravokotna in enaka po velikosti. Hitro se lahko prepri¢amo, da
bodo po taksni transformaciji edine od ni¢ razlicne komponente T enake

700 — _pll _ 22 _ 33 _

(Ce v smeri polja kaze os ).
Ce pa sta vektorja E in H pravokotna in enako velika, potem tenzorja T°% ne moremo
diagonalizirati. * Od nic¢ razlicne komponente so v tem primeru

700 — 33 _ 30 _

(os z kaze v smeri polja E, os y pa v smeri polja H).

Do sedaj smo obravnavali polja v odsotnosti nabojev. Ko imamo opravka tudi z naboji,
je napetostni tenzor sistema enak vsoti napetostnega tenzorja elektromagnetnega polja in
napetostnega tenzorja delcev (v katerem predpostavimo, da delci med seboj ne interagirajo).

Obliko napetostnega tenzorja za delce bomo dolocili tako, da bomo delce opisali s po-
razdelitvijo mase v prostoru z uporabo “gostote mase”, podobno kot smo porazdelitev
tockastih nabojev opisali z njihovo gostoto. Po analogiji z enacbo (28.1) za gostoto naboja
lahko gostoto mase zapiSemo v obliki

p=Y_ mad(r—r,), (33.4)

kjer so r, krajevni vektorji delcev, seStevamo pa po vseh delcih v sistemu.

“Gostota Cetverca gibalne koli¢ine” delcev je pcu;. Vemo, da je ta gostota enaka kompo-
nentam T°%/c napetostnega tenzorja, torej da velja T°% = puc?u® (o = 1,2,3). Gostota mase
pa je ¢asovna komponenta Cetverca p/c(dz¥/dt) (po analogiji z gostoto naboja; glej §28).
Zato je napetostni tenzor sistema neinteragirajocih delcev enak

- dz’ dz* o d
T* = pe T :uculuk—s

dt dt dt (33.5)

Ta tenzor je simetricen, kot smo pricakovali.

Z neposrednim izraGtunom preverimo, da se energija in gibalna koli¢ina sistema (ki sta
definirani kot vsota energij in gibalnih koli¢in polja in delcev) dejansko ohranjata. Preverili
bomo torej enacbe

0 k k
(" "\ —
P (T  +T l) 0, (33.6)

ki so matemati¢ni zapis ohranitvenih zakonov.
Najprej odvajamo (33.1):

ory 1 (1 o

OF; , OFH
= — - F* — —F; | .
oxk 4

2 ozt Ozxk Oxk
Upostevamo Maxwellovi enac¢bi (26.5) in (30.2),

OFm _ OFpi  OFy
ozk ¢’ o o ox™m’

* Dejstvo, da simetri¢nega tenzorja T ne moremo vedno diagonalizirati, je povezano s psevdo-evklidskim
znacajem Cetvernega prostora. (Glej nalogo v §94.)
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in ju vstavimo v zgornji izraz. Dobimo

k
ozk 47 2 Oxt 2 O™ ozk c i)

S permutacijo indeksov lahko pokazemo, da se prvi trije ¢leni na levi okraj$ajo in dobimo
naslednji rezultat:

3T(f)’.c 1 .
8ka = —EFik]k. (33.7)

Ko odvajamo izraz (33.5) za napetostni tenzor delcev, dobimo

k
or®); 0 dz® dz* Ou;
— =cui— | p—— c— .
D AN T R TR
Prvi ¢len v tem izrazu je enak nic, ker se masa neinteragirajoCih delcev ohranja. Koli¢ine
p(dz¥/ dt) so namreé éetverec “masnega toka”, ki je analogen cetvercu toka naboja (28.2);
ohranitev mase matematicno izrazimo tako, da mora biti divergenca tega Cetverca enaka nic:

0 dz¥

podobno kot smo ohranitev naboja zapisali z enac¢bo (29.6).

Velja torej
oT® )k dz* Ou; du;

T —

ok He~ 3 oxk BT

Sedaj uporabimo gibalne enacbe nabojev v polju, zapisane v ¢etverni obliki (23.4)

du; e
k
= iku .

ds c

mc

Ce zelimo to enacbo prepisati v obliko, ki velja za zvezno porazdelitev naboja in mase, moramo
upostevati, da iz definicij gostot p in p sledi u/m = p/e. Zato lahko gibalno enatbo zapisemo
kot

dui _p k
¢ ds EFlku
ali
du; 1 ds 1 .
pc dtl = EFikPUka = "
Zato je
aT(p)”.C 1 ,

To pristejemo k (33.7) in res dobimo nié, torej smo dokazali enacbo (33.6).

NALOGA
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NALOGA Kako se ob Lorentzevi transformaciji spremenijo gostota energije, gostota pretoka en-

ergije in komponente napetostnega tenzorja?
Resitev: Naj se koordinatni sistem K' giblje glede na sistem K vzdolz osi = s hitrostjo V. Z
uporabo enach iz prve naloge, § 6, pretvorimo simetri¢ni tenzor T in dobimo:

2
e (v B Vo),
C C

iz
1 V2 ! ! !
Se= 1w (1) Se VIV - Vo)
]' ! !
S?J = (Sy - Vny):

i-%
1 V., v

Ope = ——5 |00y — 255 — W',
1 c? c?

! ! !
Ozz = 03z Oyz = Uyz:

1 , V.,
Ogy = 7‘/2 (Umy - _02 Sy>
-

ter analogne enacbe za S, in o,..

834 Virialni izrek

Ker je vsota diagonalnih elementov napetostnega tenzorja elektromagnetnega polja enaka nic,
je vsota T} sistema interagirajocih delcev enaka sledi napetostnega tenzorja delcev samih. Iz

(33.5) dobimo
; i - ds ds [ w2
3 = (p) = b — = _— = 2 _ —
T, =TY, = pcuu QMg T M 1 =z

Zapisimo ta rezultat Se drugace, tako da upostevamo vse delce v sistemu, pri cemer p piSemo

kot vsoto (33.4):
. [ 2
T! = Zmac2 1- 6—26(1' —1g). (34.1)

Iz te enacbe tudi sledi, da za poljuben sistem velja
i > 0, (34.2)

pri cemer enakost velja le za elektromagnetna polja brez nabojev.
Oglejmo si izoliran sistem nabitih delcev, ki se gibljejo po poteh konénega obsega, tako
da imajo vse koli¢ine (koordinate, gibalne koli¢ine), ki opisujejo sistem, kon¢ne vrednosti. *
Izracunamo povprecje po ¢asu enacbe (32.12)

1070 o1

ot T owr 0

*Ob tem tudi predpostavimo, da elektromagnetno polje sistema v neskon¢nosti pada zadosti hitro proti nic.
V nekaterih primerih ta zahteva pomeni, da moramo zanemariti elektromagnetno valovanje, ki ga sistem seva.
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Povpreéna vrednost odvoda 9T° /0t je enaka ni¢, kot to velja za povpreéno vrednost odvoda
poljubne omejene koli¢ine. * Tako dobimo

0
028
Enacbo pomnozimo z z® in jo integriramo po celotnem prostoru. Inte ﬂgral pretvorimo z

uporabo Gaussovega izreka, pri cemer upoStevamo, da je v neskon¢nosti T, 0, zaradi Cesar
povrsinski integral odpade:

Y

/ To = 0. (34.3)

Ta rezultat uporabimo pri izracunu integrala koli¢ine fl =T+ T_(?:
T AV = / AV =€,

kjer je £ celotna energija sistema.
Konéno vstavimo (34.1) in dobimo

2
Ezzmac%/l—z—g. (34.4)
a

Ta izraz je relativisticna posplositev virialnega izreka (angl. virial theorem) iz klasi¢ne
mehanike (glej Mehanika, §10). Ce se vsi delci gibljejo pocasi, dobimo

2
MaC
E—Emaczz—g 2“,
a a

kar pomeni, da je celotna energija (brez mirovnih energij delcev) enaka povpreéni vrednosti
kineti¢ne energije z nasprotnim predznakom — to je v skladu z rezultatom klasi¢nega virialnega
izreka za sistem nabitih delcev, ki interagirajo v skladu s Coulombovim zakonom.

Poudariti moramo, da so te enacbe zelo formalne in jih moramo zato bolj podrobno opre-
deliti. Tezave je v tem, da energija elektromagnetnega polja vsebuje ¢lene, ki dajo neskoncen
prispevek k elektromagnetni lastni energiji tockastih nabojev (glej §37). Te ¢lene moramo
izpustiti, Ce naj imajo nasi izrazi kaksen pomen, saj je lastna (intrinzi¢na) elektromagnetna
energija ze upoStevana pri kineti¢ni energiji delca (9.4). To pomeni, da moramo v enacbi
(34.4) “renormalizirati” energijo po predpisu

EZ + H?
£ 6— Z/ Zat gy,

* Naj bo f(t) omejena funkcija. Povpre¢na vrednost odvoda df/dt po ¢asovnem intervalu T je

qF 1 (T af S0 - 1(0)

dt T/, dt T

Ker je f(t) omejena funkcija, T’ pa narasca prek vseh meja, je povpre¢na vrednost odvoda df/dt o¢itno enaka
nic.
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ker sta E, in H, polji, ki jih ustvarja a-ti delec. Podobno moramo v enacbi (34.3) narediti

popravek *
EZ + H?
/T“dV—)/T“dV+Z/ Zat M gy,

8§35 Napetostni tenzor makroskopskih teles

Poleg napetostnega tenzorja sistema tockastih teles (33.5) bomo potrebovali e izraz za ta
tenzor za makroskopska telesa, ki jih bomo smatrali kot zvezna.

Pretok gibalne koli¢ine skozi diferencialno ploskvico df na povrsini telesa je kar enak sili,
ki na to ploskvico deluje. Zato je —o,5dfs a-ta komponenta sile, ki deluje na ploskvico.
Vpeljimo opazovalni sistem, v katerem izbrana diferencialna prostornina telesa miruje. V
takSnem sistemu velja Pascalov zakon, zato se pritisk p prenasa enako v vse smeri in pov-
sod povzroca sile, ki so pravokotne na ploskvico, na katero deluje. T Napisemo lahko torej
oapdfs = —pdfa, zato je napetostni tenzor enak 0,5 = —pd,s. Komponente 7Y, ki pred-
stavljajo gostoto gibalne koli¢ine, so v izbranem opazovalnem sistemu enake ni¢. Komponenta
T je gostota energije telesa, ki jo oznacimo z €; €/c? je torej gostota mase telesa, torej masa
na enoto prostornine. Poudarimo naj, da imamo tu v mislih enoto “lastne” prostornine, torej
prostornine v opazovalnem sistemu, v katerem izbrani del telesa miruje.

V obravnavanem opazovalnem sistemu ima napetostni tenzor izbranega dela telesa obliko

(35.1)

oo o
o o o
===

Sedaj lahko preprosto dolo¢imo izraz za napetostni tenzor v poljubnem opazovalnem sis-
temu. V ta namen vpeljemo ¢etverno hitrost u’ makroskopskega gibanja izbranega dela telesa.
V mirovnem sistemu tega dela telesa velja u! = (1,0). Izraz za T% mora biti izbran tako, da
bo v mirovnem sistemu imel obliko (35.1). Hitro se prepri¢amo, da zahtevano velja za

T* = (p + e)u'u® — pg'*, (35.2)

ali v meSanih komponentah

TF = (p + )uju® — pot.

To je napetostni tenzor za makroskopsko telo. Izrazi za gostoto energije W, vektor pretoka

*Brez te spremembe je izraz

E2+H
TydV = | —=—=dV +
/ / Z\/1—1)2/02

striktno pozitiven in ne more biti enak nic.

tStrogo vzeto Pascalov zakon velja le v teko¢inah in plinih. Vseeno pa so pri trdih telesih najvecje mozne ra-
zlike v napetosti v razlicnih smereh zanemarljive v primerjavi z napetostmi, ki igrajo vlogo v teoriji relativnosti,
zato ta podrobnost ni pomembna.
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energije S in napetostni tenzor o5 so

'U2
wo P

= T2 (35.3)

Ce je hitrost makroskopskega gibanja v majhna v primerjavi s svetlobno hitrostjo, potem
priblizno velja
S=(p+ev.

Ker je S/c? gostota gibalne koli¢ine, je od tod razvidno, da vsota (p+€)/c? igra vlogo gostote
mase telesa.

Izraz za T se poenostavi, ko so hitrosti vseh delcev, iz katerih je sestavljeno telo, majhne v
primerjavi s svetlobno hitrostjo (hitrost makroskopskega gibanja samega je lahko poljubna). V
tem primeru lahko v gostoti energije € zanemarimo vse ¢lene, ki so manjsi od mirovne energije,
zato lahko namesto € pisemo joc?, kjer je puo vsota mas vseh delcev, ki se nahajajo v enoti
(lastne) prostornine telesa (naj poudarimo, da se v splosnem g razlikuje od dejanske gostote
mase telesa e/c?, h kateri prispeva tudi energija mikroskopskega gibanja delcev v telesu ter
energija njihovih medsebojnih interakcij). Tudi pritisk, ki ga dolo¢a energija mikroskopskega
gibanja molekul, je v tem primeru majhen v primerjavi z mirovno energijo pc®. Zato lahko
zapisemo

T = poc?uu®. (35.4)
1z izraza (35.2) dobimo
T! =€ — 3p. (35.5)

Splosna lastnost (34.2) napetostnega tenzorja poljubnega sistema nam da naslednjo
neenacbo med pritiskom in gostoto makroskopskega telesa, ki mora vedno veljati:

p <e/3. (35.6)

Primerjajmo izraz (35.5) s splodno enacbo (34.1), ki velja za poljuben sistem. Ker tu
obravnavamo makroskopsko telo, moramo izraGunati povprecje izraza (34.1) po vseh vred-
nostih r v enoti prostornine. Dobimo

2
e—3p:Zma02\/1—Z—g (35.7)
a

(sestevamo po vseh delcih v enoti prostornine).
Desna stran enacbe gre proti ni¢ v ultrarelativisti¢nem priblizku, zato je v tej limiti enacba
stanja enaka *

p=-. (35.8)
3
*Limitno enacbo smo tu dobili ob predpostavki, da med delci deluje elektromagnetna interakcija. Pred-
postavili bomo (ko bomo izraz potrebovali v 14. poglavju), da enacba velja tudi za druge interakcije med delci,
Ceprav do danes to Se ni dokazano.
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Enacbo bomo uporabili na primeru idealnega plina, ki ga tvorijo enaki delci. Ker delci
idealnega plina med seboj ne interagirajo, lahko uporabimo izraz (33.5) in izra¢unamo njegovo
povprecno vrednost. Tako dobimo

. dz?t dzk
le —
T s

kjer je n Stevilo delcev na enoto prostornine, ¢rta pa oznacuje racunanje povpreéne vrednosti
po vseh delcih. Ce se plin ne giblje makroskopsko, velja za T%* tudi izraz (35.1). S primerjavo
obeh ena¢b dobimo naslednja izraza:

c? nm v?2

E—— , p:—
1—2 3 12
62 62

€E=nm

(35.9)

Ti enacbi izrazata gostoto in pritisk relativisticnega idealnega plina s hitrostjo delcev: druga
enacba ustreza dobro poznani enacbi p = nmuv?/3 iz nerelativisti¢ne kineti¢ne teorije plinov.
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Poglavje 5

Staticno elektromagnetno polje

8§36 Coulombov zakon

V primeru casovno nespremenljivega elektricnega (elektrostaticnega) polja se Maxwellove
enacbe zapisejo kot

V- E = 4rp, (36.1)
VxE=0. (36.2)

Elektri¢no polje E lahko izrazimo s skalarnim potencialom samim (vektorski potencial ni
potreben):
E=-V¢. (36.3)

Enacbo (36.3) vstavimo v (36.1) in dobimo enacbo, ki ji mora zadostiti potencial stati¢nega
elektricnega polja:
A¢p = —4mp. (36.4)

Ta enacba se imenuje Poissonova enacba. V vakuumu, torej za p = 0, je potencial resitev
Laplaceove enacbe
A¢p=0. (36.5)

1z zadnje enacbe med drugim sledi, da potencial elektricnega polja nikjer ne more imeti
maksimuma niti minimuma. Potencial ¢ ima ekstremno vrednost, ¢e so vsi prvi odvodi ¢ po
koordinatah enaki ni¢, vsi drugi odvodi 0?¢/0z2%, 0?¢/0y? in 0?¢/0z* pa morajo biti istega
predznaka. To pa ni mogocCe, saj tedaj ne bi mogli zadostiti enacbi (36.5).

Izra¢unajmo polje, ki ga proizvaja tockast naboj. S simetrijskega vidika je ocitno, da
bo polje kazalo v smeri krajevnega vektorja iz tocke, v kateri se nahaja naboj e. Prav tako
takoj uvidimo, da je vrednost polja F lahko odvisna le od razdalje od naboja R. Absolutno
vrednost bomo dobili z uporabo enacbe (36.1) v integralski obliki (30.5). Pretok elektri¢nega
polja skozi sferi¢no ploskev s polmerom R in s sredi§éem v naboju je 47 R*E; ta pretok mora
biti enak 4we. Od tod dobimo

e
7 vektorji enacbo zapisemo v obliki
R
E = ;—3. (36.6)
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Polje, ki ga proizvaja tockast naboj, je torej obratno sorazmerno s kvadratom razdalje od
naboja. To je Coulombov zakon. Potencial polja je

$=—. (36.7)

V sistemu nabojev je polje po nacelu superpozicije enako vsoti polj, ki jih ustvarjajo
posamezni delci. Potencial tak$nega polja je

b= 7

kjer je R, razdalja od naboja e, do tocke, v kateri dolocamo potencial. Ce vpeljemo gostoto
naboja p, lahko to enacbo zapiSemo v obliki

_ [P
b= / Lav, (36.8)

kjer je R razdalja diferencialne prostornine dV do izbrane tocke v polju.
Omenimo §e matematiéni izraz, ki ga dobimo iz (36.4), ¢e vstavimo vrednosti p in ¢ za
tockast naboj, torej p = ed(r) in ¢ = e¢/R. Od tod sledi

A (}%) — _4rd(r), (36.9)

8§37 Elektrostati¢na energija nabojev

Izracunajmo energijo sistema nabojev. Zacnimo z energijo polja, torej z izrazom (31.5) za
gostoto energije. Energija sistema nabojev je enaka

1
U:—/E2dv,
8m

kjer je E polje, ki ga naboji proizvajajo, integriramo pa po celotnem prostoru. Vstavimo
E = —V¢ in preoblikujemo:

1 1 1
U:—8—7T/E-V¢dV:—8—W/V-(E¢)dV+8—W/¢V-EdV.

Po Gaussovemu izreku je prvi integral enak integralu E¢ po povrsini, ki omejuje integracijsko
obmocje, ker pa prvotni integral racunamo po celotnem prostoru, in ker je polje v neskon¢nosti
enako nic, je ta integral enak ni¢. V drugi integral vstavimo V - E = 47p in dobimo naslednji
izraz za energijo sistema nabojev:

1
U= 5/p¢dV. (37.1)
Za sistem tockastih nabojev e, lahko namesto integrala zapiSemo vsoto po nabojih
1
U=3 > eatba; (37.2)

a

kjer je ¢, potencial polja, ki ga ustvarijo vsi naboji, v tocki, kjer se nahaja naboj e,.
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Ce to enatbo uporabimo za en sam osnovni nabiti delec (na primer za elektron) in za
polje, ki ga ta naboj ustvarja, ugotovimo, da ima naboj “lastno”-potencialno energijo, enako
ed/2, kjer je ¢ potencial polja, ki ga ustvarja delec, v tocki, kjer se delec nahaja. Iz teorije
relativnosti vemo, da moramo vsak osnovni delec obravnavati kot tockast delec. Potencial
njegovega polja ¢ = e/R postane neskoncen v tocki R = 0. Iz elektrodinamike naj bi torej
sledilo, da ima elektron neskon¢éno “lastno energijo” (angl. self-energy) in zato tudi neskon¢no
maso. Ta rezultat je seveda nesmiseln, kar pomeni, da ze iz osnovnih nacel elektrodinamike
same sledi dejstvo, da je uporaba te teorije omejena.

Zaradi neskon¢nosti lastne energije in mase je v okviru klasi¢ne elektrodinamike nemogoce
zastaviti vprasanje, ali je celotna masa elektrona elektrodinamskega izvora (torej povezana z
elektromagnetno lastno energijo delca). *

Ker je fizikalno nesmiselna neskoné¢na lastna energija osnovnega delca povezana z dejstvorn,
da moramo taksen delec smatrati za tockast delec, lahko zakljucimo, da ima elektrodinamika
kot logi¢no zakljucena fizikalna teorija notranje neskladnosti, ko nas zanimajo zelo majhne
razdalje. Zanima nas, kako velika je mejna razdalja. Oceno dobimo, ¢e opazimo, da bi
elektromagnetna lastna energija elektrona morala biti velikostnega reda mirovne energije mc?.
Po drugi strani, ¢e bi elektron smatrali za telo s polmerom Ry, bi bila njegova potencialna
energija reda e?/Ry. 1z zahteve, da sta ti koli¢ini istega velikostnega reda, dobimo oceno

62

Ry ~ ok (37.3)

Ta velikost (klasi¢ni polmer elektrona) dolo¢a mejo veljavnosti elektrodinamike za elek-

tron, in sledi iz osnovnih nacel teorije. V mislih pa moramo vseeno imeti dejstvo, da do mej
veljavnosti klasi¢ne elektrodinamike pridemo ze prej zaradi kvantnih ucinkov. f

Vrnimo se k enacbi (37.2). Potenciali ¢, ki se tam pojavljajo, so po Coulombskem zakonu

enaki
€b

be =Y g
kjer je R, razdalja med nabojema e, in e. lzraz za energijo (37.2) je sestavljen iz dveh
delov. Prvi je neskoncna konstanta, lastna energija vseh nabojev, ki ni odvisna od njihove
medsebojne oddaljenosti. Drugi del pa je energija interakcij med delci, ki je odvisna od
njihovih polozajev. Samo ta drugi del je fizikalno zanimiv. Enak je

(37.4)

1
U = 5 > eadl, (37.5)
kjer je
b= = (37.6)
bZa ab

potencial v tocki naboja e,, ki ga ustvarjajo vsi naboji razen e,. Z drugimi besedami,

napiSemo lahko
Ul — 1 6aeb

. (37.7)
2 atb Rab

* Povsem formalno bi lahko dosegli kon¢no elektronsko maso, ¢e bi vpeljali neskonéno negativno maso,
ki ne bi bila elektromagnetnega izvora in ki bi uravnovesila neskonéno elektromagnetno maso (to se imenuje
“masna renormalizacija”). Pozneje (v §75) bomo videli, da to ne odstrani vseh notranjih neskladnosti klasi¢ne
elektrodinamike.

tKvantni ucinki postanejo pomembni pri dolzinah velikostnega reda h/me, kjer je h Planckova konstanta.
Razmerje med temi dolzinami in Ry je reda hc/e? ~ 137.
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Posebni primer je energija interakcije med dvema nabojema, ki je enaka

€1€9
U'=—=. 37.8
R (37.8)

8§38 Polje enakomerno premocrtno gibajocega se naboja

Izracunajmo polje, ki ga ustvari naboj e, ki se giblje enakomerno premocrtno s hitrostjo V.
Laboratorijski sistem imenujmo K; opazovalni sistem, ki se giblje skupaj z nabojem, pa naj
bo sistem K'. Naboj se nahaja v izhodiscu sistema K'. Sistem K’ se giblje vzdolz osi X glede
na sistem K; osi Y in Z sta vzporedni z osmi Y’ in Z’. Ob ¢asu ¢t = 0 izhodis¢i obeh sistemov
sovpadata. Koordinate naboja v sistemu K so torej z = Vt,y = 0,z = 0. V sistemu K’
imamo staticno elektri¢cno polje z vektorskim potencialom A’ = 0 in skalarnim potencialom
¢ =e/R', kjer je R = z'* + 4> + 2/*. V sistemu K v skladu z enacbo (24.1) velja

o e
Vi-%  Ry1-%

Sedaj moramo R’ zapisati s koordinatami z,y, z sistema K. Po enacbah za Lorentzevo
transformacijo je

¢ = (38.1)

od koder dobimo

N\ 2
12 (z —Vt)? + (1 — ‘g—;) (y* + 22)
R” = " (38.2)
C
To vstavimo v (38.1) in dobimo
e
¢ = B (38.3)
kjer smo vpeljali zapis
R — 2 & 2., .2
=(x—-Vit)" + 1—0—2 (y* +2°). (38.4)
Vektorski potencial v sistemu K je enak
V eV
A= (,25? =& (38.5)
V sistemu K’ magnetnega polja H' ni, elektri¢no polje pa je enako
eR/
Iz enacbe (24.2) dobimo
gmi = g P
z }%ﬂi Yy 2 2
1-%  RA1-%
- ez
. =
RA\1-1
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Ko izrazimo R',z',y', 7' z x,y, z, dobimo

V2\ eR

kjer je R krajevni vektor od naboja e do tocke s koordinatami x,y, z (njegove komponente
soxz—Vt,y,z).

Vektor E lahko zapisemo tudi drugace, ¢e vpeljemo kot 8 med smerjo gibanja in krajevnim
vektorjem R. Ocitno je y? + z2 = R%sin’ 6, zato lahko R*? zapisemo kot

V2
R*? = R? (1 ~ =z sin? 0) . (38.8)
Tako lahko polje E zapiSemo v obliki
eR - V—;
= — £ . 38.9)
2 . 3/2 (
R ( — ‘g—; sin? 9)

Pri konstantni oddaljenosti R od naboja, se jakost polja E povecuje, ko 6 narasca od 0 do
/2 (oziroma ko 6 pada od 7 do 7/2). Polje v smeri gibanja (# = 0, 7) je najmanjse, njegova

jakost je
e V2

Polje je najvecje pravokotno na smer gibanja (6 = 7/2) in ima jakost

El=— (38.11)

Z narascajoco hitrostjo je £ vedno manjsi, E| pa vedno vecji. To lahko bolj slikovito opisemo,
e si predstavljamo, da se elektricno polje gibajocega se naboja “skr¢i” v smeri gibanja. Pri
hitrostih V', ki so blizu svetlobne, je §tevec v izrazu (38.9) skoraj enak ni¢ v ozkem intervalu
vrednosti @ okoli § = 7/2. Sirina tega intervala je velikostnega reda

2
A9~,/1—Z—2. (38.12)

Elektricno polje zelo hitrega naboja pri dani razdalji od njega je veliko le za majhen pas kotov
v blizini ekvatorialne ravnine, sirina tega intervala pa pada z naraséajoc¢im V kot /1 — V2/c2.
Magnetno polje v sistemu K je

1
H=-VxE (38.13)
C

[glej (24.5)]. Ce je V < ¢, potem je elektriéno polje priblizno podano z Coulombovim za-
konom, E = eR/R?, magnetno polje pa je tedaj enako
eVXR

H=- . (38.14)
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NALOGA

NALOGA Izracunaj silo (v sistemu K) med nabojema, ki se gibljeta z enako hitrostjo V.
Resitev: Silo F bomo dolocili tako, da bomo izracunali silo, ki deluje na enega izmed nabojev
(e1) v polju, ki izvira iz drugega naboja (e2). Z uporabo (38.10) dobimo

€1 V2 €1
F:61E2+—VXH2:€1 1—— Ez-f-—V(VEz)
c c? c?
V enacbo vstavimo izraz (38.9) za E» in dobimo komponente sile v smeri gibanja (F;) in pravokotno
nanjo (Fy):
2 2 2
e1€es (1 - ‘C/—z) cos @ eles (1 - ‘0/_2) sin 0
50 y — 5
R (1- ‘6/—22 sin? (9)3/2 R (1- ‘6/_22 sin’ 9)3/2

kjer je R krajevni vektor, ki kaze od es proti e, 6 pa je kot med R in V.

F, =

839 Gibanje v Coulombskem polju

Obravnavajmo gibanje delca z maso m in nabojem e v polju, ki ga proizvaja drugi delec €':
predpostavili bomo, da je masa drugega delca tako velika, da je ta nepremicen. Naloga se torej
poenostavi na opis gibanja naboja e v sredi§¢no simetricnem elektricnem polju s potencialom

p=¢er.

Celotna energija &£ delca je
E=c p2—|—m262+g,
r

kjer je a = ee’. Ce v ravnini gibanja delca vpeljemo polarne koordinate, potem lahko upora-
bimo izraz, poznan iz mehanike,

pE= (M) + 4,

kjer je p, radialna komponenta gibalne kolicine, M pa je konstantna vrtilna koli¢ina delca.
Zapisemo lahko

M?
520\/p$+—2+m202+g. (39.1)
r T

Zanima nas, ¢e lahko delec med gibanjem pride poljubno blizu sredis¢a. To seveda ni mogoce,
e se naboja e in ¢’ odbijata, torej ¢e sta e in € istega predznaka. Ce se delca privlacita (e in
¢’ sta tedaj nasprotnih predznakov), potem se delec ne more poljubno priblizati srediscu, ce
je Mc > |al, saj je v tem primeru prvi ¢len v (39.1) vedno vecji od drugega, in ko gre r — 0,
postane desna stran enacbe neskonéna. Ce pa je Mc < ||, potem ostane ta izraz kon¢en tudi
v limiti » — 0 (p, mora pri tem iti proti neskoncnosti). Torej ce velja

cM < |af, (39.2)
lahko delec med gibanjem “pade” proti naboju, ki ga privlaci. V klasi¢ni mehaniki takSen

kolaps v splosnem ni mogo¢ (razen v primeru M = 0, ko se delec e giblje v ravni ¢rti proti
delcu €').
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Popolnega opisa gibanja naboja v Coulombskem polju se najlaze lotimo s Hamilton-
Jacobijevo enacbo. Izberemo si polarne koordinate r,¢ v ravnini gibanja. Hamilton-Jacobijevo
enacbo (16.11) zapisemo kot

_L (08 a\' (08N 1 (0S\' L,
2\ ot r or r2 \ 0¢ me =5

S=-Et+ Mo+ f(r),

kjer sta £ in M konstantna energija in konstantna vrtilna koli¢ina delca. Formalna reSitev
enache je

Is¢emo S oblike

r r

1 a2 M?
= _ —(e— _ 2.2
S = 5t+M¢+/\/C2 (5 ) 5 — m2cdr. (39.3)

Tirnico delca dobimo iz enacbe 0S/0M = konst. Z integracijo enacbe (39.3) dobimo naslednje
mozne tirnice:

a) Ceje Mc > |al,

(c*M? — a2)% = c/(ME)2 — m2c2(M2c2 — a2) cos <¢\/ 1- %) —Ea.  (394)

b) Ceje Mc < |a,

1 a2
2 2 2
(a® = M*?c ); = +/(ME)? + m2c2(a? — M2c2) cosh (qS 2 1) +Ea. (39.5)
¢) Ceje Mc = |al,
28 9 94 of 2

Integracijska konstanta se skriva v poljubni izbiri polpremice, glede na katero merimo kot ¢.

V (39.4) nedolocenost predznaka pred kvadratnim korenom ni pomembna, saj enacba
ze vsebuje poljubno izhodisce za merjenje kota ¢, ki nastopa v funkciji cos. V primeru
privlaénega potenciala (o < 0) in ée je & < mc?, celotna tirnica delca lezi pri konénih vred-
nostih r (gibanje je omejeno). Ce pa je & > mc?, potem lahko 7 postane neskoncen (gibanje je
neomejeno). Omejeno gibanje ustreza gibanju po zakljuceni tirnici (elipsi) v nerelativisti¢ni
mehaniki. Iz (39.4) je razvidno, da v relativisticni mehaniki tirnica nikoli ne more biti za-
kljuCena; ko se kot ¢ spremeni za 27, se vrednost r ne vrne k svoji zaCetni vrednosti. Orbite
niso elipse, temve¢ imajo obliko nezakljucenih “rozet”. Medtem ko imajo v nerelativisti¢ni
mehaniki delci z omejenim gibanjem v Coulombskem polju zakljucene tirnice, v relativisticni
mehaniki Coulombsko polje te lastnosti nima vec.

V (39.5) moramo izbrati pozitivni predznak, ¢e je @ < 0, in negativni predznak, ¢e je
a > 0 [obratna izbira predznakov bi pomenila, da smo spremenili predznak korena v (39.1)].

Ce je o < 0, sta tirnici (39.5) in (39.6) spirali, pri katerih gre r — 0, ko gre ¢ — oo. Cas, ki
ga delec porabi, da “pade” v izhodisce koordinatnega sistema, je koncen. To lahko preverimo,
¢e upostevamo, da je ¢asovna odvisnost koordinate r dolocena z enacbo 0S/0E = konst; ko
vstavimo (39.4), vidimo, da je ¢as dolocen z integralom, ki konvergira, ko r tezi k 0.
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NALOGA

NALOGA 1. Za koliko se odkloni delec, ki potuje skozi odbojno Coulombsko polje (a > 0)?
Resitev:  Odklonski kot x je enak x = 7m — 2¢9, kjer je 2¢9 kot med obema asimptotama na
trajektorijo (39.4). Dobimo

2cM can—1 [ 2V AM? — a?
= — ——taln _—
X=rT Ve - & ca !

pri ¢emer je v hitrost naboja v neskon¢nosti.

NALOGA 2. Izracunaj efektivni sipalni presek za majhne kote pri sipanju delcev v Coulombskem
polju.

Resitev: Efektivni sipalni presek do je razmerje med $tevilom delcev, ki se sipajo vsako sekundo v
izbrani diferencialni prostorski kot do, in gostoto toka vpadnih delcev (torej stevilom delcev, ki vsako
sekundo preidejo en kvadratni centimeter ploskve, ki je pravokotna na curek delcev).

Ker je kot x, za katerega se delci odklonijo med njihovo potjo skozi polje, dolocen s parametrom
trka (angl. impact parameter) p (to je razdalja od sredista do daljice, po kateri bi se delec gibal v
odsotnosti polja), velja

d do
do =mpdp = 27rpd—>p< dy = pdpxsinx,

kjer je do = 2w sin x dx. * Odklonski kot je (za majhne kote) priblizno enak razmerju med spremembo
gibalne koli¢ine in njene zacetne vrednosti. Sprememba gibalne koli¢ine je enaka integralu po ¢asu
sile, ki deluje na delec, v smeri pravokotni na smer gibanja; sila je priblizno enaka (a/r?) - (p/r). Tako

dobimo
B 1/+°° ap dt _ 2a
X0 ) o PP ppu

(v je hitrost delcev). Od tod dobimo efektivni sipalni presek za majhne y:

2
da:4<i> do
) X

V nerelativisticnem primeru je p & muv in izraz postane enak tistemu, ki ga dobimo iz Rutherfordove
formule  za majhne y.

8§40 Dipolni moment

Imejmo sistem delcev, ki proizvajajo polje. Zanima nas polje pri velikih razdaljah, torej pri
razdaljah, ki so velike v primerjavi z razseznostjo sistema.

Vpeljimo koordinatni sistem z izhodi§¢em v poljubni tocki znotraj sistema nabojev. Naj
bodo krajevni vektorji posameznih nabojev r,. Potencial polja v tocki Ry je

€a
¢ = ; [Ro — 14| (40.1)

(sestevamo po vseh nabojih); vektor Ry — r, je vektor med nabojem e, in tocko, v kateri
doloc¢amo potencial.
Zanima nas razvoj tega izraza za velike Ry (Rg > r,). Izraz zato razvijemo po potencah
r,/Ry s pomocjo enacbe
f(Ro —rq) = f(Ro) —1- Vf(Ro)

*Glej Mehanika, § 18.
tGlej Teorija polja, § 19.
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(v gradientu odvajamo po koordinatah vektorja Ry). Do ¢lenov prvega reda velja
e 1
b= ZR—O“ ) earq - V. (40.2)

Vsota

d= Z €ala (40.3)

se imenuje dipolni moment sistema nabojev. Pomembna je ugotovitev, da v elektri¢no nev-
tralnem sistemu, ko je vsota vseh nabojev > e, enaka ni¢, dipolni moment ni odvisen od izbire
izhodisca koordinatnega sistema. Ce sta namrec krajevna vektorja r, in r!, istega naboja v
dveh razlicnih koordinatnih sistemih povezana z

I
r, =rq+a,

kjer je a nek konstantni vektor, potem je v primeru, ko je Y e, = 0, dipolni moment enak v

obeh sistemih:
d = Zear:L = Zeara +aZea =d.

Ce z e}, r} oziroma z e, ,r, oznafimo pozitivne oziroma negativne naboje sistema in

njihove krajevne vektorje, potem lahko dipolni moment zapiSsemo kot

d=> efrf =Y e,r, =R") ef ~R™ D ¢, (40.4)

kjer sta

C Xd T Ye
krajevna vektorja “sredisc naboja” pozitivnih in negativnih nabojev. Ceje Ylef =Y er =,
potem je

Rt = m R = M (40.5)

d=cRy_, (40.6)

kjer je R._ = Rt — R~ krajevni vektor med sredis¢em negativnih in sredi$¢em pozitivnih
nabojev. V posebnem primeru, ko imamo le dva naboja, je R _ krajevni vektor med njima.

Ce je sistem nevtralen, potem je potencial polja taksnega sistema pri velikih razdaljah
enak

1 d-Ryp
=—-d-V—=——7——". 40.7
’ i (40.7
Jakost polja je
d- Ry 1 1
E=-V—=—-——=V({d-Ry) —(d-Ry)V—,
kar je enako
3(n-dn—-d
E= " 7 - 40.8
o (40.8)
kjer je n enotski vektor v smeri Ry. Uporaben je tudi drugacen zapis,
1
E=(d V)V— (40.9)

Ry
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Potencial polja dale¢ stran od nevtralnega sistema nabojev je obratno sorazmeren s
kvadratom razdalje, jakost polja pa je obratno sorazmerna s tretjo potenco razdalje. Polje je
osno simetri¢no v smeri vektorja d. V ravnini, v kateri lezi ta vektor (tu predpostavimo, da
kaze v smeri osi z), so komponente vektorja E enake

3cos?f —1 3sinfcosf
E,=d————, Ey=d———, E,=0. (40.10)
Radialna in tangentna komponenta sta
2cos 6 sinf
Er=d———, Ey=—d—. 40.11
R R% ) 0 RS ( )
8§41 Multipolni momenti
V razvoju potenciala po potencah 1/Ry,
¢ =0 4 oM 4@ (41.1)

je €len ¢ sorazmeren z 1 / Rg“. Ugotovili smo ze, da je prvi ¢len dolocen z vsoto vseh
nabojev; drugi ¢len #M) ki ga imenujemo dipolni potencial sistema, je dolocen z dipolnim
momentom sistema.

Tretji ¢len v razvoju je

2 I 5 Xa0Xy \ Ry )

kjer sestevamo po vseh nabojih (indeks, ki steje delce, v enacbi izpus¢amo); z, so kompo-
nente vektorja r, X, pa komponente vektorja Ry. Ta del potenciala imenujemo kvadrupolni
potencial. Ce je sistem elektricno nevtralen in nima dipolnega momenta, potem je to prvi
clen v razvoju, ki je razlicen od nic.

V izrazu (41.2) nastopa Sest kolicin ) ex,zg. Hitro se lahko prepricamo, da je polje
odvisno le od petih neodvisnih koli¢cin. To je posledica tega, da je funkcija 1/Ry resitev

Laplaceove enacbe,
1 0? 1
Al=—)=0p=————|—=—) =0
(R0> 79X,0X5 (R0>

Zato lahko ¢?) zapisemo v obliki
1 1 0? 1
2 = — =25 - (=
P =52 e (’Wvﬁ 3" aﬁ) 0X00X 5 (R0> ‘

Dag =Y e(3zamg — 1%64p) (41.3)

se imenuje kvadrupolni moment sistema. Iz definicije tenzorja D,g je razvidno, da je vsota
diagonalnih elementov enaka nic:

Tenzor

Dy =0. (41.4)
Zato ima simetri¢ni tenzor D,g vsega pet neodvisnih komponent. S pomocjo D,g lahko
zapisemo
D 2 1
p@ Doz O (1) (41.5)
6 0X,0Xg \ Ry
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Ce izrac¢unamo odvod

” 1 3XaXs  dap
0X,0XP Ry R} R3’

in upostevamo, da je 6,3Da3 = Daa = 0, potem lahko potencial zapisemo v obliki

Dagnang

(2 — 41.6
o0 = (41.6)
Tenzor D,g lahko diagonaliziramo tako kot vsak drug simetricen tridimenzionalni tenzor.
Zaradi pogoja (41.4) bosta neodvisni le dve lastni vrednosti. Ce ima sistem nabojev simetri-
jsko os (na primer os Z) * , potem mora ta os biti ena izmed glavnih osi tenzorja D,g, izbira

drugih dveh v ravnini XY pa je poljubna. Lastne vrednosti so med seboj povezane z

1
Dyy =Dy = 3Dz (41.7)

Komponento D,, ozna¢imo z D (v tem primeru jo imenujemo kar kvadrupolni moment).
Potencial lahko zapisemo kot

¢(2) - 4’%(3 cos2 O — 1) = %Pg(cos 0), (41.8)

0 0
kjer je 8 kot med vektorjem Ry in osjo Z, P pa je Legendrov polinom.

Ce je sistem elektricno nevtralen in nima dipolnega momenta, potem lahko hitro
dokazemo, da kvadrupolni moment sistema ni odvisen od izbire koordinatnega izhodisca,
podobno kot smo to pokazali za dipolni moment v prejSnjem razdelku.

Na podoben nacin lahko zapiSemo naslednje ¢lene v razvoju (41.1). Clen I-tega reda
zapisemo s tenzorjem reda [ (ki se imenuje tenzor 2-polnega moment). Ta je simetricen v
vseh svojih indeksih in je enak ni¢, ¢e ga skréimo po poljubnem paru indeksov; pokazemo
lahko, da ima taksen tenzor 2/ + 1 med seboj neodvisnih komponent. f

Splogni ¢len v razvoju potenciala bomo zapisali v drugaéni obliki z uporabo dobro poznane
enakosti iz teorije krogelnih harmonic¢nih funkcij:

1 1

= = (cos 41.9
Ro—r| /RZ+7r2—-2rRycosx ; RH'1 X): (41.9)

kjer je x kot med Ry in r. Vpeljemo prostorska kota ©,® in 0, ¢, ki dolocata smer vektorjev
R, in r glede na koordinatne osi, in uporabimo adicijski izrez za krogelne harmonicne funkcije:

Py(cos x) Z l ;;Im| P‘m‘(COS@) m |(cos19)672.""”((1)*‘75), (41.10)

kje so P/" pridruzeni Legendrovi polinomi.
Vpeljimo se krogelne funkcije

2+ 1 (I —m)!

— (_1\ym;l 7) m ime
Yim (0, ¢) = (=1)™4 (l—i—m)!Pl (cos )€™, m >0, (41.11)

le,f\m\ (0, ¢) = (_1)lim}/ljm\ :

*Simetrijska os mora biti vi§ja od drugega reda.

fTaksen tenzor imenujemo ireducibilen tenzor. Ker dobimo pri vsaki skréitvi nié, iz takSnega tenzorja ne
moremo sestaviti tenzorjev nizjega reda.
Ta definicija je taksna, kot jo uporabljamo v kvantni mehaniki.
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Razvoj (41.9) lahko potem zapisemo v obliki

dr

1
Ry | -y Z Rm 57 Yo (0. ®)Yi (0. 9).
=0 m=

Ta razvoj naredimo v vsakem izmed ¢lenov v (40.1) in dobimo naslednji izraz za [-ti ¢len
razvoja potenciala:

[
1 47 *

I+1
RO m=—I

Zea'r V 2l—|—1 lm(eaad)a) (41'13)

Skupina 2! 4+ 1 koli¢in QSQ tvorijo 2!-polni moment sistema nabojev.

kjer je

Tako definirane koli¢ine Q%) so povezane s komponentami dipolnega momenta:
. (1) i .
=1d,, =F—(d, £1id,). 41.14
Qo o Qi =7F \/5( x y) ( )
Koli¢ine Q%) so povezane s komponentami tenzorja D,g:

) 1 .
Q(()Q) = _§Dzm Qg = i%(Dm +iDye),

1 .
Q¥ = =5/ Doz = Dy £ 20Dz

(41.15)

NALOGA

NALOGA Izracunaj kvadrupolni moment enakomerno navitega elipsoida glede na njegovo
sredisce.
Resitev: Vsoto v (41.3) zamenjamo z integralom po prostornini elipsoida in dobimo

D,z = /)///(2302 —y? = 2%)dedydz, etc.

Izberemo si koordinatne osi vzdolz osi elipsoida, izhodisce pa postavimo v njegovo sredisce; iz simetrije
je razvidno, da so te osi lastne osi tenzorja D,g. S transformacijo

z=x'a, y=9y'b, z=172'c

integral po prostornini elipsoida

2 2 2
X z
a

poenostavimo na integral po prostornini enotske krogle
2y 2 =1,

Tako dobimo

Dzz E(21)2 —(12 _02)7

)
D,, = 2(202 —a? - b?),

(2> —b* —c*), Dy, =

('.ﬂl('ﬁ

kjer je e = (47/3)abep celotni naboj elipsoida.
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8§42 Sistem nabojev v zunanjem polju

Oglejmo si sistem nabojev v zunanjem elektricnem polju. Potencial zunanjega polja oznacimo
z ¢(r). Potencialna energija vsakega izmed nabojev je e,é(r,), celotna potencialna energija
pa je

U= eab(ra). (42.1)

Vpeljimo nov koordinatni sistem, ki ima izhodiSce v poljubni tocki v sistemu nabojev; r, je
krajevni vektor naboja e, v teh koordinatah.

Predpostavimo, da se zunanje polje le malo spremeni na obmocju, kjer se nahajajo naboji,
in da je torej tam priblizno homogeno (kvazi-homogeno). Tedaj lahko energijo U razvijemo
po potencah r,:

U=U094+u® 4+ u® 4 (42.2)

prvi ¢len v razvoju je
U =0y ea, (42.3)

kjer je ¢o vrednost potenciala v izhodis¢u. V tem priblizku je energija sistema taksna, kot ce
bi se vsi naboji nahajali v eni sami tocki (v izhodiscu).
Drugi ¢len razvoja je

U = (V)oY eata-
Ce v to enacbo vstavimo jakost polja v izhodiséu, Ey, in dipolni moment sistema, d, dobimo
Ul = —d - E,. (42.4)
Celotna sila, ki deluje na sistem v zunanjem kvazi-homogenem polju, je do tega reda enaka
F=E¢)» ¢ +[V(d-E)).
Ce je sistem nevtralen, prvi clen odpade, in dobimo
F=(d-V)E, (42.5)

kar pomeni, da silo dolo¢a prvi odvod jakosti polja, izracunan v izhodiséu. Navor sil, ki
delujejo na sistem, je
K = Z(ra X eqBy) = d x By, (42.6)

in je v najnizjem redu dolocen z jakostjo polja samega.

Imejmo dva elektriéno nevtralna sistema nabojev z dipolnima momentoma d; in ds. Njuna
medsebojna oddaljenost naj bo velika v primerjavi z njunimi lastnimi dimenzijami. Izracunali
bomo njuno potencialno energijo zaradi elektrostaticne interakcije, U. Mislimo si, da je eden
izmed sistemov v polju drugega. Tedaj je

U= _d2 . E17
kjer je E; polje prvega sistema. Vstavimo (40.8) namesto E; in dobimo

U— (d; - d2)R? — 3;%(5(11 -‘R)(dz - R), (42.7)
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kjer je R vektor, ki iz enega sistema kaze proti drugemu.
Ko ima eden izmed sistemov celotni naboj razlicen od nic (e), velja
d-R
R 7

U=e (42.8)

kjer je R vektor, ki kaze od dipola proti naboju.
Naslednji ¢len v razvoju (42.1) je

Podobno kot v §41 tudi tu izpus¢amo indeks, ki Steje delce; vrednost drugega odvoda
izracunamo v izhodiscu. Potencial ¢ je resitev Laplaceve enacbe:

% %

or2 of 0z 013 -

Zapisemo lahko torej

1 0%¢ 1
(0 I— 0 _Z 2
U 2 901 Ze (.’Eax@ 35agr )

Daﬂ 82¢0
6 8Iaaxﬂ '

ali
U@ —

(42.9)

Splosni ¢len v vrsti (42.2) lahko zapisemo z 2'-polnim momentom Dﬁ,ll), ki smo ga defini-
rali v prejSnjem razdelku. V ta namen razvijemo potencial ¢(r) po krogelnih harmoni¢nih

funkcijah; splosna oblika razvoja je

(9] l
b(r) =D 1’
=—1

=0 m=-—

47
20+ 1

CI'lmyvlm(ea ¢)7 (4210)

kjer so 7,8, ¢ krogelne koordinate tocke, aj,y, pa so konstante. Ce izracunamo vsoto (42.1) in
pri tem uporabimo definicijo (41.13), dobimo

[
U = 3" Q). (42.11)

m=—1

843 Stati¢no magnetno polje

Oglejmo si magnetno polje, ki ga proizvajajo naboji, ki se gibljejo po konénih poteh: delci se
ves Cas nahajajo v kon¢nem obmocju prostora in njihove gibalne koli¢ine so ves ¢as koncne.
Taksno gibanje je “stacionarnega” znacaja, zato si bomo ogledali ¢asovno povprecje magnet-
nega polja H, ki ga proizvajajo delci; to polje bo odvisno le od koordinat, ne pa od ¢asa, in
bo torej stati¢no.

Enacbe za povpreéno magnetno polje H dobimo, ¢e izratunamo povpreéje po ¢asu

Maxwellovih enacb 10E 4
V.-H=0, VxH=-2 45
c Ot
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Prva enacba je kar o
V-H=0. (43.1)

V drugi enacbi je povpreéna vrednost odvoda OE/0t enaka ni¢, saj to velja za povprecje
odvoda poljubne omejene koli¢ine (glej opombo na strani 88). Zato iz druge Maxwellove
enacbe dobimo

VxH= 4—”3. (43.2)
C

Ti enacbi zadostujeta, da lahko dolo¢imo stati¢no polje H.
Vpeljemo povprecen vektorski potencial A. Podan je z enacbo

V x A=H.
To vstavimo v (43.2) in dobimo

__ __ 47—
V(V-A)+AA:§J'.

Vemo, da vektorski potencial polja ni enolicno dolo¢en, in da lahko uporabimo poljubno
umeritev. Zato si izberemo takSen potencial, da velja

V-A=0. (43.3)
Vektorski potencial staticnega magnetnega polja je torej dolocen z
_ A7-
AR =75 (43.4)
c

Resitev te enatbe dobimo po analogiji z resitvijo Poissonove enatbe (36.4) za skalarni
potencial elektrostati¢nega polja: tu imamo namesto gostote naboja p gostoto toka j/c. S
primerjavo z resitvijo (36.8) lahko zapisemo

~ 17
A== =dV, 43.5
C/R ’ ( )

kjer je R razdalja od izbrane tocke do diferencialne prostornine dV'.

V enacbi (43.5) lahko integral zapiSemo kot vsoto po nabojih, ¢e namesto j v enacbo
vstavimo pv in upoStevamo, da so naboji tockasti. UpoStevati moramo, da je v integralu
(43.5) R integracijska spremenljivka, in zato ni podvrzena povprecenju. Ce namesto integrala
J §/R AV pisemo vsoto Y e,va/Ra, s0 R, krajevni vektorji razlicnih delcev, ki se spreminjajo
med gibanjem nabojev. Zato moramo zapisati

— 1 €aVa
A=- — 43.6
Iy (1.9

kjer moramo izracunati povprecje celotnega izraza pod znakom za seStevanje.
Iz poznanega A lahko magnetno polje izracunamo po enacbi

ﬁ:vXX:le/idv.
C R

Rotor deluje na koordinate tocke, kjer nas zanima jakost polja. Zato lahko operator nesemo
pod integralski znak in j pri odvajanju smatramo kot konstanto. Poznano enacbo

V x(fa)=fVxa+Vf xa,
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kjer sta skalar f in vektor a poljubni funkciji, uporabimo na zmnozku j1/R in dobimo

j 1 _: jxR
Koncéni rezultat je torej B
— 1 [jxR
s (43.7)

(krajevni vektor R kaze od diferencialne prostornine dV v izbrano tocko v polju). To je
Biot-Savartov zakon.

8§44 Magnetni moment

Oglejmo si, kak§no magnetno polje proizvaja sistem nabojev, ki se gibljejo stacionarno. Zan-
imalo nas bo polje dale¢ stran od sistema.

Vpeljimo koordinatni sistem z izhodis¢em v poljubni tocki znotraj sistema nabojev, kot
smo to storili v §40. Krajevne vektorje razlicnih nabojev oznacimo z r,, krajevni vektor tocke,
v kateri ratunamo polje, pa z Ry; vektor Ry — r, kaze od naboja e, k tocki v polju. Iz (43.6)

dobimo vektorski potencial
T €uVe
44.1
e Tl (44.1)

Kot v §40 ta izraz razvijemo po potencah r,. Do ¢lenov prvega reda dobimo (indeks delca
a bomo v nadaljevanju izpuscali):

— 1 _ 1 1
A:% BV—EZ€V<I"VR—O>.
V prvem c¢lenu lahko zapisemo

ZeV:%Zer.

Povprecna vrednost odvoda koli¢ine, ki ima koncen razmah, je enako ni¢, zato ta ¢len odpade.
Preostali ¢len zapisemo kot

A=Y e ( vRO) zﬁzm.

Izraz bomo preoblikovali. Najprej upostevamo, da je v = r, zato lahko zapisemo

Z (Ro -r)v =3 dt Z er(r-Ry) + Z elv(r-Rp) —r(v-Ry)]

(pri tem smo upostevali, da je Rg konstanten vektor). Ko ta izraz vstavimo v A prvi ¢len
ponovno odpade (saj vsebuje odvod po ¢asu). Dobimo

2CR3Z (r-Rp) —r(v-Ry)].

Vpeljemo vektor

1
=5 Z er X v, (44.2)
c
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ki ga imenujemo magnetni moment sistema. Vektorski potencial lahko z njim zapiSemo kot

ﬁXRO 1 —
—— =V— . 44.3
RS VRO X m ( )

Iz poznanega vektorskega potenciala ni tezko dolociti magnetno polje. Uporabimo pravilo

Vx(axb)=(b-V)a—(a-V)b+aV-b—-bV-a,

in dobimo
_ —_ m X Ry _ Ry — Ry
H:VXA:VX( )sz-——(m-V)—.
Ry Rj Ry
Velja tudi
Ry 1 1
V-0 =Ry V= + =V Re =0,
RS R8+R8 0
n ( )
_ Ry 1 _ 1 m 3Ry(m-Ry
-V)— = —=m-V)Ry+ R V)= - ——".

Konéno dobimo -
H="- " — (44.4)

kjer je n enotski vektor v smeri Ry. Vidimo, da lahko magnetno polje zapiSemo z magnetnim
momentom z enacbo, ki je enake oblike kot tista, s katero smo elektricno polje zapisali z
dipolnim momentom [glej (40.8)].

Ce imajo vsi naboji v sistemu enako razmerje med nabojem in maso, potem velja

1 e
= — erxv:—g mr X v.
2c 2me

Ce hitrosti vseh nabojev veliko manjse od svetlobne hitrosti, je mv enak gibalni koli¢ini
naboja p in dobimo
m=—Srxp=-—M, (44.5)
2mc 2mec
kjer je M = ) r x p mehanska vrtilna koli¢ina sistema. V tem primeru je razmerje med

magnetnim momentom in vrtilno koli¢ino konstantno in znasa e/2mc.

NALOGA

NALOGA Dolo¢i razmerje med magnetnim momentom in vrtilno koli¢ino sistema dveh nabojev
(s hitrostjo v < ¢).

Resitev: Izhodisce koordinatnega sistema postavimo v tezisce obeh delcev. Tedaj velja miry +
mers = 0 in p; = —p2 = P, kjer je p gibalna koli¢ina relativnega gibanja. Z uporabo teh zvez dobimo

1 (e e mim
ney (G+2) My
2c \m7  m3) mi+my
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845 Larmorjev izrek

Oglejmo si sistem nabojev v zunanjem staticnem homogenem magnetnem polju.
Casovno povprecje sile, ki deluje na sistem,

—= e—— d e
Fzg —va:—E -r x H,
c dt c
je enako nic¢, ker po racunamo povprecno vrednost casovnega odvoda kolicine, ki ima omejen
razmah. Povprecna vrednost navora sil je

K:Zg(rx(va))

in je razli¢na od ni¢. Ce razvijemo trojni vektorski produkt, jo lahko izrazimo z magnetnim
momentom sistema:

e e 1__.d
K=) - ‘H)—H(v-r) =) - "H) - -H—r?).
> - (v(r-H) —H(v-r)) > (V(r )—GHor )
Drugi ¢len po izra¢unu povprecne vrednosti odpade, tako da dobimo

K=Y B =Y e(ve B (v H)

C 2c

[zadnja transformacija je analogna tisti, ki smo jo uporabili pri izpeljavi (44.2)], od koder
sledi o
K =m x H. (45.1)

Opozorimo naj na analogijo z enactbo (42.6), ki velja za elektri¢ni dipol v elektricnem polju.
Lagrangeva funkcija sistema nabojev v zunanjem staticnem homogenem magnetnem polju
se od Lagrangeve funkcije za sistem, ki ni v polju, razlikuje za dodatni ¢len

LH:§:SA-v:§:§iHXﬂ-v:E:girxﬂ-H (45.2)

[tu smo uporabili izraz (19.4) za vektorski potencial homogenega poljal]. Ce upostevamo
definicijo magnetnega momenta sistema, dobimo

Lp=m-H. (45.3)

Ponovno moramo poudariti analogijo z elektriénim poljem; v homogenem elektricnem
polju Lagrangeva funkcija nevtralnega sistema nabojev vsebuje ¢len

Ly =d-E,

ki je v tem primeru enak potencialni energiji sistema nabojev, vzeti z negativnim predznakom
(glej §42).

Sedaj pa obravnavajmo sistem nabojev, ki se gibljejo po konéni poti (s hitrostmi v < c)
v sredi§¢no simetricnem elektricnem polju, ki ga ustvarja nek nepremicen naboj. Iz labo-
ratorijskega sistema se bomo preselili v sistem, ki se enakomerno vrti okoli osi, ki poteka
skozi nepremicen delec. S pomoc¢jo dobro poznane enacbe lahko hitrost delca v v novem
koordinatnem sistemu zapiSemo z njegovo hitrostjo v/ v starem:

vVi=v+Qxr,
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kjer je r krajevni vektor delca, €2 pa kotna hitrost vrtecega se koordinatnega sistema. V
negibljivem sistemu je Lagrangeva funkcija sistema nabojev enaka

2
L:Zm;/ -,

kjer je U potencialna energija nabojev v zunanjem polju in energija njihovih medsebojnih
interakcij. Kolicina U je funkcija razdalj nabojev od fiksnega delca in njihovih medsebojnih
razdalj; v vrteCem se sistemu se ta funkcija ne spremeni. Zato je v novem sistemu Lagrangeva,
funkcija enaka

m
Lzzg(v+ﬂxr)2—U.

Predpostavimo, da imajo vsi naboji enako razmerje med nabojem in maso e/m. Izberemo
si ¢
Q=—H. 45.4
2mec ( )
Ce je H zadosti majhen (tako da lahko zanemarimo élene z H?), potem lahko Lagrangevo

funkcijo zapiSemo kot
2
1
L= " 45> cHxr-v-U.

Enaka je Lagrangevi funkciji, ki opisuje gibanje nabojev v laboratorijskem koordinatnem
sistemu, Ce je prisotno stati¢no magnetno polje (glej (45.2)).

Zakljucimo lahko, da se v nerelativisticnem primeru sistem nabojev, ki imajo vsi enako
razmerje e/m, in ki se gibljejo po koncnih poteh v sredis¢no simetricnem elektricnem polju
in v Sibkem homogenem magnetnem polju H, obnasa enako kot isti sistem nabojev v istem
elektricnem polju v koordinatnem sistemu, ki se vrti enakomerno s kotno hitrostjo (45.4). To
je Larmorjev izrek, kotna hitrost 2 = eH/2mc pa se imenuje Larmorjeva frekvenca.

Rezultat lahko uporabimo tudi drugace. Ce je magnetno polje H zadosti sibko, je Lar-
morjeva frekvenca majhna v primerjavi s frekvencami omejenega gibanja sistema nabojev.
Tedaj si je smiselno ogledati povprecje kolicin, ki opisujejo sistem, po casu, ki je kratek v
primerjavi s periodo 27 /€. Te nove koli¢ine se bodo spreminjale potasi (s frekvenco (2).

Oglejmo si spremembo povprecne vrtilne kolicine M sistema. Casovni odvod vrtilne
koli¢ine je enak navoru K vseh sil, ki na sistem delujejo. Upostevajo¢ (45.1) tako dobimo

=K=mx H.

=&

Ce je razmerje e/m enako pri vseh delcih sistema, potem sta vrtilna koli¢ina in magnetni
moment sistema sorazmerna, in z uporabo enacb (44.5) in (45.4) dobimo

dM —

— =-Q x M. 45.5

” (45.5)

Ta enacba pomeni, da se vektor M (in torej tudi magnetni moment m) vrti s kotno hitrostjo
— okoli smeri polja, medtem ko se njegova velikost in naklon glede na smer polja ne sprem-
injata. (To gibanje se imenuje Larmorjeva precesija.)
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Poglavje 6

Elektromagnetno valovanje

846 Valovna enacba

Elektromagnetno polje v praznem prostoru opiSemo z Maxwellovimi enacbami, v katere vs-
tavimo p =0, j = 0. Zapisimo jih ponovno

VAS PRE L v (46.1)
c Ot

vxB=12& g.E_0 (46.2)
c Ot

Te enacbe imajo tudi od ni¢ razliéne resitve, kar pomeni, da lahko elektromagnetno polje
obstaja tudi v odsotnosti nabojev.

Elektromagnetno polje v praznem prostoru v odsotnosti nabojev se imenuje elektromag-
netno valovanje. V nadaljevanju si bomo ogledali lastnosti taksnih valovanj.

Takoj lahko ugotovimo, da morajo taksna polja nujno biti casovno odvisna. V nasprotnem
primeru bi veljalo 0H/0t = OE/0t = 0, in enacbe (46.1), (46.2) bi postale enake ena¢bam
staticnega polja (36.1), (36.2) in (43.1), (43.2), v katerih bi imeli p = 0, j = 0. Resitve teh
enacb so podane z (36.8) in (43.5), ki pa dasta ni¢, ko sta p =0 in j = 0.

Sedaj bomo izpeljali enaCbe za potenciala elektromagnetnega valovanja.

Ko ze vemo, lahko zaradi nedolocenosti potencialov vedno izberemo dodatni pogoj, ki ga
morajo ti izpolniti. Zato si bomo tu izbrali takSna potenciala elektromagnetnega valovanja,
da bo skalarni potencial identi¢no enak nic:

¢=0. (46.3)
V tem primeru je
10A
E:——a—, H=V xA. (46.4)
c Ot

Ta izraza vstavimo v prvo enacbo (36.2) in dobimo

2
%a—A. (46.5)

Vx(VxA)=-AA+V(V-A) =53

C

Ceprav smo si 7e izbrali en dodatni pogoj za potenciala, vektorski potencial A Se vedno ni
povsem doloc¢en. Lahko mu namre¢ dodamo gradient poljubne funkcije, ki ni odvisna od ¢asa
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(potenciala ¢ pa pri tem ne spreminjamo). Tako si lahko izberemo taksen vektorski potencial,
da velja

V-A=0. (46.6)
Ce namre¢ vstavimo E iz (46.4) v V - E = 0, dobimo
OA 0
V.--—=—V-A=0
ot ot ’

kar pomeni, da je funkcija V - A odvisna le od koordinat. Vedno lahko to funkcijo postavimo
na nic, ¢e k A pristejemo gradient ustrezne ¢asovno neodvisne funkcije.
Enacba (46.5) se poenostavi v

1 %A
2o
Ta enacba doloca potencial elektromagnetnega polja. Imenujemo jo d’Alembertova ali valovna
enacba. *
Ce na enacbo (46.7) delujemo z rotorjem oziroma z operatorjem ¢asovnega odvoda 9/0t,
lahko preverimo, da tudi elektricno in magnetno polje zadostita tej enacbi.
Izpeljavo valovne enacbe bomo ponovili Se v Stiridimenzionalni obliki. Drugi par
Maxwellovih enacb za polje v odsotnosti nabojev zapiSsemo v obliki

~0. (46.7)

e 0.

(To je enacba (30.2) z j* = 0.) Vanjo vstavimo F*, zapisan s potencialom,

pik _ 0AF B A
aﬂii 8.’1;'k ’
in dobimo - )
0°A 0° A
— =0. 46.8
Ox;0c%  Ox,0zk (46.8)
Zahtevamo dodatni pogoj za potencial:
0AF
=0. 46.
Ok 0 (46.9)

(Ta pogoj se imenuje Lorentzeva umeritev, za potenciale, ki mu zados¢ajo, pa re¢emo, da so
umerjeni po Lorentzu.) Prvi ¢len v (46.8) odpade, preostane pa
82 Ai M 82 Ai

Oz, 0xk I ok oL 0 (46.10)

To je valovna enacba, zapisana v Stiridimenzionalni obliki. f

*Valovno enacbo vcasih zapisemo kot OA = 0, operator

0? 1 0°

T oo © 2o
pa se imenuje d’Alembertov operator.
fOmenimo naj, da pogoj (46.9) e vedno ne omeji povsem mozne izbire potencialov. K A lahko §e vedno
dodamo Vf, od ¢ pa odstejemo 1/¢(0f/0t), pri tem pa mora biti funkcija f taksna, da resi valovno enacbo
af =0.
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V tridimenzionalni obliki se pogoj (46.9) glasi

194
-—— -A=0. 46.11
otV 0 (46.11)

To je bolj splosen pogoj kot ¢ =0, V- A = 0, ki smo ga uporabili predhodno; vsi potenciali,
ki zadostijo tema pogojema, zadostijo tudi pogoju (46.11). Prednost Lorentzeve umeritve je
v tem, da je relativisti¢no invariantna: potenciala, ki pogoju zadostita v enem opazovalnem
sistemu, mu zadostita tudi v vsakem drugem opazovalnem sistemu (pogoj (46.6) pa je ob
prehodu v drug opazovalni sistem obi¢ajno prekrsen).

847 Ravno valovanje

Oglejmo si poseben primer elektromagnetnega valovanja, v katerem je polje odvisno od ene
same koordinate, na primer od koordinate z (in seveda tudi od ¢asa). Taksne valove imenu-
jemo ravno valovanje. Enacba polja se v tem primeru glasi

L)
ot? 0r?

kjer je f katera koli komponenta vektorjev E ali H.
Enacbo lahko resimo tako, da jo zapiSemo v obliki

0 0 0 0

in uvedemo novi spremenljivki

=0, (47.1)

X
fzt——, n=t+—,
C C

tako da velja t = $(n+¢) in z = £(n — £). Tedaj je

o _1(0 0\ o _1(0, 0
o 2\ot o0x)’ op 2\ot o0z’

zato lahko enacbo za f zapiSemo v obliki

82
Fy
9gan
Resitev ima o¢itno obliko f = f1(£) + f2(n), kjer sta fi in fy poljubni funkciji. Zato je
f=n (t—£>+f2 (t+§>. (47.2)
c c
Predpostavimo na primer, da je fo = 0, tako da je
T
f=h (t - —) :
c

Poiscimo fizikalni pomen te enacbe. V vsaki ravnini £ = konst se polje spreminja s ¢asom;
ob vsakem izbranem trenutku je polje razlicno pri razlicnih . Razvidno je, da ima polje isto
vrednosti pri koordinatah z in trenutkih ¢, za katere velja t — (x/c) = konst, torej

z = konst + ct.
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To pomeni, da ¢e ima ob ¢asu ¢ = 0 polje v izbrani tocki prostora x neko doloceno vrednost,
potem bo po intervalu casa ¢ imelo polje isto vrednost pri razdalji ct vzdolz osi X od zacetne
tocke. Recemo lahko, da se vrednosti elektromagnetnega polja Sirijo po prostoru v smeri osi
X s hitrostjo enako hitrosti svetlobe c.
n{e=3)
c

Zato
predstavlja ravni val, ki se premika v pozitivni smeri vzdolz osi X. Hitro uvidimo, da

fo (t—i—%)

predstavlja val, ki se giblje v nasprotni (negativni) smeri vzdolz osi X.

V 8§46 smo pokazali, da si lahko izberemo taksna potenciala elektromagnetnega polja, da
velja ¢ =0 in V- A = 0. TakSno umeritev uporabimo tudi za obravnavo ravnega valovanja.
Pogoj V - A = 0 se sedaj glasi

0A; 0
or

ker nobena koli¢ina ni odvisna od y niti od z. Iz (47.1) potem sledi 0?°A,/0t?> = 0, torej
je 0A;/0t = konst. Elektri¢no polje je dolo¢eno z odvodom 0A/0t, zato od ni¢ razlitna
komponenta A, predstavlja prisotnost staticnega longitudinalnega elektri¢nega polja. Ker
taksno polje ni povezano z valovanjem, lahko postavimo A, = 0.

Vektorski potencial ravnega vala si torej lahko vedno izberemo tako, da bo pravokoten na
os X, torej na smer Sirjenja valovanja.

Oglejmo si ravni val, ki se giblje v pozitivni smeri vzdolz osi X; v tak§nem valu so vse
koli¢ine, tudi A, odvisne le od ¢ — (z/c). 1z enacb

E:—la—A, H=VxA,
c Ot
tako dobimo ) )
E:—AQHZVXA:v@—ﬂxAhL—an, (47.3)
C C C

kjer ¢rtica oznacuje odvod po argumentu funkcije, torej po t — (z/c), n pa je enotski vektor
v smeri Sirjenja valovanja. Prvo enac¢bo vstavimo v drugo in dobimo

H=n xE. (47.4)

Vidimo, da sta elektricno in magnetno polje E in H ravnega valovanja pravokotna
na smer Sirjenja valovanja. Zato taksno elektromagnetno valovanje imenujemo precno ali
transverzalno. Iz (47.4) je razvidno tudi to, da sta elektri¢no in magnetno polje med seboj
pravokotna in enaka po absolutni vrednosti.

Pretok energije (Poyntingov vektor) v ravnem valovanju je

C

S:47r

ExH:iEx(an),
47

in ker je E-n =0, od tod sledi

C C
S 41 n 41 n
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47 RAVNO VALOVANJE 115

Energija se torej pretaka v smeri Sirjenja valovanja. Ker je

1 E?

W=_—(E>+H*)=—
87r( +H) 47

gostota energija valovanja, lahko zapiSemo
S = cWn, (47.5)

kar je skladno z dejstvom, da se valovanje §iri s svetlobno hitrostjo.

Gibalna koli¢ina elektromagnetnega polja na enoto prostornine je S/c?. Pri ravnem val-
ovanju je enaka (W/c)n. Naj poudarimo, da je povezava med energijo W in gibalno koli¢ino
W /c elektromagnetnega valovanja enaka kot pri delcu, ki se giblje s svetlobno hitrostjo [glej
(9.9)].

Pretok gibalne koli¢ine polja dolocajo komponente Maxwellovega napetostnega tenzorja
oap (33.3). Ce se valovanje §iri v smeri osi X, je edina od ni¢ razlicna komponenta tenzorja
T8 enaka,

T = —0yp = W. (47.6)

Kot smo pricakovali, se gibalna kolicina pretaka v smeri Sirjenja valovanja. Pretok je po
velikosti enak gostiti energije.

Pois¢imo zakon za transformacijo gostote energije ravnega elektromagnetnega valovanja
ob prehodu iz enega inercialnega sistema v drugega. lzpeljavo za¢nemo z enacbo

1 % &
W=—— (W’ + 26—25; + 7a;x>

(glej nalogo v §33). Vanjo moramo vstaviti

2
S; =cW'cosd', o, =—W'cos®d,
kjer je o kot (v sistemu K') med osjo X' (v tej smeri kaze hitrost V) in smerjo Sirjenja
valovanja. Dobimo
c
2
-

(1 +¥ cosoz’)2

W=w' (47.7)

Ker je W = E?/4n = H?/4r, se absolutna vrednost jakosti polja transformira kot v/WW.

NALOGE

NALOGA 1. Izracunaj, s kaksno silo deluje na steno vpadno ravno elektromagnetno valovanje, ki

se od stene odbije s koeficientom odbojnosti R.
Resitev: Sila f, ki deluje na enoto ploscine stene, je podana z gostoto gibalne koli¢ine, torej z
vektorjem s komponentami

fa = —UQBNB — O';BNﬂ,

kjer je N enotski vektor, ki lezi normalno na povrsino stene, 0,3 in agﬁ pa so komponente napetostnega
tenzorja vpadnega in odbitega valovanja. Z uporabo enacbe (47.6) dobimo

f=Wn(N-n)+Wn'(N-n').
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116 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 47

Iz definicije koeficienta odbojnosti sledi W' = RW. Ce vpeljemo se vpadni kot @ (ki je enak odbojnemu
kotu) in razpisemo komponente, dobimo silo v normalni smeri (“svetlobni tlak”)

fn =W(1 + R)cos® @

in silo v tangentni smeri
fr =W(1 — R)sinfcosé.

NALOGA 2. S Hamilton-Jacobijevo metodo napovej, kako se bo gibal naboj v polju ravnega

elektromagnetnega valovanja z vektorskim potencialom At — (z/c)].
Resitev: Hamilton-Jacobijevo enacbo zapiSsemo v §tiridimenzionalni obliki:

i [0S oS ‘
gk < + EAi> <— + zAk> =m?c’. (1)

ozt ¢ ozk

Ker je polje ravno valovanje, so A* funkcije ene same neodvisne spremenljivke, ki jo lahko zapisemo v
obliki £ = k;z¢, kjer je k' konstantni ¢etverec, katerega kvadrat je enak ni¢, k;k' = 0 (glej naslednji
razdelek). Potencial naj izpolnjuje Lorentzev pogoj

QA _ dA!

9z~ ag fi= 0

to je ekvivalentno pogoju A%k; = 0.
Is¢emo resitev enacbe (1) oblike

S = —fix' + F(8),

kjer je f* = (f°,f) konstanten vektor, ki zadosca pogoju fif' = m>c? (S = —fik’ je resitev Hamilton-
Jacobijeve enacbe za prosti delec s ¢etvercem gibalne koli¢ine p* = f*). To vstavimo v enacbo (1) in

dobimo

e? ; dF  2e
S MAT -2y — AT =0,
c? K d¢ cf 0

kjer smo vpeljali konstanto v = k; f*. Iz te enacbe dolo¢imo F. Sledi

2
&Lwﬂ—i/ﬁmﬁ+£7/&mﬁ. (2)
cy 2vc

Preselimo se v tridimenzionalni zapis v izbranem opazovalnem sistemu, pri ¢emer si os X izber-
emo v smeri potovanja valovanja. Tedaj je £ = ¢t — x, konstanta v pa je enaka v = fO — f1. Ce

dvodimenzionalni vektor f,, f. oznacimo z k, iz pogoja fif* = (f°)? — (f})? — k? — m*¢* dobimo

m?c® + K2

fP+ft=

Potenciale umerimo tako, da je ¢ = 0, A(§) pa lezi v ravnini Y Z. Enacba (2) lahko potem zapisemo

v obliki ) s ) )
ol moc’+ kK e e 9
=K'T— - — -AdE-— [ AT dE
S=k-r 2(ct+:1:) 2y £+ cv/n d¢ 2702/ d¢

Po splosnih pravilih (glej Mehanika, § 47) gibanje dolo¢imo tako, da odvoda 0S/0k in 0S/0vy
izenatimo z nekima novima konstantama, ki ju lahko s primerno izbiro izhodis¢a koordinatnega sistema
in izhodisca za merjenje casa postavimo na ni¢. Tako dobimo parametri¢ni sistem enacb s parametrom

&
yzlnyf—ifAydf, zzlnzs—i/Azdf,
Y cy Y cy

1 (m?c? + K? e e? )
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48 MONOKROMATSKO RAVNO VALOVANJE 117

Posploseno gibalno koli¢ino P = p + (e/c)A in energijo £ dobimo z odvajanjem akcije po koordi-

natah oziroma po Casu:
e e
py:ny—EAy, pZ:nZ—EAZ,

2.2 2 2

Yo omoct+ K e e 2

=+ ——— —Kk- A+ —A

Pe 2t 2 cry"i +2702 ’
E=(y+pa)c

Ce izracunamo povprecje po ¢asu, bodo ¢leni prvega reda po periodiéni funkciji A (&) odpadli. Pred-
postavimo, da smo si opazovalni sistem izbrali tako, da delec v njem v povprecju miruje, torej da je
povprecje njegove gibalne kolicine enako ni¢. Tedaj je

2
e —_—

k=0 Y2=m??+ — A%
c

Koncne izraze, ki dolocajo gibanje, lahko zapiSemo kot

62

T = 2’}/202 /(A A )d§7 y C’)//Ay df; z C’)//Az df;

2

a [ (A - B

— e e
- (A2 - AQ): Py = _EAy: Pz = _EAaca

2

e [—
&= — (A% — A2),
cv+270( )

8§48 Monokromatsko ravno valovanje

Zelo pomemben poseben primer elektromagnetnega valovanje je valovanje, pri katerem je polje
preprosta periodi¢na funkcija ¢asa. Taksno valovanje imenujemo enobarvno ali monokro-
matsko. Vse kolicine (potenciali, komponente polja) monokromatskega valovanja vsebujejo
¢asovno odvisni faktor oblike cos(wt + «). Frekvenca w se imenuje krozna frekvenca (angl.
cyclic frequency) valovanja (v nadaljevanju jo bomo imenovali kar frekvenca).

V valovni enaébi lahko v tem primeru drugi odvod po ¢asu zapisemo kot 9% f /0t? = —w?f,
zato je porazdelitev polja v prostoru za monokromatsko valovanje dolo¢ena z enacbo

2
Af+“c’—2f=o. (48.1)

Pri ravnem valovanju, ki se §iri v smeri osi X, je polje odvisno le od ¢t — (z/c). Zato je v
primeru monokromatskega ravnega valovanja polje preprosto kar periodi¢na funkcija koli¢ine
t—(z/c). Vektorski potencial takSnega valovanja najlaze zapiSemo kot realni del kompleksnega
izraza:

A=%R (Age’i“(t’%)> . (48.2)

Vektor A, je kompleksen konstanten vektor. Polji E in H morata imeti podobno obliko
z isto frekvenco w. Koli¢ina
A= 2me (48.3)
w
se imenuje valovna dolzina (angl. wavelength); to je perioda spreminjanja polja vzdolz koor-

dinatne osi X ob fiksnem casu ¢.
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118 ELEKTROMAGNETNO VALOVANJE 48

Vektor
w

k=— 48.4
’n (18.4)

(kjer je n enotski vektor v smeri Sirjenja valovanja) se imenuje valovni vektor. Z njim lahko
enacbo (48.2) zapisemo v obliki

A=%R (Aoe“k'f—wt)) , (48.5)

ki je neodvisna od izbire koordinatnih osi. Koli¢ina k-r —wt v eksponentu funkcije se imenuje
faza valovanja.

Ce uporabljamo le linearne operacije, potem lahko pisanje znaka za realni del  opuscamo,
in ra¢unamo kar s kompleksnimi koli¢inami. * Ce vstavimo

A = Aoei(ki‘fwt)

v (47.3), dobimo zvezo med jakostjo polja in vektorskim potencialom ravnega monokro-

matskega valovanja:
E=ikA, H=1k-A. (48.6)

Sedaj bomo bolj podrobno obravnavali smer polja monokromatskega valovanja. Ogledali
si bomo elektriéno polje

E=% (Eoei(k'r_“’t))

(vse ugotovitve pa bodo seveda veljavne tudi za magnetno polje). Koli¢ina Eq je nek kom-
pleksni vektor. Kvadrat E% je (v splosnem) kompleksno stevilo. Ce je argument tega Stevila
—2a (torej E3 = |E3|e %), potem vektor b definiramo z

E = be . (48.7)
Kvadrat vektorja b je realen, b? = |Eq|2. Zapisemo lahko
E = % (beler=si=e). (48.8)
Vektor b lahko zapiSemo v obliki

b = by + ibs,

*Ce sta dve kolicini A(t) in B(t) zapisani v kompleksni obliki
A(t) = Ape ™', B(t) = Boe ',

potem moramo pri ra¢unanju njunega zmnozka seveda lociti realni del. Pogosto pa nas zanima le ¢asovno
povprecje zmnozka, ki ga lahko izracunamo preprosto kot

1 .
SR(A-BY).

Velja namrec
RA -RB = % (Aoe—iwt + Aaeiwt) . (Boe—iwt + Baeiwt) .

+2iwt

Pri ra¢unanju povprecja cleni s faktorjem e odpadejo, preostane pa

1

S‘BA-S?B:4

* * ]‘ *
(AO'Bo+Ao'Bo)=§§R(A~B ).
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kjer sta b; in by realna vektorja. Ker mora biti b? = b% — b% + 2ib; - by realno stevilo, sta
vektorja by in be med seboj pravokotna, by - by = 0. Naj by kaze v smeri osi Y (0os X pa v
smeri §irjenja valovanja). Iz (48.8) tedaj sledi:

Ey =bicos(wt —k-r+ ),

. (48.9)

E, = tbysin(wt — k- r + «),
pri cemer moramo uporabiti predznak plus (oz. minus), ¢e kaze by v pozitivni (0z. negativni)
smeri vzdolz osi Z. 1z (48.9) sledi, da je

E? p2
e ¥ (48.10)
i b3

Vidimo, da se v vsaki tocki v prostoru, vektor elektricnega polja vrti v ravnini, pravokotni
na smer Sirjenja valovanja, pri tem pa konica vektorja opise elipso (48.10). Taksno valovanje
imenujemo elipticno polarizirano (angl. eliptically polarized). Vrtenje poteka v smeri desnega
vijaki vzdolz osi X, ¢e imamo v enacbi (48.9) pozitivni predznak, sicer pa v nasprotni smeri.

Ce je by = by, potem postane elipsa (48.10) krozmica: vektor E se vrti, ostaja pa enake
velikosti. Valovanje je tedaj krozno polarizirano (angl. circulary polarized). Izbira osi Y in Z
je sedaj poljubna. Omenimo lahko, da je pri tak§nem valovanju razmerje med komponentama,
v smereh y in z kompleksne amplitude E( enako

EOz
Ey,

= +i. (48.11)

Predznak plus imamo v primeru vrtenja v smeri desnega vijaka (desna polarizacija), v nasprot-
nem primeru pa je predznak negativen (leva polarizacija). *

In koncno ce je ena izmed kolicin b; in bs enaka ni¢, potem je valovanje povsod in ves
¢as vzporedno z eno samo smerjo. V tem primeru je valovanje linearno polarizirano (angl.
linearly polarized ali plane polarized). Elipti¢no polarizirano valovanje lahko smatramo kot
superpozicijo dveh linearno polariziranih valovanj.

Vrnimo se k definiciji valovnega vektorja in vpeljimo §tiridimenzionalni vektor s kompo-
nentami

k= (%k) . (48.12)

Te kolicine tvorijo ¢etverec, kar je razvidno iz tega, da dobimo skalar (fazo valovanja), ¢e
pomnozimo s ¢etvercem x*:
kix'* =wt —k-r. (48.13)

Iz definicij (48.4) in (48.12) vidimo, da je kvadrat valovnega cetverca enak nic:
E'k; = 0. (48.14)
To sledi tudi iz dejstva, da je izraz
A = Age i

resitev valovne enacbe (46.10).

*Predpostavljamo, da koordinatne osi tvorijo desni sistem.
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Kot pri vsakem drugem ravnem valovanje, so tudi pri monokromatskem valovanju, ki se
Siri v smeri osi X, edine od ni¢ razli¢tne komponente napetostnega tenzorja enake (glej §47):

700 _ 0L _ pll _
S pomocjo valovnega Cetverca lahko to enatbo zapiSemo v tenzorski obliki:

2
T = W—gk%k (48.15)
w
S pomocjo zakona o transformaciji valovnega Cetverca lahko obravnavamo Dopplerjev
pojav, pri katerem se frekvenca w valovanja, ki ga oddaja gibajoci se vir, in kot jo izmeri
mirujo¢i opazovalec, razlikuje od “prave” frekvence wg vira v opazovalnem sistemu Ky, v
katerem vir miruje.
Naj bo V hitrost vira, torej hitrost sistema K glede na sistem K. Iz sploSnega pravila za
transformacijo ¢etvercev dobimo

(hitrost sistema K glede na sistem Ky je —V). Vstavimo k* = w/c, k! = kcosa = w/ccos a,
kjer je a kot (v sistemu K) med smerjo oddajanja valovanja in smerjo gibanja izvora. Ce w
izrazimo z wgy, dobimo

c2
W=wy——p - (48.16)
To je iskana enacba. Pri V < ¢, ¢e kot « ni blizu 7/2, velja priblizno

BESEAN <1 + %cos oz) . (48.17)

/ V2 V2

v tem primeru je relativna sprememba frekvenca sorazmerna s kvadratom razmerja V/ec.

Ce pa je a = 7/2, dobimo

NALOGE

NALOGA 1. Dolo¢i smeri in dolzine osi polarizacijske elipse, ¢e poznas kompleksno amplitudo
Eo.
Resitev: Naloga zahteva, da dolo¢imo vektor b = by + ibs, katerega kvadrat je realen. Iz (48.7)
dobimo
Eo-Ej =07 +b3, EgxEj=—2ib; x b, (1)

ali
b2+ b2 = A% + B%, biby = ABsing,

kjer smo vpeljali zapis

Eo. FEo, .
|Eoy| = A, |Eo.| =B, ]; = 2 i
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za absolutni vrednosti od Ey, in Ey., ter za fazno razliko § med njima. Tedaj je

bio = /A2 + B2 + 2ABsin + /A2 + B2 — 2ABsiné, (2)

od koder dobimo velikosti polosi polarizacijske elipse.

Smeri osi (glede na poljubni zacetni osi Y in Z) dolo¢imo tako, da za¢nemo z enakostjo

R ((Eo - by)(Eg - b2)) =0,
v kar se preprosto prepri¢amo, ¢e v enactbo vstavimo Eg = (b; + iby)e
koordinatah Y in Z. Tako dobimo kot # med smerjo b; in osjo Y:
2ABcosé

Smer sukanja polja je dolo¢en z znakom komponente v smeri X vektorja b; x bs. Uporabimo

zapis iz (1)

—*@  Enakost razpisemo po

2 x ) = o, — BBy = 1o | (52 ) = () | @
od koder je razvidno, da je smer by X by (vzdolz osi X ali v obratni smeri) in smer sukanja (v smeri
desnega ali levega vijaka v smeri osi X) podana z znakom imaginarnega dela razmerja Ey./Ey, (ta
je v prvem primeru pozitiven, v drugem pa negativen). To je posplositev pravila (48.11) za krozno
polarizacijo.

NALOGA 2. Kako se giblje nabiti delec v ravnem monokromatskem linearno polariziranem valo-
vanju?
Resitev: Naj polje valovanja E kaze v smeri osi Y, tako da velja

E
E,=FE=EFEjcosw§, Ay=A= —c—osinw§
w

(& =t —z/c). Iz enacb (3) in (4) v drugi naloga, § 47, dobimo (v opazovalnem sistemu, v katerem
delec v povpre¢ju miruje) naslednji opis gibanja s parametrom 1 = w¢:
e’E2c

. 0C
=3 22)3 sin2n, y=——-73cosn, z=0
212 2 12
Ui € g 2 22, € Ey
== — sin 27, =m-c +
w  8y2wd e 2w?
2E2
P = —7—5C0821, py=——sinn, p;=0

NALOGA 3. Kako se giblje nabiti delec v krozno polariziranem valovanju?
Resitev: Polje valovanja lahko zapisemo kot

E, = Eycoswg, E.= Eysinwg,

cE cE
A, = =l sinwf, A—z= - coswé.
w w
Gibanje lahko opisemo z enatbami
FEy FEy
r=0, y=—-—>coswt, z=——-=sinwt,
p: =0, py = ——sinwt, p, = ——— coswti,
2E2
N2 =m2c? + 20
w

Naboj se torej giblje v ravnini Y'Z po kroznici s polmerom ecEy/yw? z gibalno koli¢ino, ki ima
konstantno velikost p = eEy/w; smer gibalne koli¢ine p je ves ¢as nasprotna smeri magnetnega polja
valovanja H.
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849 Spektralni razcep

Vsako valovanje lahko spektralno razcepimo, kar pomeni, da ga lahko zapiSemo v obliki su-
perpozicije monokromatskih valovanj z razli¢nimi frekvencami. Oblika razcepa je odvisna od
tipa ¢asovne odvisnosti polja.

V prvo skupino pristevamo polja, katerih razcep po frekvencah vsebuje diskretno zaporedje
vrednosti. Najbolj preprost primer je povsem periodi¢no (vendar ne monokromatsko) polje.
Tedaj je spektralni razcep kar enak razvoju v Fourierovo vrsto in vsebuje frekvence, ki so
celostevilski veckratniki osnovne (angl. fundamental) frekvence wy = 27/T, kjer je T perioda
polja. Razvoj zapisemo kot

f= i fremiont (49.1)

n=-—oo

(kjer je f katerakoli izmed koli¢in, ki opisujejo polje). Koeficiente f, dolo¢imo z integrali
funkcije f:
1 rT/2 .
fn == / f(t)e™ ot dt. (49.2)
T J 7/

Ker je f(t) realna funkcija, mora veljati
fon=1fn (49.3)

V bolj zapletenih primerih razvoj vsebuje celostevilske mnogokratnike (in vsote
celostevilskih mnogokratnikov) vecjega Stevila nekomenzurabilnih osnovnih frekvenc.

Ce vsoto (49.1) kvadriramo in izracunamo povpredje po Casu, nam zmnozki &lenov z
razlicnima frekvencama dajo nié¢, saj vsebujejo nihajoce faktorje. Preostanejo le ¢leni oblike
fnf-n = |fal?>. Zato je povprecje kvadrata polja, torej povpreéna jakost polja, enaka vsoti
jakosti njegovih monokromatskih komponent:

o0

ﬁ: Z |fn|2:22|fn|2 (49'4)
n=1

n=—oo

(pri tem smo predpostavili, da je povprecje funkcije f po njeni periodi enako nic, torej fo =
f=0).

V drugo skupino spadajo polja, ki jih lahko zapisemo s Fourierevim integralom, v katerem
nastopa zvezna porazdelitev po razli¢nih frekvencah. To je mogoce le, ¢e funkcija f(t) zadosti
doloenim pogojem; obi¢ajno nas zanimajo funkcije, ki gredo proti ni¢ v limiti £ — £oo.
TakSen razvoj zapisemo kot

o it dw
f(t) :/ fue™" tﬁ, (49.5)
kjer so Fourierove komponente podane z integrali
o0 -
£, = / F(t)e dt. (49.6)
— 00
Po analogiji z (49.3) velja
fw=Tfs (49.7)
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Celotno jakost valovanja, torej integral funkcije f? po vsem ¢asu, lahko izrazimo s Fouri-
erevimi komponentami. Z uporabo (49.5) in (49.6) dobimo

[ [ oo [ (o [ es) e [

s pomocjo enacbe (49.7) pa konéno dobimo

/Zﬁdt:/ |fw|2 dw :2/0°°|fw|2%‘ (19.8)

8§50 Delno polarizirana svetloba

Monokromatsko valovanje je Ze po sami definiciji polarizirano. Pogosto pa imamo opravka
z valovanji, ki so le priblizno monokromatska, in ki imajo frekvence na intervalu s kon¢no
Sirino Aw. Oglejmo si taksno valovanje, ki naj ima povprecno frekvenco w. Njegovo polje (na
primer njegovo elektri¢no polje E) v dani tocki prostora zapisemo kot

EO (t)e—iwt7

kjer se kompleksna amplituda Eg(¢) spreminja pocasi s ¢asom (pri povsem monokromatskem
valovanju bi bil Ej konstanten). Ker Eg doloca polarizacijo valovanja, ta zapis pomeni, da
se v vsaki tocki prostora polarizacija spreminja s ¢casom. Taksno valovanje imenujemo delno
polarizirano (angl. partially polarized).

Polarizacijo elektromagnetnega valovanja, Se posebno svetlobe, dolo¢imo s poizkusom
tako, da svetlobo spus¢amo skozi razli¢na telesa * in nato merimo jakost prepuscene svetlobe.
Z matematicnega vidika to pomeni, da o polarizaciji svetlobe sklepamo na podlagi dolo¢enih
kvadratnih funkcij polja. Tukaj imamo seveda opravka s ¢asovnimi povpreéji taksnih funkcij.

Kvadratne funkcije polja dobimo iz ¢lenov, ki so sorazmerni z zmnozki E,FEg, E;EE ali
EaEE. Zmnozki oblike

EoEg = EooEgge™ ", EjEj = Ej, Ejge®™,
ki vsebujejo hitro nihajoce faktorje et?*! pri racunanju povpreija po Casu odpadejo.
Zmnozki EaEE = Eyo Ej 3 taksnih faktorjev ne vsebujejo, zato je njihovo povpreéje razli¢no od
ni¢. Od tod je razvidno, da so polarizacijske lastnosti svetlobe povsem dolocene s tenzorjem

Jop = BoaLigg. (50.1)

Ker vektor Ey vedno lezi v ravnini, pravokotni na smer valovanja, ima vektor J,g Stiri
komponente (indeksa « in 8 lahko zavzameta samo dve vrednosti, «, 5 = 1,2, ki ustrezata
osem Y in Z; pri tem smo predpostavili, da se valovanje §iri v smeri osi X).

Vsota diagonalnih elementov tenzorja J,s (oznacimo jo z J), je realna koli¢ina, enaka
povpre¢ni vrednosti kvadrata dolzine vektorja Eqy (ali E):

J = Jpo =By - B (50.2)

*Na primer skozi Nicolovo prizmo.
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Ta koli¢ina je enaka jakosti valovanja, kot jo dolo¢imo z meritvijo gostote pretoka energije.
Ker ni neposredno povezana s polarizacijskimi lastnostmi, jo bomo iz obravnave izlocili tako,
da si namesto J,s ogledamo tenzor

J,
pas = =L, (50.3)

katerega sled je poo = 1; ta tenzor imenujemo polarizacijski tenzor.
Iz definicije (50.1) sledi, da so komponente tenzorja J,z, in zato tudi tenzorja pug,
povezane preko zveze

10045 = p?ﬁa (504)

(tenzor je torej sebiadjungiran). Diagonalni komponenti p;; in pgo sta zato realni (poleg tega
velja Se p11 + p22 = 1), medtem ko je p1o = p3,. Zato lahko polarizacijo opisemo s tremi
realnimi parametri.

Oglejmo si, kaksen je tenzor p,s pri povsem polarizirani svetlobi. V tem primeru je
E(, = konst in zapiSemo lahko kar

Jop = Jpap = EoaFog (50.5)

(brez racunanja povprecja), zato lahko komponente tenzorja zapisemo kot zmnozek kompo-
nent nekega konstantnega vektorja. To je mozno natanko takrat (potrebni in zadostni pogoj),
ko je determinanta enaka nic:

|pas| = pr1p22 — p12p21 = 0. (50.6)

Nasprotni primer je nepolarizirana ali naravna svetloba. Popolna odsotnost polarizacije
pomeni, da so vse smeri v ravnini Y Z enakovredne. Polarizacijski tenzor mora zato biti oblike

1
Pap = 50ap. (50.7)

Determinanta ima vrednost |p,s| = 1/4.
V splosnem ima determinanta vrednost med 0 in 1/4. *

degree of polarization) je pozitivna koli¢ina P, definirana z

Stopnja polariziranosti (angl.

ool = 301~ P). (50.8)

Zavzame lahko vrednosti med 0 za nepolarizirano in 1 za polarizirano svetlobo.
Poljubni tenzor p,s lahko razcepimo na simetricni in antisimetri¢ni del. Prvi del

1
Sap = §(Pa5 + pga)

*Dejstvo, da je determinanta pozitivna za poljuben tenzor oblike (50.1), dokazemo kot sledi. Zaradi prepros-
tosti lahko izracun povprecne vrednost izvedemo kot seStevanje po diskretnih vrednostih. Nato upostevamo
dobro poznano algebrajsko neenacbo

1>y’ <D lwal® Yyl
a,b a b
Determinanta je Y, |7a|* 3, |ys]* — DI zayp|> > 0.
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je realen, ker je p,s sebiadjungiran tenzor. Antisimetri¢ni del pa je iz istega razloga povsem
imaginaren. Kot vsak antisimetric¢ni tenzor istega reda, kot je Stevilo dimenzij, se tudi ta
poenostavi na psevdoskalar (glej opombo na strani 22):

1 7

5(/’&6 — Ppa) = _EeaﬁAa
kjer je A realen psevdoskalar, e,g pa je enotski antisimetri¢ni tenzor s komponentama e =
—e91 = 1. Polarizacijski tenzor je torej oblike

7
Pa = Sap — EeaﬂA’ Sap = SBa; (50.9)
kar pomeni, da se privede na realen simetri¢ni tenzor in psevdoskalar.
Pri krozno polarizirani svetlobi je Ey = konst, kjer je

Eyy = £iEy;.

Hitro lahko preverimo, da je tedaj S,5 = %5(15, medtem ko je A = +1. Pri linearno polar-
izirani svetlobi pa si lahko izberemo realen konstantni vektor Eg, zato je A = 0. V splosnem
lahko koli¢ino A imenujemo stopnja krozne polarizacije, ki ima vrednost med +1 in —1. Mejni
vrednosti ustrezata desno in levo krozno polariziranemu valovanju.

Realni simetricni tenzor S,g lahko diagonaliziramo. Lastni vrednosti oznac¢imo z A; in Ag.
Lastna vektorja sta med seboj pravokotna; enotska vektorja v teh smereh oznacimo z n(!) in
n®. Tenzor Sap lahko zapiSemo v obliki

Sap = Mn®Pnl) + 20nPnl), A+ 2 =1 (50.10)

Kolic¢ini Ay in A9 sta pozitivni in imata vrednost med 0 in 1.

Naj bo A = 0, tako da je pos = Sag. Vsak clen v (50.10) je zmnozek dveh komponent
konstantnega vektorja (v A n() ali v/ A;n®)). Drugace povedano, vsak ¢len ustreza linearno
polarizirani svetlobi. Poleg tega vidimo, da v (50.10) ni ¢lena, ki bi vseboval zmnozek kompo-
nent obeh valovanj. To pomeni, da lahko oba dela smatramo kot fizikalno medsebojno neod-
visna. Recemo lahko tudi, da sta oba dela med seboj nekoherentna. Ce sta namrec¢ dve val-
ovanji neodvisni, potem je povprec¢na vrednost zmnozka E&l)Eéz) enaka zmnozku povprecnih
vrednosti vsakega faktorja posebej, ker pa sta ti povpredji obe enaki nic¢, velja

(1) (2 _
By By =0.

Zaklju¢imo lahko, da lahko v tem primeru (A = 0) delno polarizirano svetlobo opisemo
kot superpozicijo dveh nekoherentnih valovanj (z jakostma sorazmernima z A; in Ag), ki
sta linearno polarizirani v dveh med seboj pravokotnih smereh. * (V splosnem primeru
kompleksnega tenzorja p,s lahko pokazemo, da lahko svetlobo opiSemo kot superpozicijo
dveh nekoherentnih eliptiéno polariziranih valovanj, katerih polarizacijski elipsi sta podobni
in med seboj pravokotni; glej nalogo 2).

Naj bo ¢ kot med osjo 1 (0s Y) in enotskim vektorja n("). Tedaj lahko zapisemo

nM) = (cos ¢, sin @), n® = (—sin ¢, cos ¢).

*Determinanta je |Sag| = A1Az2; naj bo A1 > Ag; tedaj je stopnja polariziranosti, definirana v (50.8), enaka
P =1—-2)\;. V primeru, ko je A =0, stopnjo polarizacije pogosto dolo¢imo z depolarizacijskim koeficientom,
definiranim z razmerjem A2 /A;.
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Vpeljemo koli¢ino [ = A; — A2 (predpostavimo, da je A\; > Ag2), in zapiSemo komponente
tenzorja (50.10) v obliki

_ 1 (1+1lcos2¢ [sin2¢
Sap = 2 ( [ sin 2¢ 1-— lcos2¢> ' (50-11)

Pri poljubni izbiri osi Y in Z lahko torej polarizacijske lastnosti valovanja opisemo z nasled-
njimi tremi realnimi parametri: A — stopnja kroze polariziranosti, [ — stopnja najvecje linearne
polariziranosti, ¢ — kot med smerjo n") najvecje polarizacije in osjo Y.

Namesto teh parametrov si lahko izberemo naslednje tri parametre:

{1 =1lsin2¢, & =A, &3 =1lcos2¢ (50.12)

(to so Stokesovi parametri). Polarizacijski tenzor z njimi zapiSemo v obliki

_ L 1+& & -l
paﬂ_2(§1+i§2 1—§3>' (50.13)

Vsi trije parametri imajo vrednost med —1 in +1. Parameter &3 opisuje linearno polariziranost
vzdolz osi Y in Z; vrednost £3 = 1 ustreza popolni linearni polariziranosti vzdolz osi Y,
vrednost ¢3 = —1 pa popolni linearni polariziranosti vzdolz osi Z. Parameter £; opisuje
linearno polariziranost v smereh pod kotom 45° glede na os Y: vrednost ¢&§ = 1 pomeni
popolno polariziranost pod kotom ¢ = /4, vrednosti &; pa popolno polariziranost pod kotom
$p=-—-m/4 *

Determinanta matrike (50.13) je enaka

1
lpasl = 71— &} — g8~ &}). (50.14)

P=,/&+e+¢l (50.15)

Zato so pri dani stopnji polariziranosti P mozne razliéne vrste polarizacije, ki jih lahko
opisemo s tremi kolicinami &7, &3, &3, katerih vsota kvadratov je konstantna; mislimo si lahko,
da te kolicine tvorijo vektor s konstantno dolzino.

Omenimo naj $e, da sta kolicini & = A in /€2 + ¢35 = [ invariantni proti Lorentzevim
transformacijam. To je skorajda ocitno zZe iz pomena teh kolicin, saj sta to stopnji krozne in
linearne polariziranosti. f

S primerjavo z (50.8) dobimo

*Za popolnoma elipti¢no polarizirano valovanje z osema elipse b; in by (glej §48) so Stokesovi parametri
naslednji:
€1=0, & =2bibs, & =b; —b3.

Pri tem je os Y izbrana vzdolz smeri vektorja b1, medtem ko razlicna predznaka v €3 oznacujeta, da je os Z
izbrana vzdolz smeri by ali pa v nasprotni smeri.

tTo lahko tudi neposredno dokazemo. Upostevamo, da je polje valovanja preéno v vseh opazovalnih sis-
temih, zato je takoj jasno, da ostane tenzor p,s dvodimenzionalen v vsakem novem opazovalnem sistemu.
Transformacija pag v pl3 ohranja vsoto absolutnih kvadratov paspss (transformacija po obliki ni odvisna od
konkretnih lastnosti svetlobe, za povsem polarizirano valovanje pa je ta vsota enaka 1 v vseh opazovalnih sis-
temih). Ker je transformacija realna, se realni in imaginarni del tenzorja pos (50.9) neodvisno transformirata,
zato ostaneta vsoti kvadratov komponent vsakega dela posebej konstanti in ju lahko zapiSemo z [ in A.
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NALOGE

NALOGA 1. Razstavi poljubno delno polarizirano svetlobno valovanje na njen “naravni” in “po-
larizirani” del.
Resitev: Opisani razcep pomeni, da moramo tenzor J,g zapisati v obliki

J — _J(n)(s + ESP)E(P) )

Prvi ¢len ustreza naravnemu, drugi pa polariziranemu delu svetlobe. Jakosti obeh delov bomo dolo¢ili
tako, da upostevamo

1 *
|Ja/3 - §J(n)5a6| |E(()I; p) | =0.
Tenzor Jug = pag zapisemo v obliki (50.13), resimo enacbo, in dobimo
JMW = Jj@1 - P).

Jakost polariziranega dela je J(») = |E(p ?=J-J" =JP.

Polarizirani del svetlobe je v splosnem elipticno polarlzirano valovanje, pri cemer osi elipse sov-
padajo z glavnimi osmi tenzorja Sog. Dolzini b; in by osi elipse, ter kot ¢ med osjo b; in osjo Y, so
podani z enacbami 5

1

b2 4+ 02 = JP, 2biby = JP&, tan2p = &
3

NALOGA 2. Poljubno delno polarizirano valovanje zapisi kot superpozicijo dveh nekoherentnih
elipti¢no polariziranih valovanj.
Resitev: “Glavne osi” hermitskega tenzorja p,g sta doloceni z dvema kompleksnima vektorjema
n (n-n* = 1), ki resita enacbo
Papls = Ang. (1)
Glavni vrednosti A\; in Ay sta korena enacbe
|pas — Adas| = 0.

Enacbo (1) na obeh straneh pomnozimo z n¥ in dobimo
* 1 * |2
A = pagligng = j|E0ana| )
od koder je razvidno, da sta A; in Ao realni pozitivni koli¢ini. Enacbi

PaB”B) = Ainll, p;Bn(BZ)* = don!?*

pomnozimo prvo z n((f)* in drugo z n&l), ju odstejemo eno od druge, ter upoStevamo, da je tenzor p,g

hermitski. Tako dobimo
()\1 — )\g)ng})ng)* = 0

Od tod sledi n) - n(»* = 0, kar pomeni, da sta vektorja n*) in n® med seboj pravokotna.
Razcep valovanja zapiSemo z enacbo

pas = MniInG)" + don@nl)".

Kompleksno amplitudo si vedno lahko izberemo tako,da je izmed dveh med seboj pravokotnih kom-
ponente ena realna, druga pa imaginarna (glej § 48). Izberemo si

ngl) = bl, ngl) = ibz,
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(kjer sta by in by normalizirani s pogojem b7 + b3 = 1). Iz enacbe n") - n®* = 0 dobimo

ngz) - ibz, n(z) = bl.
Vidimo, da sta elipsi obeh elipti¢no polariziranih valovanj podobni (imata isto razmerje med osmi) in
da je ena obrnjena za 90 deg glede na drugo.

NALOGA 3. Kako se pretvorijo Stokesovi parametri, ¢e zasukamo osi Y in Z za kot ¢.
Resitev: Transformacijski zakon je dolocen s povezavo Stokesovih parametrov s komponentami
dvodimenzionalnega tenzorja v ravnini Y Z. Zapise se

€ = &1cos2¢ — &38in2¢, & = E&isin2¢ +&§eos2¢, & = &

8§51 Fourierev razcep elektrostaticnega polja

Polje, ki ga proizvajajo naboji, lahko formalno razvijemo po ravnih valovanjih v obliki Fouri-
erevega integrala. Ta razvoj se bistveno razlikuje od razvoja elektromagnetnih valovanj v
vakuumu, saj polje, ki ga proizvajajo naboji, ni reSitev homogene valovne enacbe, zato tudi
vsak izmed clenov razvoja ni reSitev te enacbe. Iz tega je razvidno, da za ravna valovanja, s
katerimi opisemo polje nabojev, ni izpolnjena zveza k? = w?/c?, ki velja za ravna monokro-
matska valovanja.

Ce bi formalno zapisali elektrostatsko polje kot superpozicijo ravnih valovanj, potem bi
bila “frekvenca” teh valovanj ocitno enaka ni¢, ker obravnavano polje ni ¢asovno odvisno.
Valovni vektorji pa so seveda od ni¢ razli¢ni.

Oglejmo si polje, ki ga proizvaja tockast naboj e, ki se nahaja v koordinatnem izhodiscu.
Potencial ¢ tega polja je resitev enacbe (glej §36):

A¢p = —4med(r). (51.1)

Potencial ¢ razvijemo v Fourierev integral, kar pomeni, da ga zapiSemo kot
k
3 7

¢ — /_-;oo Bik'rgbk( )

kjer d3k oznacuje dkdk, dk,. V tej enacbi je ¢k = [ ¢(r)e ® dV. Na obe strani enacbe
(51.2) delujemo z Laplaceovim operatorjem in dobimo

+0o0 . d3k
Ad = — k2 ik-
¢ /;oo € ¢k (27_‘_)3 )

d3
1.2
5 (51.2)

zato so Fourierove komponente izraza A¢ enake

(Ag)k = —k*Pi.

Po drugi strani lahko (A¢)x dobimo tako, da pois¢emo Fourierove komponente obeh strani
enatbe (51.1):

(Ad)x = — /47re(5(r)e_ik'lr dV = —4re.
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Ce izenacimo oba izraza za (A¢)yk, dobimo

4me

Nasa naloga je s tem reSena.
Podobno kot potencial ¢ lahko razvijemo tudi polje
400 . d3k
E = Ege'®” : 51.4
[ By oLy
S pomocjo (51.2) dobimo
+o0 . d3 ) d3k
E=-V iker — _/ ik tkr ’
I e
Primerjamo z (51.4) in dobimo
4mek
Ey = —ikeyg = —i—o. (51.5)

k?

Od tod je razvidno, da polje valovanj, v katere smo razvili Coulombsko polje, kaze v smeri
valovnega vektorja. Tak$na valovanja imenujemo longitudinalna.

8§52 Lastni nihajni nacini polja

Oglejmo si elektromagnetno polje (v odsotnosti nabojev) v nekem omejenem prostoru. Zaradi
lazjega ra¢unanja bomo privzeli, da ima prostor obliko kvadra s stranicami A, B in C. Vse
koli¢ine, ki opisujejo polje v tem kvadru, lahko razvijemo v trojno Fourierovo vrsto (za vsako
izmed treh koordinat). Razvoj (na primer za vektorski potencial) lahko zapisemo v obliki

A=Ak (52.1)
k

Vsota teCe po vseh moznih vrednostih vektorja k, katerega komponente so

271N,

I 27y _ 27,
A

kjer so n,, ny in n, pozitivna ali negativna cela stevila. Ker je A realen, morajo biti koeficienti
v razvoju (52.1) povezani z enatbo A_x = Aj. Iz enacbe V- A = 0 sledi, da za vsak k velja

k- Ay =0, (52.3)

kar pomeni, da je kompleksni vektor Ay “pravokoten” na ustrezni valovni vektor k. Vektorji
Ay so seveda ¢asovno odvisni; iz valovne enacbe (46.7) sledi, da ustrezajo enacbi

Ay + Pk A = 0. (52.4)

Ce so dimenzije A,B,C zadosti velike, lezijo sosednje vrednosti k,, ky, k. (torej tiste, pri
katerih se ng, ny, n, razlikujejo za ena) blizu skupaj. V tem primeru je smiselno govoriti o
Stevilu moznih vrednosti &k, ky,, k. v ozkih intervalih Ak, Ak,, Ak,.
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Ker sosednjim vrednostim od (na primer) k; ustrezajo vrednosti n,, ki se razlikujejo za
ena, je Stevilo Ang, razlicnih vrednosti k, na intervalu Ak, kar enak Stevilu vrednosti ng, v
tem intervalu. Zato je

A B C

Skupno stevilo An razliénih vrednosti vektorja k s komponentami v intervalih k;, &y, k. je
enako zmnozku AngAn,An,, ali

V

kjer je V. = ABC prostornina obmodcja, v katerem je polje. Iz tega Stevila hitro izpeljemo
tevilo razliénih vrednosti valovnega vektorja, ki imajo absolutno vrednost na intervalu Ak, in
ki so usmerjeni v prostorski kot Ao. Zadostuje, da se preselimo v polarni koordinatni sistem
v “prostoru £” in da namesto Ak;AkyAk, zapiSemo diferencialno prostornino v polarnih

koordinatah. Tako dobimo v

An = (2m)3

k?AkAo. (52.6)

Ce Ao nadomestimo z 47, dobimo §tevilo moznih vrednosti vektorja k z absolutno vrednostjo
v intervalu Ak v poljubni smeri: An = (V/272)k?Ak.
Izra¢unajmo celotno energijo

gzi/(EMH?)dV
8

polja, ki jo izrazimo s koli¢inami Ay. Elektriéno in magnetno polje zapisemo kot
k , (52.7)

Ko racunamo kvadrate teh vsot, moramo upostevati, da zmnozki ¢lenov z valovnima vektor-
jema k in k', za katera velja k # —k’, odpadejo po integraciji po celotni prostornini. Taksni
cleni namreé vsebujejo faktor oblike ! +tK)T integral (na primer)

AiQ—”nw
e AT dg,
0

s celim Stevilom n; razlitnim od ni¢ pa je enak ni¢. V tistih c¢lenih, kjer je k' = —k, pa
eksponentnega faktorja ni, tako da pri integraciji dobimo prostornino V.
Dobimo
14

1. - .
= o {c—zAk-Ak—i—(kxAk)-(kxAk)}.
k

Iz (52.3) sledi
(k x Ay) - (k x Af) = k?Ay - A},
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in konéno dobimo

&=

87‘;2 3 {Ak AL+ KA A;;} . (52.8)
k

Vsak Clen v tej vrsti ustreza enemu izmed ¢lenov v razvoju (52.1).

Iz (52.4) je razvidno, da so vektorji Ay harmonicne funkcije ¢asa s frekvencami w = ck, ki
so odvisne le od valovnega vektorja. Odvisno od izbire frekvenc lahko ¢leni v razvoju (52.1)
predstavljajo stojece ali potujoce valove. Razvoj bomo zapisali v obliki, primerni za opis
potujocih valovanj. V ta namen potencial zapiSemo kot

A =D (age™™ +ape ), (52.9)
k

od koder je razvidno, da je A realna funkcija. Vsak izmed vektorjev ay je odvisen od casa
kot

ag ~e W = ck. (52.10)

Vsak ¢len v vrsti (52.9) bo odvisen le od razlike k - r — wyt, ki ustreza valovanju, ki se §iri v
smeri k.
Ce primerjamo razvoja (52.9) in (52.1), vidimo, da so koeficienti povezani z

A =ax+a’,,
iz (52.10) pa dobimo Se zvezo med Gasovnimi odvodi:
Ay = —ick(ay —a* ).
To vstavimo v (52.8) in energijo polja izrazimo s koeficienti v razvoju (52.9). Cleni oblike

ag - a_g in ag - a*, se med seboj okrajsajo Poleg tega upostevamo Se, da se vrsti ) ay - aj
in ) a_g-a*, razlikujeta le v oznaki sumacijskega indeksa in sta zato enaki. Tako dobimo

K2V .
E=) & &= B A (52.11)

Celotno energijo polja lahko torej zapiSemo kot vsoto energij vsakega posameznega valovanja.
Po podobnem postopku lahko izracunamo tudi celotno gibalno koli¢ino polja,

1 1
— SdV =-— | E x HdV,
c 4re
in dobimo K&
k
——. 2.12
5 (52.12)

Ta rezultat je pricakovan zaradi povezave med energijo in gibalno koli¢ino ravnega valovanja
(glej §47).

Razvoj (52.9) omogoca zapis polja z diskretnim zaporedjem parametrov (vektorjev ay)
namesto z zvezno mnozico parametrov (kar je potrebno, ¢e zelimo podati potencial A(z,y, z,t)
v vseh totkah prostora). Sedaj bomo spremenljivke ay pretvorili na tak nacin, da bodo
dobljene enacbe polja po obliki podobne kanoni¢nim (Hamiltonovim) enacbam mehanike.
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Vpeljemo realni “kanonicni spremenljivki” Qg in Py:

|V *
Qk = 4—2(ak + ay),
e (52.13)
.V . :
Pk = —lWg W(ak — ak) = Qk-

Hamiltonovo funkcijo polja dobimo, e ta izraza vstavimo v enatbo (52.11):
1
H:ZHk:Z§(P§+w,%Q§). (52.14)
k k

Hamiltonova enacba O0H /0Py = Qk je kar enaka Py = Qy (ta enakost je torej posledica
gibalnih enacb in smo jo dosegli s primerno izbiro koeficienta v enacbi (52.13)). Gibalne
enacbe OH/0Qx = —Py so
Qi + wiQx = 0, (52.15)

in so torej enake enacbam polja.

Vektorja Qy in Py sta oba pravokotna na valovni vektor k. Vsak ima torej dve neodvisni
komponenti, ki dolo¢ata polarizacijo ustreznega potujocega valovanja. Tikomponenti vektorja
Qi (v ravnini pravokotni na k) oznacimo z Qy;, 7 = 1,2, in dobimo

Q12< = Z lecj;
J
podobno velja tudi za Py. Zato je
i
H=> Haj, Hij= i(Pﬁj + wiQ},). (52.16)
kj

Hamiltonova funkcija torej razpade na vsoto med seboj neodvisnih ¢lenov Hy;. Vsak
clen vsebuje le en par koli¢in Qy;, Py in ustreza potujocem valovanju z doloCenim valovnim
vektorjem in polarizacijo. Koli¢ina Hy; ima enako obliko kot Hamiltonova funkcija enodi-
menzionalnega harmonicnega “nihala”. Zato ta rezultat vcasih imenujemo razvoj polja po
nihajnih naéinih.

Zapisimo Se enatbo za polje, eksplicitno izrazeno s spremenljivkami Py in Q. Iz (52.13)

dobimo
ag = i E(P —iwiQk), ayx = ¢ E(P + 1wk, Qi) (52.17)
k=2 7Pk £ Qx), ax 2\ vk £ Qxk)- .

To vstavimo v (52.1) in dobimo vektorski potencial polja
s 1 .
A:2,/V§E(ckacosk-r—Pksmk-r). (52.18)

Elektricno in magnetno polje sta

E = —21/%;(ckasink-r—l—Pkcosk-r),

X (52.19)
H = —2\/§;E{ck(kx Qy)sink - r + (k x Py)cosk-r}.
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Poglavje 7

Sirjenje svetlobe

853 Geometrijska optika

Ravno valovanje ima lastnost, da sta smer valovanja in njegova amplituda povsod enaki.
Poljubno elektromagnetno valovanje te lastnosti seveda nima. Vseeno pa je veliko elektro-
magnetnih valovanj taksnih, da jih lahko na vsakem majhnem obmocju prostora smatramo
kot ravna. Zadosten pogoj je to, da se amplituda in smer valovanja spremenita le malo na
razdaljah velikostnega reda valovne dolzine. V tem primeru lahko vpeljemo pojem valovne
fronte (angl. wave surface), torej ploskev, na kateri ima valovanje v vsaki tocki enako fazo
(ob istem casu). (Valovne fronte ravnega valovanja so oCitno ravnine, pravokotne na smer
Sirjenja valovanja.) V vsakem majhnem obmodcju prostora lahko smiselno govorimo o smeri
potovanja valovanja pravokotno na valovno fronto. Tako lahko vpeljemo pojem zZarka (angl.
ray). To je krivulja, katere tangenta v vsaki tocki kaze v smeri Sirjenja valovanja.

Veda o Sirjenju valovanja v tem primeru se imenuje geometrijska optika. Geometrijska
optika obravnava Sirjenje valovanj (predvsem svetlobe) z vidika Sirjenja zarkov, pri ¢emer
povsem pozabimo na valovne lastnosti valovanj. Re¢emo lahko, da geometrijska optika ustreza
limiti kratkih valovnih dolzin, A\ — 0.

Sedaj bomo izpeljali osnovno enacbo geometrijske optike, ki dolo¢a smer zarkov. Naj bo f
poljubna koli¢ina, ki opisuje valovanje (poljubna komponenta vektorjev E in H). Pri ravnem
monokromatskem valovanju ima f obliko

f = aeiler—wita) — geil—kiz'+a) (53.1)

(izpustili smo znak za realno vrednost R; v mislih moramo zato v nadaljevanju vzeti realni
del vsakega izraza).
Polje zapisemo v obliki

f=ae". (53.2)

Ce valovanje ni ravno, je pa taksno, da velja geometrijska optika, potem je amplituda a v
splosnem funkcija koordinat in ¢asa, faza 1), ki jo imenujemo ikonal (angl. eikonal), pa nima
preproste oblike, tako kot v (53.1). Bistveno je, da je 9 velika koli¢ina. To je razvidno iz tega,
da se faza spremeni za 27, ko se premaknemo za eno valovno dolzino, geometrijska optika pa
ustreza limiti A — 0.

Na majhnem obmo¢ju prostora in za kratek ¢asovni interval lahko ikonal %) razvijemo v
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vrsto; do ¢lenov prvega reda dobimo

o 0P

=Yy +r-— +t-

V=" or ot
(koordinatno izhodisCe in zaCetni ¢as sta bila izbrana v obravnavanem obmoéju prostora in v
izbranem ¢asovnem intervalu; odvoda izra¢unamo v izhodis¢u). To primerjamo z (53.1), od

koder razberemo
k=—=V¢, w=——. (53.3)

To je posledica dejstva, da lahko v vsakem majhnem obmo¢ju prostora (in vsak kratek casovni
interval) valovanje smatramo kot ravno. V stiridimenzionalni obliki lahko (53.3) zapiSemo kot
oY
k; = — i (53.4)
kjer je k; valovni cetverec.
V §48 smo videli, da so komponente éetverca k' povezane z k'k; = 0. V ta izraz vstavimo
(53.4) in dobimo enacbo
o 0 _
Or; 0t
Ta enacCba, enacba ikonala (angl. eikonal equation), je osnovna enatba geometrijske optike.

Enacbo ikonala lahko izpeljemo tudi neposredno iz valovne enacbe v limiti A — 0. Polje
f je resitev valovne enacbe

(53.5)

’*f
Or; 0
Vstavimo f = ae® in dobimo
Pa_ iy 0 00 0P sy PP O O
i ) oy _
Dm0s . T 2i 9z, 01 +if 9,00 9w, 07 f=0 (53.6)

Ikonal v je, kot smo ze poudarili, velika koli¢ina; zato so prvi trije ¢leni zanemarljivi v
primerjavi z zadnjim in ponovno dobimo enacbo (53).

Podali bomo nekaj pravil, katerih uporaba pri Sirjenju svetlobe v vakuumu da povsem
oCitne rezultate. Pravila pa so vseeno pomembna, saj v svojih splosnih oblikah veljajo tudi
za Sirjenje svetlobe v snovi.

Iz enacbe ikonala je razvidna presenetljiva analogija med geometrijsko optiko in mehaniko
delcev snovi. Gibanje delca opisuje Hamilton-Jacobijeva enatba (16.11). V tej enacbi,
podobno kot v enacbi ikonala, nastopajo prvi parcialni odvodi, in obe sta drugega reda.
Vemo, da je akcija S povezana z gibalno koli¢ino p in Hamiltonovo funkcijo H delca:

oS oS

p:Ea T ot

Te enacbi primerjamo z (53.3) in vidimo, da v geometrijski optiki valovni vektor igra taksno
vlogo kot gibalna koli¢ina delca v mehaniki, medtem ko igra frekvenca vlogo Hamiltonove
funkcije, torej energije delca. Absolutna vrednost valovnega vektorja k je povezana s frekvenco
z enatbo k = w/c. Ta zveza je podobno enacbi p = £/c med gibalno koli¢ino in energijo delca
brez mase, ki se giblje s svetlobno hitrostjo.
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Za delec veljata Hamiltonovi enacbi

oM . on

D=———, V=I=—.
p or’ op
Po analogiji lahko takoj zapiSemo ustrezni enacbi za zarke:

ow ._Bw

k:—a, r—a—k.

(53.7)
V vakuumu je w = ck, zato dobimo k=0,v=cn (n je enotski vektor v smeri §irjenja zarka);
v vakuumu so torej zarki ravne ¢rte, vzdolz katerih svetloba potuje s svetlobno hitrostjo c.
Analogija med valovnim vektorjem valovanja in gibalno koli¢ino delca je Se posebno lepo
razvidna iz naslednjega razmisleka. Imejmo valovanje, ki je superpozicija monokromatskih
valovanj s frekvencami iz nekega kratkega intervala, in ki se nahaja v nekem omejenem
obmodcju prostora (to je valovni paket). Izratunajmo cetverec gibalne koli¢ine polja valovnega
paketa z uporabo enacbe (32.6) in z napetostnim tenzorjem (48.15) (za vsako izmed monokro-
matskih komponent). Ce k? v tej enacbi nadomestimo s povprecno vrednostjo, dobimo izraz
oblike
P! = Ak', (53.8)

kjer je sorazmernostni koeficient A med ¢etvercema P? in k' nek skalar. V tridimenzionalni
obliki lahko zvezo zapiSemo kot
P = Ak, &= Aw. (53.9)

Vidimo, da se gibalna koli¢ina in energija valovnega paketa ob prehodu iz enega opazovalnega
sistema v drugega transformirata kot valovni vektor in kot frekvenca.

Z uporabo opisane analogije lahko v geometrijski optiki izpeljemo nacelo, ki je podobno
nacelu najmanjse akcije v mehaniki. Nacela ne moremo zapisati v Hamiltonovi obliki kot
§ [Ldt = 0, ker se izkaze, da je za zarke nemogote vpeljati funkcije, ki bi bila analogna
Lagrangevi funkciji delca. Lagrangeva funkcija delca je povezana s Hamiltonovo po enacbi
L =p-0H/0p—H. Ce bi Hamiltonovo funkcijo nadomestili s frekvenco w, gibalno koli¢ino pa
z valovnim vektorjem k, bi za Lagrangevo funkcijo geometrijske optike dobili k - dw/0k — w.
Ta izraz pa je enak ni¢, ker je w = ck. Lagrangeve funkcije za zarke ne moremo vpeljati zato,
ker je Sirjenje zarkov analogno gibanju delcev brez mase.

Naj ima valovanje konstantno frekvenco w. Casovna odvisnost polja je tedaj podana z
e~ Tkonal taksnega valovanja lahko torej zapisemo v obliki

P = —Wt+¢0($,y,z)a (5310)

kjer je funkcija 1y odvisna le od koordinat. Enacba ikonala (53) postane

w2
(Viho)? = = (53.11)
Valovne fronte so ploskve konstantnega ikonala, torej druzine ploskev oblike y(z,y,z) =
konst. Zarki so v vsaki tocki pravokotni na ustrezno valovno fronto; njihova smer je torej
dolocena z gradientom V.
Kot vemo, lahko v primeru, ko se energija ohranja, nacelo najmanjse akcije za delce
zapiSemo tudi v obliki Maupertuisovega nacela:

55:5/p-d1:0,
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kjer moramo integrirati po trajektoriji delca med dvema tockama na poti. V tem izrazu je
gibalna koli¢ina funkcija energije in koordinat. Podobno nacelo za Zarke se imenuje Fermatovo
nacelo. Po analogiji ga zapiSemo kot

o = 5/k- dl = 0. (53.12)
V vakuumu je k = (w/c)n in dobimo

5/ dl =0 (53.13)

(upostevali smo dl-n = dl): zarki v vakuumu potujejo premocrtno.

8§54 Jakost

V geometrijski optiki lahko svetlobno valovanje obravnavamo kot snop zarkov. Zarki sami
dolocajo le smer Sirjenja svetlobe v vsaki tocki; ugotoviti moramo Se, kaksna je porazdelitev
jakosti svetlobe v prostoru.

Na neki valovni fronti obravnavanega snopa zarkov si izberemo infinitezimalno ploskvico.
Iz diferencialne geometrije je znano, da ima ploskev v vsaki tocki dva (v splosnem razli¢na)
glavna krivinska polmera *. Naj bosta ac in bd (slika 4) glavna normalna preseka f. Zarka
skozi a in c se srecata v kriviséu O; ¥, zarka skozi b in d pa v drugem kriviséu O,.

Slika 4:

Pri isti kotni razprSenosti zarkov, ki izvirajo iz totke O oziroma iz tocke Os, sta lo¢ni
dolzini ac in bd otitno sorazmerni z ustreznima krivinskima polmeroma R; in Ry (torej z
razdaljama O10 in O20). PovrSina ploskvice je sorazmerna z dolzinama ac in bd, torej z
R1Ry. 7 drugimi besedami, ¢e nas zanima ploskvica na valovni fronti, ki jo omejuje izbrana
skupina zarkov, potem se bo njena plosc¢ina spreminjala sorazmerno z R; Rz, ko se bomo
premikali vzdolz zarkov.

*Bronstejn, p. 215. op. prev.
tibid.
Hbid. p. 197
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Po drugi strani pa je jakost, torej gostota pretoka energije, obratno sorazmerna s povrsino,
skozi katero se pretaka dana koli¢ina svetlobne energije. Tako pridemo do zakljucka, da je

jakost enaka
_ konst

" RiRy’
Dobljeno enacbo si lahko razlagamo tudi tako. Na vsakem zarku (AB na sliki 4) lahko

(54.1)

001 in 007 od tocke O, kjer valovna fronta seka zarek, do tock O; in Oy sta krivinska polmera
Ry in Ry valovne fronte v tocki O. Enacba (54.1) doloca spreminjanje jakosti svetlobe vzdolz
danega zarka kot funkcijo razdalj od dolocenih tock na tem zarku. Poudariti moramo, da te
enaCbe ne moremo uporabiti za primerjavo jakosti v razli¢nih tockah na isti valovni fronti.
Ker je jakost dolo¢ena s kvadratom amplitude polja, lahko spreminjanje polja vzdolz zarka

zapiSemo kot
konst ;.p

€ )
VR Ry

kjer lahko fazni faktor e’*® zapisemo kot e*f1 ali kot e’*f2. Kolicini e?*#t in e’*F2 (za izbran
zarek) se med seboj razlikujeta samo za konstanten faktor, ker je razlika R; — Ry, razdalja
med obema kriviS¢ema, konstanta.

Ce sta oba krivinska polmera enaka, lahko (54.1) in (54.2) zapisemo kot

f= (54.2)

_ konst fe ko;st kR (54.3)

="
Krivinska polmera sta vedno enaka, kadar svetloba izvira iz tockastega izvira. Valovne fronte
so tedaj koncentri¢ne sfere, R pa je razdalja od tockastega izvora.

Iz (54.1) je razvidno, da jakost postane neskoncna v tockah Ry = 0, Ry = 0, torej v
svetlobe v snopu v splosnem neskonéna na dveh ploskvah, kjer lezijo vsa krivis¢a valovnih
front. Ti ploskvi imenujemo kavstiki (angl. caustics). Poseben primer je snop zarkov s
sferi¢nimi valovnimi frontami, pri katerih se kavstiki zlijeta v eno samo tocko (gorisce ali
fokus).

Iz diferencialne geometrije poznamo lastnosti krivis¢ druzine ploskev, med drugim tisto,
da so zarki tangentni na kavstiko.

Potrebno si je zapomniti, da pri konveksnih valovnih frontah kriviséa ne lezijo nujno na
zarkih samih, temvec se lahko nahajajo tudi na podaljskih zarkov onkraj opti¢nega sistema,
od koder izhajajo. V tem primeru govorimo o imaginarnih kavstikah (ali goris¢ih) in jakost
svetlobe nikjer ne postane neskonéna.

Vedeti moramo, da v resnici jakost ne postane zares neskon¢na v tockah na kavstiki: jakost
je zelo velika, vendar konc¢na (glej nalogo v §59). Formalno narascanje proti neskonénosti
pomeni le, da priblizek geometrijske optike nikoli ne velja v blizini kavstik. To je povezano
z dejstvom, da spreminjanje faze vzdolz zarka v skladu z enacbo (54.2) velja le na obmocjih
zarka, ki se ne dotikajo kavstike. Pozneje (v §59) bomo pokazali, da se ob prehodu skozi
kavstiko faza zmanjsa za m/2. To pomeni, da &e je na primer polje sorazmerno z e’** (kjer
je = koordinata vzdolz zarka) na delu zarka pred prvim sekanjem kavstike, potem bo polje
po prehodu skozi kavstiko sorazmerno z e/¥*=7/2)_ Isto se zgodi v blizini dotikalis¢éa z drugo

kavstiko, tako da je polje onkraj te tocke sorazmerno z e!(kz—7)  *

*Ceprav enacba (54.2) sama ne velja v blizini kavstike, sprememba faze polja formalno ustreza spremembi
predznaka (torej mnozenju z e'”") koli¢in R; in R» v tej enacbi.
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8§55 Kotni ikonal

Svetlobni zarek, ki potuje v vakuumu in zadane prozorno telo, bo po prehodu skozi to telo
v sploSnem imel drugacno smer kot na zacetku. Sprememba smeri bo seveda odvisna od
lastnosti telesa in od njegove oblike. Lahko pa izpeljemo splosna pravila, s katerimi lahko
dolocimo spremembo smeri svetlobnega zarka na njegovi poti skozi poljubno snovno telo.
Predpostaviti moremo le, da geometrijska optika velja tudi za Sirjenje Zarkov v notranjosti
obravnavanega telesa. Kot je v navadi, bomo prozorna telesa, skozi katera se §irijo svetlobni
zarki, imenovali opti¢ni sistemi.

Zaradi analogije med Sirjenjem zarkov in gibanjem delcev, opisane v §53, veljajo za spre-
membo smeri zarka enaki splosni zakoni, ko za spremembo smeri gibanja delca, ki se na
zaCetku giblje v praznem prostoru, nato potuje skozi neko elektromagnetno polje, nato pa
nadaljuje pot v praznem prostoru. Vseeno pa bomo v nadaljevanju ves cas govorili o Sirjenju
svetlobnih zarkov, ¢eprav rezultati veljajo tudi za nabite delce *.

V prejsnjem razdelku smo videli, da lahko enacbo ikonala, ki opisuje Sirjenje zarkov,
zapiSemo v obliki (53.11) (za svetlobo z doloceno frekvenco). V nadaljevanju bomo zaradi
lazjega pisanja z 1) oznagili ikonal 1)y, deljen s konstanto w/c. Osnovna enacba geometrijske
optike ima tedaj obliko

(V)2 = 1. (55.1)

Vsaka reSitev te enacbe opisuje dolocen snop svetlobnih zarkov, pri ¢emer je smer vseh
zarkov, ki gredo skozi dano tocko v prostoru, dolocena z gradientom ikonala 1) v tej tocki.
Nas pa ne zanima, kako skozi optic¢ni sistem potuje prav dolocen snop zarkov, temvec iS¢emo
splosna pravila, ki opisujejo potovanje poljubnih zarkov. Zato moramo uporabiti ikonal, ki je
zapisan v taksni obliki, da lahko z njim opiSemo vse mogoce svetlobne zarke, torej zarke, ki
gredo skozi poljuben par tock v prostoru. V obicajni obliki ikonal t(r) opisuje fazo zarkov
v nekem snopu, ki gredo skozi tocko r. Zato sedaj vpeljemo ikonal 9 (r,r') kot funkcijo
koordinat dveh tock (r in r’ sta krajevna vektorja zacetne in koncne tocke zarka). Zarek gre
lahko skozi poljubni par tock r in r', zato je 9(r,r’) fazna razlika (ali bolje, dolZina opticne
poti) tega zarka med tockama r in r’. V nadaljevanju bosta r in r’ vedno krajevna vektorja
tock na zarku pred in po prehodu zarka skozi opticni sistem.

Ce je v 1(r,r') eden izmed krajevnih vektorjev, na primer r’, konstanten, potem 1 kot
funkcija spremenljivke r opisuje dolo¢en snop zarkov in sicer natanko tistega, ki gre skozi
tocko r’. Potem mora v resiti enacbo (55.1), pri ¢emer moramo odvajati po komponentah r.
Podobno enacbo za 1)(r,r') dobimo, ¢e fiksiramo krajevni vektor r in odvajamo po r’. Velja
torej

(Vrfﬁb)2 =1, (Vr’fﬁb)2 =1 (55.2)

Smer zarka doloca gradient njegove faze. Ker je 9 (r,r’) razlika faze med tockama r in r’,
je smer zarka v tocki r’ podana z vektorjem n' = 9 /0r', v tocki r pa z n = 9¢/0r. 1z (55.2)
je razvidno, da sta n in n’ enotska vektorja:

n’=n""=1. (55.3)

Stirje vektorji r, r’, n in n’ so med seboj povezani, saj sta dva izmed njih (n in n’) odvoda
neke funkcije 9, ki je odvisna od drugih dveh (r in r'). Poleg tega funkcija 9 zadosta dodatna
pogoja (55.2).

*Na primer za sisteme elektronske optike, pospesevalnike ipd. op. prev.
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Na poti do zveze med n, n’, r in r’ je smiselno namesto v vpeljati novo koli¢ino, ki ne rabi
zadostiti nobenemu drugemu pogoju (torej ne rabi biti reSitev nobene diferencialne enacbe).
V funkciji 4 sta neodvisni spremenljivki r in r/, zato je diferencial di enak

op o, K

ar r—i—W-dr'.:—n-dr—i—n'-dr'.

dyp =

Sedaj se z Legendrovo transformacijo preselimo iz nabora neodvisnih spremenljivk r, r’ v
nabor n, n’; zapiSemo

dy=—dmn-r)+r-dn+ d(n'-r') —r'- dn/,

in vpeljemo funkcijo
x=n'-r—n-r—1, (55.4)

za katero velja
dy=-r-dn+r - dn’ (55.5)
Funkcija x se imenuje kotni ikonal (angl. angular eikonal); kot je razvidno iz (55.5), sta
neodvisni spremenljivki sedaj n in n’. Za x ne veljajo dodatni pogoji. Enacba (55.3) sedaj

namre¢ omejuje le neodvisni spremenljivki: izmed treh komponent n,,n,,n, vektorja n sta
le dve neodvisni (podobno velja tudi za n'). Kot neodvisne spremenljivke bomo uporabljali

Ny, Nz, My, M5 tedaj sta
— 2 2 I _ 12 12
ng =4/1—ny; —ng, ny=4/1-ny"—nl"

To vstavimo v
dx = —zdng, —ydny — zdn, + 2’ dnj, + ¢/ dn;/ +2'dnl,

in dobimo diferencial dy

n! !
dy = — (y — @x> dn, — (z — &x> dn, + (y' — —?m') dny, + (z' — n—f:v') dn’,.
Ng Ng n’, n’,

Od tod dobimo naslednje enacbe

My Ox e DX
4 N, ony’ Ny on,’ (55.6)
Y — Ty 2% 1 My Ix '
nl, ony,’ n! on!,’

kar je iskana zveza med n,n’,r in r’. Funkcija x opisuje lastnosti telesa, skozi katerega gre
zarek (ali lastnosti polja, ¢e opisujemo gibanje nabitega delca).

Pri konstantnih vrednostih n in n’ vsak izmed dveh parov enac¢b (55.6) predstavlja ravno
¢rto. Te ¢rte so ravno zarki pred in po prehodu skozi optiéni sistem. Zato enacbe (55.6)
neposredno dolocajo pot zarka na obeh straneh opti¢nega sistema.
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8§56 Ozki snopi zarkov

Pri obravnavi potovanja zarkov skozi opti¢ne sisteme nas Se posebej zanimajo taksni snopi,
pri katerih gredo vsi zarki skozi isto tocko (tak$ne snope imenujemo homocentriéni snopi).

Po prehodu skozi optic¢ni sistem homocentri¢ni snopi v sploSnem niso ve¢ homocentric¢ni,
kar pomeni, da se po prehodu skozi opti¢ni sistem ne zdruzijo ve¢ v eno samo tocko. Samo v
posebnih primerih se bomo zarki, ki izvirajo iz svetle tocki, po prehodu skozi opti¢ni sistem
ponovno zbrali v eni sami tocki (sliki svetle tocke). *

Pokazemo lahko (glej §57), da je edini primer, ko homocentricen snop ostane povsem ho-
mocentricen po prehodu skozi opti¢ni sistem, identi¢na preslikava. Tedaj se slika od predmeta
razlikuje le v njenem polozaju ali usmerjenosti, lahko pa je tudi zrcalno obrnjena.

Zato noben optic¢ni sistem ne more dati povsem ostre slike predmeta (ki je konéne ve-
likosti), razen v trivialnem primeru identi¢nega slikanja.  Slika razseznega telesa bo zato
vedno le priblizno ostra.

Najpomembnejsi primer, pri katerem se homocentri¢ni snop preslika v skoraj homocen-
tri¢ni snop, je tisti, v katerem zadosti ozek snop zarkov (torej snop, ki se razsirja v majhen
prostorski kot) potuje v blizini posebne ¢rte (za izbran opti¢ni sistem). To ¢érto imenujemo
opti¢na os sistema.

Vseeno moramo omeniti, da niti neskonéno ozki snopi zarkov (v treh dimenzijah) v
splo$nem niso homocentri¢ni; videli smo (slika 4), da se celo v tem primeru razliéni zarki
sekajo v razli¢nih tockah (ta pojav se imenuje astigmatizem). Izjema so le tiste tocke na
valovni fronti, v katerih sta oba glavna krivinska polmera enaka. Majhno obmocje valovne
fronte v blizini teh toCk lahko smatramo kot krogelno in ozek snop zarkov, ki temu obmocju
ustreza, je homocentricen.

Oglejmo si osno simetricni opticni sistem. ¥ Simetrijska os sovpada z opticno osjo. Valovna
fronta snopa zarkov, ki se gibljejo vzdolz te osi, je ravno tako osno simetri¢na; kot vemo, imajo
rotacijske ploskve dva enaka krivinska polmera v tockah, kjer se sekajo s simetrijsko osjo. Zato
ozek snop zarkov, ki se giblje v tej smeri, ostane homocentricen.

Kvantitativni opis tvorjenja slike z ozkim snopom zarkov, ki potujejo skozi osno simetri¢ni
opti¢ni sistem, bomo dobili iz enac¢b (55.6). Najprej moramo dolo¢iti, kaksno obliko ima
funkcija y v obravnavanem primeru.

Ker je snop zarkov ozek in se giblje v blizini opti¢ne osi, sta vektorja n in n' vsakega
snopa usmerjena skoraj vzdolz osi. Ce lezi opti¢na os v smeri osi X, potem bodo komponente
Ny, Mz, Ny in n}, majhne v primerjavi z ena. Komponenta n, je skoraj enaka ena, n, ~ 1,
komponenta n), pa je lahko priblizno enaka +1 ali —1. V prvem primeru zarki nadaljujejo
pot priblizno v zacetni smeri in se pojavijo na drugi strani opti¢nega sistema, ki se v tem
primeru imenuje leca (angl. lens). V nasprotnem primeru se zarki “obrnejo” in potujejo v
skoraj nasprotni smeri; taksen opti¢ni sistem se imenuje zrcalo (angl. mirror).

Ker 5o ny, n,,ny,n,, majhne koli¢ine, lahko kotni ikonal x(ny, n,ny,n,) razvijemo v vrsto
in obdrzimo zacetne ¢lene. Zaradi osne simetrije celotnega sistema mora x biti invarianten
na zasuke koordinatnega sistema okoli opti¢ne osi. Od tod je razvidno, da v razvoju x ne

*Tocka, v kateri se zarki sekajo, lahko lezi na samih zarkih, ali pa na njihovih podaljskih; v prvem primeru
se slika imenuje prava (realna), v drugem pa navidezna (virtualna).

fTaksno slikanje dosezemo z ravnim zrcalom.

¥Pokazati se da, da lahko obravnavo tvorjenja slike z ozkim snopom zarkov, ki se gibljejo v blizini opti¢ne
osi v sistemu, ki ni osno simetri¢en, poenostavimo na obravnavo tvorjenja slika v osno simetricnem sistemu z
dodatnim zasukom dobljene slike glede na predmet.
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more biti ¢lenov prvega reda, sorazmernih s prvimi potencami komponent vektorjev n in n'
v smereh y in z; taksni ¢leni namreé ne bi bili invariantni proti zasukom. Cleni drugega reda,
ki iskano lastnost imajo, sta kvadrata n? in n’ 2, ter skalarni produkt n-n’. Kotni ikonal osno
simetricnega sistema ima torej do ¢lenov drugega reda obliko

g h, o 2
X = konst + §(n32/ +n?) + fnyny +n.n,) + §(n;/ +n.7), (56.1)
kjer so f,g in h konstante.
Bolj podrobno bomo obravnavali lece, zato postavimo n!, = 1; kot bomo videli kasneje, so
enatbe za zrcala podobne. Izraz (56.1) vstavimo v (55.6) in dobimo

ny(x_g)_fny:ya fny—i_n:ly(xl_'_h):y,a

e e (56.2)
ny(r—g)— fn, =2, fn,+n,(z'+h)=2"

Oglejmo si homocentriéni snop, ki izhaja iz tocke z,y, z; naj bo z',y', 2’ tocka, v kateri
se zarki iz snopa sekajo po prehodu skozi le¢o. Ce bi bila prvi in drugi par enacb (56.2) med
seboj neodvisna, bi te $tiri enacbe pri danih z,y, z,2’, 1/, 2’ dolocale en sam nabor vrednosti

Ny, Nz, 1y, ;. To bi pomenilo, da bi en sam zarek z zaetkom v tocki z,y, 2z dosegel tocko

#',y', 2. Ce naj vsi zarki iz tocke z,y,z potekajo skozi tocko z',1/, 2, je torej potrebno, da.
so enacbe (56.2) med seboj odvisne; en par ena¢b mora biti posledica drugega para. Potrebni
pogoj za takSno odvisnost je to, da so koeficienti v enem paru enacb sorazmerni s koeficienti
v drugem paru. Zato mora veljati

r—yg f y 2
7 :_x’—i—h:?:?' (56.3)
Od tod dobimo pomemben izraz
(x —g)(«' +h) = —f2 (56.4)

Dobljene enacbe so iskana zveza med koordinatami predmeta in slika pri tvorjenju slike z
ozkim snopom zarkov.

Tocki z = ¢ in 2’ = —h na opticni osi se imenujeta glavni goriséi (angl. principal foci)
opti¢nega sistema. Oglejmo si snop zarkov, ki so vzporedni z opti¢no osjo. Izvor taksnih
zarkov o€itno lezi v neskoné¢nosti, zato je z = oo. Iz (56.3) v tem primeru dobimo z' = —h.

To pomeni, da se vzporedni snop zarkov po prehodu skozi opticni sistem zdruzi v glavnem
goris¢u. Velja tudi obratno: snop zarkov, ki izhaja iz glavnega gorisca, postane po prehodu
skozi sistem vzporeden.

V enacbi (56.3) merimo koordinati z in 2’ iz istega izhodisCa, ki lezi na opti¢ni osi. Bolj
primerno pa je koordinate predmeta in slike meriti glede na dve razliéni izhodisci, ki ju
postavimo v ustrezni glavni gorisci. Kot pozitivno smer koordinat si izberemo smer v kateri
potuje svetloba. Nove koordinate predmeta in slike oznacimo z velikimi ¢rkami. Velja

X=z-g, X' =a'+h Y=y Y=y Z=z 7=,

Enacbi tvorjenja slike (56.3) in (56.4) se v novih koordinatah zapiseta kot

XX =, (56.5)
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Koli¢ina f se imenuje glavna goris¢na razdalja (angl. principal focal length) sistema.
Razmerje Y'/Y se imenuje precéna povecava (angl. lateral magnification). Vzdolzno
povecavo (angl. longitudinal magnification) moramo zapisati v diferencialni obliki, saj koor-
dinati nista preprosto sorazmerni; primerjati moramo kratko razdaljo na predmetu (v smeri
opti¢ne osi) s kratko razdaljo na ustreznem delu slike. Iz (56.5) razberemo, da je vzdolzna

povecava enaka,
f2 Yl 2

Iz tega rezultata je razvidno, da niti za neskonéno majhne predmete ne moremo dobiti
geometrijsko natancéne slike. Vzdolzna povectava ni nikoli enaka precni (razen v trivialnem
primeru identi¢ne preslikave).

Snop, ki gre skozi totko X = f na opticni osi, se ponovno zdruzi v tocki X’ = —f na osi;
ti tocki se imenujeta glavni tocki (angl. principal points). Iz enacb (56.2) (nyX — fn, =Y,
n.X — fn!, = Z) je razvidno, da v tem primeru (X = f,Y = Z = 0) velja n, = ny, n, = n/,.
Zato vsak zarek, ki seka opticno os v glavni tocki, ponovno seka opti¢no os v drugi glavni
tocki v smeri, ki je vzporedna zacetni smeri.

dx’
dX

Ce koordinate predmeta in slike merimo glede na glavni tocki (in ne glede na glavni
goriséi), potem za ti koordinati £ in &' velja

§=X'+f, £=X-1.
Ce to vstavimo v (56.5), dobimo nov zapis enacbe tvorjenja slike:

1 1 1
£ E 7 (56.8)

Pokazemo lahko, da pri tankem opti¢nem sistemu (na primer pri zrcalu ali pri tanki leci)
obe glavni tocki skoraj sovpadata. V tem primeru je enacba (56.8) Se posebej uporabna, saj
merimo ¢ in ¢ tako reko¢ glede na isto tocko.

Ce je goristna razdalja pozitivna, potem se predmeti pred goriséem (X > 0) preslikajo
pokonéno (Y'/Y > 0); takini opti¢ni sistemi so konvergentni. Ce pa je f < 0, potem iz X > 0
sledi Y'/Y < 0 in slike so obrnjene; taksni sistemi so divergentni.

Obstaja mejni primer tvorjenja slike, ki ni vsebovan v enacbi (56.8), in sicer primer, ko
so vsi trije koeficienti f, g, h neskonéni. Tedaj ima opti¢ni sistem neskon¢ni goriséni razdalji,
glavni gorisci pa sta v neskon¢nosti). V limiti, ko so f, g, h neskoné¢ni, dobimo iz (56.4) enatbo

T = ﬁ T+ @
g g
Ker nas zanima le primer, ko sta predmet in slika konéno oddaljena od opticnega sistema,
morajo iti f, g, h proti neskonénosti tako, da so razmerja h/g in (f2—gh)/g konéna. Oznacimo
ju z o in B in dobimo
' = oz + B.

Za drugi koordinati dobimo iz splone enacbe (56.7)
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Ce ponovno koordinati z in z’ merimo glede na razlicni izhodisci, in sicer z glede na neko
poljubno tocko A na osi in z’ glede na sliko tocke A, potem dobimo enacbe tvorjenja slike
preproste oblike

X' =d’X, Y =+aY, 7' =+aZ. (56.9)

Vzdolzna in pretna povecava sta torej konstantni (nista pa enaki). V tem primeru recemo,
da je tvorjenje slike teleskopsko.

Vse enacbe od (56.5) do (56.9), ki smo jih izpeljali za lece, veljajo tudi za zrcala in celo
za opticne sisteme brez osne simetrije, ce le slika nastane s pomocjo ozkih snopov zarkov, ki
potujejo blizu opti¢ne osi. Pri tem moramo izhodi§éni tocki za koordinati z predmeta in slike
izbrati vzdolz opti¢ne osi iz ustreznih tock (glavnega gorisca ali glavne tocke) v smeri §irjenja
zarka. Upostevati moramo, da v opti¢nem sistemu brez osne simetrije, smeri optic¢ne osi pred
in za sistemom ne lezita v isti ravnini.

NALOGE

NALOGA 1. Pois¢i goristno razdaljo za nastanek slike s pomoc¢jo dveh osno simetri¢nih opti¢nih
sistemov, katerih osi sovpadata.
Resitev: Naj bosta fi in fo gori§¢ni razdalji obeh sistemov. Za vsak sistem lo¢eno velja

X1 X{ =-fi*, XoX)=-f7
Ker je slika, ki jo naredi prvi sistem, predmet drugega sistema, mora veljati X, = X} — 1, kjer je 1

razdalja med zadnjim glavnim gori§¢em prvega sistema in prednjim goris¢em drugega. Ce izrazimo
X} z X1, dobimo

I _ ‘leZ2
ORI
ali
2 2 2
X1+L Xé_fi __(Ht ,
l l l
od kodqr je razvidno, da se glavni goris¢i sestavljenega sistema nahajata v tockah X; = —flz/l in
X! = f5?/1, in da je goriscna razdalja enaka
Qb

f=-
(da si izberemo predznak te razdalje, moramo zapisati ustrezno razdaljo za pretno povecavo).

Ce je I =0, je goriséna razdalja neskonéna, f = 0o, kar pomeni, da je tvorjenje slike sestavljenega
sistema teleskopsko. V tem primeru velja X} = X (f2/f1)?, od koder sledi, da je parameter o v splosni
enachi (56.9) enak o = f2/ fi1.

Slika 5:
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NALOGA 2. Izracunaj goris¢no razdaljo “magnetne lece” v obliki vzdolznega homogenega polja
na obmocju dolzine [, ki deluje kot leca za nabite delce (slika 5). *

Resitev: Kineticna energija delca se med njegovim gibanjem v magnetnem polju ohranja; zato
lahko Hamilton-Jacobijevo enacbo za okrajsano akcijo Sp(r) (celotna akcija je enaka S = —Et + Sp)
zapisemo kot

(v50-24)' =7

pri cemer je
52
p? = — - m?c® = konst.
c
Vektorski potencial homogenega magnetnega polja zapiSemo s pomocjo enacbe (19.4). Pri tem os X
usmerimo v smeri polja in jo smatramo tudi kot opti¢no os osno-simetri¢nega opti¢nega sistema. Tako

dobimo Hamilton-Jacobijevo enacbo oblike

2
(9S0x)” + (9Sor)* + 5 Hr* = p*, (1)
c
kjer je r razdalja od osi X, Sy pa je funkcija spremenljivk x in r.
Za ozek snop delcev, ki se gibljejo v blizini opticne osi, je koordinata r majhna, zato bomo poiskali
Sp kot potencno vrsto po r. Prva ¢lena razvoja sta

1
So =pz + 50(93)7“2; (2)
kjer je o(z) resitev enacbe
2
1 2, € 12
—H" =0. 3
po'(z) + o +4c2 (3)
Na obmocju 1 pred leco, velja
m__P
g - )
r — T

kjer je z; < 0 konstanta. Ta reSitev ustreza prostemu curku delcev, ki izhajajo iz tocke £ = z; na
opti¢ni osi na obmo¢ju 1 in letijo v ravnih ¢értah. Akcija za prosto gibanje delca z gibalno koli¢ino p v
smeri stran od tocke © = x; je namrec

pr

— 2 22 — 7
So =pVr? + (v —21)% = p(x 331)—|—2($_$1).

Podobno velja na obmocju 2 za leco

T — Ty
kjer je 2 koordinata slike tocke ;.
Na obmo¢ju 3 v notranjosti lece, dobimo resitev enacbe (3) z locitvijo spremenljivk:

kjer je C poljubna konstanta.
Konstanti C' in z2 (za izbran x;) lahko dolo¢imo, ée upostevamo, da je o(x) zvezna v totkah x = 0
inz =1
p eH p eH . (eH )

——=—cotC, — = — —I+C
T1 2c €0 [ — 29 2¢ 0 2¢cp +

*Taksno polje je na primer tisto v notranjosti dolgega solenoida, pri ¢emer moramo zanemariti neho-
mogenosti polja v blizini robov solenoida.
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Ce iz teh enacb izlo¢imo konstanto C', dobimo

(z1 — g)(x2 + h) = = f?,

kjer je *
2¢cp eHl
=——cot—, h= l
g oH ° 2p’ g+,
_ 2cp
B eHsinZ—Hl'
cp

857 Nastanek slike pri Sirokih snopih zarkov

S pomocjo ozkih snopov zarkov, ki smo jih obravnavali v prejSnjem razdelku, nastane slika,
ki je le priblizna; slika je tem boljsa (bolj ostra), ¢im ozji je snop zarkov. Sedaj nas zanima,
kako nastane slika pri snopih zarkov poljubne Sirine.

Za razliko od slikanja predmetov z ozkim snopom zarkov, kar lahko dosezemo s poljubnim
opticnim sistemom z osno simetrijo, je nastanek slike s §irokimi snopi zarkov mogoce le pri
prav posebno narejenih opti¢nih sistemih. Celo v tem primeru nastanek slike ni mogo¢ za, vse
tocke v prostoru, kot smo ugotovili ze v §56.

Izpeljava v nadaljevanju temelji na naslednji pomembni ugotovitvi. Mislimo si, da vsi
zarki izvirajo iz neke tocke O, potujejo skozi opticni sistem, nato pa se ponovno zdruzijo v
neki tocki O'. Pokazemo lahko, da je dolzina opti¢ne poti v za vse te zarke enaka. V blizini
vsake izmed tock O in O so valovne fronte zarkov, ki se v teh tockah sekajo, sfere s sredisci
v O oziroma v O'. V limiti, ko se tockama priblizujemo, sfere degenerirajo v ti tocki sami.
Valovne fronte pa so ploskve konstantne faze, zato je razlika faze vzdolz razli¢nih zarkov med
pari tock, v katerih zarki sekajo obe valovni fronti, enaka. Od tod sledi, da je celotna fazna
razlika med tockama O in O’ enaka za razli¢ne Zarke.

Oglejmo si pogoje, ki morajo biti izpolnjeni, da s §irokim snopom dobimo sliko kratkega
odseka predmeta; tudi slika odseka bo kratek odsek. Izberimo si smeri teh odsekov kot smeri
osi € in ¢, izhodiséi pa postavimo v ustrezni tocki O (na predmetu) in O’ (na sliki). Naj bo 1
dolzina opti¢ne poti za zarke, ki izvirajo v tocki O in ki dosezejo tocko O'. Za zarke, ki svojo
pot zacnejo iz tocke, ki je infinitezimalno blizu tocke O in ima koordinato d¢, in ki prispejo
v toctko na sliki s koordinato d¢’, je dolzina optiéne poti ¥ + di), kjer je

_ 9 qe 4+ 9 g
dy = 9 df—l—aé_,df.
Vpeljemo “povecavo”
d¢’
TS

ki je razmerje med dolzino d¢’ odseka na sliki in dolzino d¢ odseka na predmetu. Ker je
slikani odsek kratek, lahko kolicino @ smatramo kot konstantno vzdolz odseka. Kot obicajno
zapisemo 0¢ /0§ = —ng in 0¢ /0 = ng (ng in ng sta kosinusa kotov med smerjo zarka in
ustreznima osema ¢ in ¢’), in dobimo

d”(,b = (O[g’ﬂgt — ’n,g) dg

*Vrednost f je podana s pravilnim predznakom f. To lahko dokazemo le z dodatnimi izracuni.
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Za vsak par tocke na predmetu in tocke na sliki, v katero naj se prva preslika, mora biti
dolzina optictne poti ¥ + diy enaka za vse zarke, ki zacnejo pot v tocki d¢ in jo koncajo v
tocki d¢’. Od tod dobimo pogoj

agng — ng = konst. (57.1)

To je pogoj, ki smo ga iskali. Vse poti zarkov po opticnem sistemu mu morajo zadostiti, ce
zelimo, da nastane slika kratkega odseka s pomocjo Sirokega snopa. Pogoj (57.1) mora biti
izpolnjen za vse zarke, ki izhajajo iz tocke O.

Oglejmo si uporabo tega pogoja na primeru slikanja s pomo¢jo osno simetri¢nega opti¢nega
sistema. Obravnavajmo najprej sliko odseka, ki sovpada z opti¢no osjo (os x); tudi slika odseka
bo sovpadala z opti¢no osjo. Zarek, ki potuje vzdolz opti¢ne osi (ngy = 1), zaradi osne simetrije
sistema ob prehodu ne bo spremenil svoje smeri, zato bo tudi n, enak 1. Od tod sledi, da je
konstanta v (57.1) enaka o, — 1, zato lahko (57.1) zapiSemo kot

1—n,

= .
!
1—-nl

Z 6 in 0" oznacimo kota med opti¢no osjo in smerema zarka v tocki predmeta in slike. Velja
) 0 ! / s 2 0
l—mnz=1-—cos@ =2sin o l—n, =1-—cosf =2sin 3

Tako dobimo pogoj za nastanek slike oblike
sin g

— = konst = \/a,. (57.2)
2

sin

Sedaj pa si oglejmo slikanje kratkega dela ravnine, ki je pravokotna na opti¢no os osno
simetri¢nega sistema; tudi slika bo v tem primeru pravokotna na to os. Uporabimo (57.1) za
poljubni odsek, ki lezi v slikani ravnini, in dobimo

. 12 .
a,sinf’ — sin @ = konst,

kjer sta ponovno 6 in #’ kota med Zarkom in opti¢no osjo. Za zarke, ki izhajajo iz presecisca
med ravnino predmeta in opti¢no osjo, in ki so usmerjeni vzdolz osi (0 = 0), mora zaradi
simetrije veljati @' = 0. Zato je konstanta enaka ni¢ in dobimo naslednji pogoj za nastanek
slike

sin 6

= konst = . (57.3)

sin ¢’
Vidimo, da je nastanek slike razseznega telesa s Sirokim snopom zarkov nemogo¢ tudi za
telesa z majhno prostornino, ker se pogoja (57.2) in (57.3) med seboj izkljucujeta.

§58 Meje geometrijske optike

Monokromatsko ravno valovanje ima po definiciji povsod in ves ¢as enako amplitudo. Taksno
valovanje je neskon¢no razsezno v vseh smereh prostora in obstaja vecno, od casa —oo do +o0.
Vsakrsno valovanje, katerega amplituda ni konstantna povsod in ves cas, je lahko le priblizno
monokromatsko. Sedaj bomo obravnavali vprasanje, kakSna je “stopnja enobarvnosti” nekega,
valovanja.
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Oglejmo si elektromagnetno valovanje, katerega amplituda je (v vsaki tocki) funkcija casa.
Naj bo wg neka povprecna frekvenca valovanja. Tedaj lahko polje valovanja, na primer elek-
triéno polje, v neki tocki zapisemo kot Eq(t)e~%°!. To polje, éetudi ni monokromatsko, lahko
razvijemo po monokromatskih valovanjih, torej ga zapisemo kot Fourierev integral. Ampli-
tuda komponente s frekvenco w v razvoju je sorazmerna z integralom

/ Eo(t)e!@ o)t 4,

Faktor e“—«0)! je periodiéna funkcija, katere povpretna vrednost je enaka nic. Ce bi bila
E( povsem konstanta funkcija, bi ta integral bil enak ni¢ za vsak w # wp. Ce pa se Eq(t)
spreminja, vendar le pocasi na ¢asovnem intervalu velikostnega reda 1/|w — wy|, potem je
integral skoraj enak ni¢, in sicer tem bolj, ¢im bolj pocasi se spreminja Ey. Ce naj bo
integral ob¢utno razli¢en od ni¢, se mora Eq(¢) ob¢utno spremeniti v ¢asovnem intervalu reda
1/|w — wp.

7 At oznac¢imo velikostni red Casovnega intervala, v katerem se amplituda valovanja v
dani tocki prostora obéutno spremeni. Iz prej$njih ugotovitev je razvidno, da so frekvence,
ki se najbolj razlikujejo od wyp in ki so v spektralnem razcepu Se izdatno zastopane, dolocene
s pogojem 1/|w — wp| ~ At. Ce z Aw oznatimo frekvencni interval okoli povprecne frekvence
wp, ki nastopa v spektralnem razcepu valovanja, potem velja zveza

AwAt ~ 1. (58.1)

Vidimo, da je valovanje tem bolj monokromatsko (torej tem manjsi je Aw), ¢im vecji je At,
torej ¢im pocasnejSe je spreminjanje amplitude v izbrani tocki prostora.

Enac¢be, podobne enatbi (58.1), lahko izpeljemo tudi za valovni vektor. Naj bodo Az,
Ay, Az velikostni redi razdalj vzdolz osi X, Y, Z, po katerih se amplituda valovanja obéutno
spremeni. Ob izbranem ¢asu ima polje valovanja kot funkcija koordinat obliko

Eg(r)eo T

kjer je ko neka povprecna vrednost valovnega vektorja. Po analogiji z izpeljavo enacbe (58.1)
lahko dobimo interval Ak vrednosti, ki nastopajo v razvoju valovanja v Fourierev integral:

Ak Az ~ 1, AkyAy~1, Ak,Az~ 1. (58.2)

Bolj podrobno si oglejmo valovanje, ki je bilo izsevano v kon¢nem ¢asovnem intervalu. Z
At oznacimo velikostni red tega intervala. Amplituda v izbrani tocki v prostoru se ob¢utno
spremeni v ¢asu At, v katerem celotno valovanje prepotuje mimo tocke. Zaradi zveze (58.1)
lahko trdimo, da to valovanje odstopa od enobarvnosti za koli¢ino Aw, ki ne more biti manjsa
od 1/At (lahko pa je seveda vecja):
1
Aw 2 —. 58.3
2~ (58.3)
Podobno, ¢e so Az, Ay, Az velikostni redi razseznosti valovanja v prostoru, potem je
razmazanost komponent valovnega vektorja, ki nastopajo v spektralnem razvoju, enaka

Aky > —, Ak, > —, Ak, > —. (58.4)
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Iz teh enacb sledi, da pri svetlobnem snopu konéne Sirine smer razsirjanja svetlobe ne more
biti povsem konstantno. Ce os X lezi vzdolz (povpreéne) smeri svetlobnega snopa, potem je

1 A

kjer je 6, velikostni red odklona snopa od njegove povprecne smeri v ravnini XY, X pa je
valovna dolzina.

Enac¢ba (58.5) je tudi odgovor na vprasanje meje ostrine pri nastanku slike v opti¢nih
sistemih. Svetlobni snop, katerega Zarki naj bi se po pravilih geometrijske optike vsi sekali
v eni tocki, nam na slike ne dajo tocke, temvec ve¢jo piko. Velikost te pike, A, dobimo iz
(58.5):

1 A

kjer je 6 kot stozca svetlobnega snopa. To enacbo ne velja le za sliko, temvec¢ tudi za predmet.
Trdimo namrec lahko, da pri opazovanju svetlobnega snopa, ki izhaja iz svetle tocke, te tocke
ne moremo razlociti od telesa velikost A\/f. Na ta nacin enacba (58.6) doloca mejo locljivosti
(angl. resolving power) mikroskopa. NajmanjSo vrednost A, ki jo dobimo za 6 ~ 1, je A,
kar je povsem v skladu z dejstvom, da mejo veljavnosti geometrijske optike doloca valovna
dolzina svetlobe.

NALOGA

NALOGA Dolodi velikostni red najmanjse §irine snopa svetlobe, ki nastane iz vzporednega snopa,
na razdalji [ od zaslonke.

Resitev: Velikost odprtine v zaslonki oznacimo z d. Po enac¢be (58.5) je uklonski kot snopa enak
\/d, zato je Sirina snopa reda d + (A\/d)l. Najmanjsa vrednost te kolic¢ine je v/Al.

§59 Uklon (difrakcija)

Zakoni geometrijske optike so popolnoma veljavni le v idealiziranem primeru, ko smemo
valovno dolzino smatrati kot neskonéno kratko. Cim slabse je ta pogoj izpolnjen, tem vecja
so odstopanja od geometrijske optike. Pojavi, ki so posledica taksnih odstopanj, se imenujejo
uklon (angl. diffraction).

Uklon lahko na primer opazimo, ¢e na poti svetlobe * lezi ovira — neprozorno telo (imenovali
ga bomo zaslon (angl. screen) poljubne oblike. Do uklona prav tako pride, ¢e svetloba sveti
skozi luknje v neprozornem telesu. Ce bi zakoni geometrijske optike strogo veljali, potem bi
za zaslonom imeli obmocja “sence”, ki bi se ostro locila od osvetljenih obmocij. Zaradi uklona
pa imamo namesto ostre meje med svetlobo in senco dokaj zapleteno porazdelitev jakosti
svetlobe. Uklon je tem bolj opazen, ¢im manjsi so zasloni ali odprtine v njih, oziroma ¢im
veéja je valovna dolzina.

V teoriji uklona je nasa naloga poiskati porazdelitev svetlobe (torej elektromagnetnega
polja) v prostoru pri vnaprej podanih polozajih in oblikah teles, ter legah izvorov svetlobe.
Nalogo lahko to¢no resimo le z reSevanjem valovne enacbe s primernimi robnimi pogoji na

*V nadaljevanju bomo pri obravnavi uklona ves ¢as govorili o uklonu svetlobe, ¢eprav vse ugotovitve veljajo
za poljubno elektromagnetno valovanje.
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povrsini teles, ti pogoji pa so doloceni z opti¢nimi lastnosti snovi. Tak pristop pa je obicajno
matematicno zelo zahteven.

Vendarle obstaja priblizna metoda, ki v §tevilnih primerih da zadovoljivo resitev za po-
razdelitve svetlobe v blizini meje med svetlobo in senco. Ta postopek velja v primeru ma-
jhnega odstopanja od geometrijske optike, za kar morata biti izpolnjena dva pogoja. Prvic,
dimenzije vseh teles morajo biti velike v primerjavi z valovno dolzino (ta zahteva velja tako
za velikost zaslonov in odprtin v njih, kot za razdaljo med telesi in tockami, od koder svet-
loba izhaja in tockami, kjer svetlobo opazujemo). Drugi¢, svetlobni zarki se smejo le malo
odkloniti od smeri, ki jih doloca geometrijska optika.

Obravnavajmo zaslon z odprtino, skozi katero prodira svetloba iz nekega izvira. Slika 6
prikazuje zaslon od zgoraj (neprekinjena ¢rta); svetloba potuje od leve proti desni. Z u
ozna¢imo eno izmed komponent E ali H. Tu bomo smatrali v kot funkcijo koordinat, torej
brez faktorja e "¢, ki dolo¢a tasovno odvisnost. Nada naloga je poiskati jakost svetlobe, torej
polje u v poljubni tocki opazovanja P na desni strani zaslona. Pri pribliznem resevanju te
naloge v primeru, ko je odstopanje od geometrijske optike majhno, smemo privzeti, da je v
tockah v odprtini polje enako, kot bi bilo v odsotnosti zaslona. Z drugimi besedami, vrednosti
polja v odprtini so taksne, kot bi bile v geometrijski optiki. V vseh tockah tik za zaslonom
smemo reci, da je polje enako ni¢. Zaradi tega lastnosti zaslona (oziroma snovi, iz katere je
zaslon) ne igrajo nobene vloge. V obravnavanem primeru je o¢itno tudi to, da je pri uklonu
pomembna le oblika odprtine, medtem ko je oblika neprozornega zaslona nebistvena.

P

Slika 6:

Izberimo si neko ploskev, ki prekriva odprtino v zaslonu, in ki jo omejujejo robovi odprtine
(precni profil te ploskve je prikazan ¢rtkano na sliki 6). Ploskev razbijemo na majhne ploskvice
s plos¢ino df, ki je majhna v primerjavi z velikostjo odprtine, vendar velika v primerjavi z
valovno dolzino svetlobe. Vsako izmed teh ploskvic, skozi katere prodira svetloba, lahko
smatramo kot izvor svetlobnega valovanja, ki se Siri v sme smeri stran od ploskvice. Polje v
tocki P je v tem priblizku kar superpozicija polj, ki izvirajo iz vseh ploskvic df na ploskvi,
ki prekriva odprtino. (To je Huygensovo nacelo.)

Prispevek k polju v tocki P zaradi ploskvice df je o¢itno sorazmeren z vrednostjo u polja
na ploskvici df sami (spomnimo naj, da smo privzeli, da je polje na ploskvici df taksno, kot
¢e ne bi imeli zaslona). Prispevek je poleg tega sorazmeren s projekcijo df, ploséine df na
ravnino, ki je pravokotna na smer n zarka, ki prihaja iz svetlobnega vira do ploskvice df. To
je razvidno iz dejstva, da bodo ne glede na obliko ploskvice df skoznjo prodrli isti zarki, ce
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bo le projekcija df, v vseh primerih enaka, zato bo tudi prispevek k polju v tocki P vedno
enak.

Prispevek k polju v tocki P zaradi ploskvice df je torej sorazmeren z udf,. Upostevati
moramo $e, da se amplituda in faza valovanja spremenita na potu od df do P. Ta sprememba
je dolocena z (54.3), zato moramo u df, pomnoziti z (1/R)e*® (kjer je R razdalja od df do
P, k pa je absolutna vrednost valovnega vektorja svetlobe). Iskani prispevek je torej

eikR

R

ay

dfna

kjer je a neka doslej neznana konstanta. Polje v tocki P je sestevek prispevkov iz vseh ploskvic
df in je torej enako

CikR
up :a/u 7 dfn, (59.1)

kjer integriramo po ploskvi, ki jo omejuje rob odprtine. V nasem priblizku ta integral seveda
ni odvisen od izbire ploskve. Ploskev (59.1) ocitno velja tako za uklon na odprtini v zaslonu,
kot za uklon na oviri, okoli katere svetloba potuje nemoteno. V slednjem primeru moramo v
(59.1) integrirati po ploskvi, ki se od roba ovire razteza v neskonc¢nost.

Dolo¢imo $e konstanto a! Imejmo ravno valovanje, ki potuje v smeri osi X. Valovne fronte
so vzporedne z ravnino Y Z. Naj bo u vrednost polja v ravnini Y Z. Tedaj je v tocki P, ki jo
postavimo na os X, polje enako up = e*%. Po drugi strani lahko polje v tocki P dolo¢imo iz
enacbe (59.1), v kateri integriramo (na primer) po ravnini Y'Z. Pri tem so zaradi majhnega
uklonskega kota pomembne le tiste tocke v ravnini Y Z, ki lezijo v blizini izhodisca, torej tiste,
za katere velja y, z < x (z je koordinata tocke P). Zato je

2,2
R=vVa2+y2+2~z+” +z

)
T

eikx +o00 zi +o00 zM
up = au e' 2 dy e 2z dz,
x

—00 —00

in iz (59.1) dobimo

kjer je u konstanta (polje v ravnini Y'Z); v faktorju 1/R smemo vzeti R ~ z = konst. S
substitucijo y = £+/2z/k lahko integrala pretvorimo v integral

/:o ei€” d¢ = /:o cos§2d§+z'/:osing2d§ = \/g(l + 1),

in tako dobimo )
oz 20T

i
up = aue’ —.
k

Po drugi strani je up = ue’*®, od koder sledi

To vstavimo v (59.1) in dobimo resitev nase naloge:

_ ku kg
uP_/2m'Re dfn. (59.2)
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Pri izpeljavi enacbe (59.2) smo privzeli, da je izvor svetlobe tockast in da je svetloba
povsem monokromatska. Pravega razseznega izvira, ki oddaja svetlobo, ki ni monokromatska,
vseeno ne rabimo posebej obravnavati. Zaradi popolne neodvisnosti (nekoherentnosti) svet-
lobe, ki jo oddajajo razlicne tocke izvora, in zaradi nekoherentnosti razli¢nih prostorskih
komponent oddane svetlobe, je celotni uklonski vzorec preprosto enak kar vsoti porazdelitev
jakosti, ki jih dobimo za uklon razliénih neodvisnih komponent svetlobe.

Uporabimo ena¢bo (59.2) za opis spremembe faze zarka, ko gre ta skozi tocko, v kateri
se dotika kavstike (glej konec razdelka §54). Integracijska ploskev v (59.2) je lahko poljubna
valovna fronta, ra¢unamo pa polje up v tocki P, ki lezi na nekem zarku pri razdalji x od
tocke, kjer zarek seka izbrano valovno fronto (v to seciste postavimo koordinatno izhodisce
O, YZ pa naj bo tangentna ravnina na valovno fronto v tocki O). Pri integraciji v (59.2)
je pomembno le majhno obmocje valovne fronte v blizini tocke O. Ce sta ravnini XY in
X Z izbrani tako, da sovpadata z glavnima krivinskima ravninama valovne fronte v tocki O,
potem je v blizini te tocke enacba ploskve enaka

y2 Z2

= %R, T 2Ry’

kjer sta R; in Ry krivinska polmera. Razdalja R od tocke na valovni fronti s koordinatami
X,y,z, do tocke P s koordinatami z,0,0 je

271 1 22 (1 1
R=Va-XP+pP+2maor D (L) 2 (1LY,
V(z P+yP+ 2+ 5 <$ R1>+ 5 (:v R2>

Polje w na valovni fronti smemo smatrati kot konstantno; konstanten je priblizno tudi fak-
tor 1/R. Ker nas zanima le sprememba faze valovanja, lahko koeficiente kar izpus¢amo in
preprosto zapiSemo

ikx +o0 g2 +00 L2
up ~ l/eikR df, ~ € / dyelky7 (%_R%) / dzelkT(%_R%). (59.3)
i i

— 00 —o0

dveh tockah je zarek tangenten na kavstiko. Predpostavimo, da je Ry < R;. Pri < Rp sta
koeficienta, ki stojita za imaginarno enoto i v eksponentih obeh integralov, pozitivna in oba
integrala sta sorazmerna z (1 + 7). Zato je na delu zarka pred prvim dotikalis¢em s kavstiko
up ~ e*?. Ce je Ry < z < Ry, torej ¢e je tocka med obema dotikalistema, potem je integral
po y sorazmeren z (1 + 7), integral po z je sorazmeren z (1 — i), njun produkt pa ne vsebuje
i. Zato imamo tu up ~ —ie*® = ¢!kv=7/2) kar pomeni, da se zarku v blizini prve kavstike
faza spremeni za —7/2. Konéno, ¢e je z > Ry, velja up ~ —ek® = ¢'(k=m) kar pomeni, da

se zarku v blizini druge kavstike faza spremeni $e za nadaljnjih —7/2.

NALOGA

NALOGA Izracunaj porazdelitev jakosti svetlobe v blizini tocke, kjer je zarek tangenten na
kavstiko.

Resitev:  Nalogo bomo resili z uporabo enacbe (59.2). Integral bomo izracunali po poljubni
valovni ploskvi, ki je zadosti oddaljena od tocke, kjer je zarek tangenten na kavstiko. Na sliki 7 je ab
del te valovne ploskve, a’'b’ pa del kavstike; a’b’ je evoluta krivulje ab. Zanima nas porazdelitev jakosti
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Slika 7:

v blizini tocke O, kjer je zarek QO tangenten na kavstiko; predpostavili bomo, da je dolzina D daljice
QO na zarku velika. Z x oznatimo razdaljo od toc¢ke O vzdolz normale na kavstiko in predpostavimo,
da pozitivne vrednosti x ustrezajo tockam na normali, ki lezijo v smeri proti kriviscu.

Integrand v (59.2) je funkcija razdalje R od poljubne tocke ' na valovni ploskvi do tocke P.
Dobro poznana lastnost evolut je enakost vsote dolzine daljice Q'O’ tangente v tocki O’ in dolzine
loka OO’ ter dolzine QO tangente v tocki O. Za tocki O in O’ ki lezita blizu skupaj, velja OO’ = 6p
(p je krivinski polmer kavstike v tocki O). Zato je razdalja Q'O" = D — fp. Razdalja Q'O (po ravni
¢rti) je priblizno (kot # naj bo majhen)

93
Q'0O~ Q'O +psind =D —60p+psinf ~ D —rg
In kon¢no, razdalja R = Q'P je enaka R~ Q'O — zsinf ~ Q'O — z0, zato je
L 3
R~D — 60— Epﬁ .

Ta izraz vstavimo v enacbo (59.2) in dobimo
Up ~ / e~ ika0—i%0% 4o 2/ cos <km0 + Fp03> de
—00o 0

(pocasi spreminjajoci se faktor 1/D v integrandu je nepomemben v primerjavi z eksponentom, zato
ga smemo smatrati kot konstantnega). Vpeljemo novo integracijsko spremenljivko & = (kp/2)'/36, in

dobimo iy
2k2
= ( %) ) ’

* Airyjeva funkcija ®(t) je definirana kot

®(t) = % /OOO cos (% +§t> d¢. (1)

(Glej Kvantna mehanika, matemati¢ni dodatki, § b). Za velike pozitivne vrednosti argumenta se asimptoti¢na
formula za ®(t) zapise

kjer je ®(t) Airyjeva funkcija *.

~ 1 2 3/2
®(t) ~ 27171 &XP (—gt ) , (2)

kar pomeni, da ®(¢t) pada eksponentno proti ni¢. Za velike negativne vrednosti, funkcija ®(¢) niha z upadajoco
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Jakost I ~ |u,|? zapiSemo kot

22 AN
I =2A(7)Y0@% | o | —
p p

(izbira konstantnega faktorja je opisana spodaj).
Za velike pozitivne vrednosti z od tod dobimo asimptoti¢no formulo

7 A . 4532 [2k2
N ——exp |— -
2z P 3 p |’

kar pomeni da jakost pada eksponentno (obmocje sence). Za velike negativne vrednosti  pa velja

—x)3/2 2
[ 2 g2 |2 22 T
V—z T p 4

kar pomeni, da jakost hitro niha; povprecna vrednost jakosti je

A
e

Od tod je razviden pomen konstante A - to je jakost dale¢ stran od kavstike, kot bi jo izrac¢unali z
geometrijsko optiko brez upostevanja ucinkov uklona.

Funkcija ®(t) doseze svoj maksimum 0.9494 pri ¢ = —1.02; najvecjo jakost imamo torej pri
z(2k%/p)t/? = —1.02, kjer je

T=

I =2.03AkY3p=1/0,

V tocki, kjer je zarek tangenten na kavsitko (z = 0), je I = 0.89A4k'/3p=1/6 [ker je ®(0) = 0.629].
V blizini kavstike je jakost sorazmerna z k'/3, torej z A=%/3 (X je valovna dolzina). Za A — oo
postane jakost neskonéna, kot mora biti (glej § 54).

8§60 Fresnelov uklon

Ce sta tako svetlobni vir, kot tocka P, v kateri racunamo jakost svetlobe, dale¢ stran od
zaslona, potem jakost v tocki P dolocajo le prispevki iz tock, ki lezijo na majhnem obmocju
valovne fronte, po kateri integriramo v (59.2). To obmodje je tisto, ki lezi blizu ¢rte, ki
povezuje izvor in tocko P. Ker je odstopanje od geometrijske optike majhno, jakost svetlobe,
ki pride do P iz razli¢nih tock na valovni fronti, hitro upada, ko se oddaljujemo od te ¢rte.
Primer, ko pri uklonu igra vlogo le majhen del valovne fronte, se imenuje Fresnelov uklon.

amplitudo kot

~ 1 . 2 3/2 s
Airyjeva funkcija je povezana z MacDonaldovo funkcijo (modificirano Hankelovo funkcijo) reda 1/3:
2
®(t) = \/t/31K, /3(§t3/2). (4)

Enacba (2) ustreza asimptoti¢énemu razvoju funkcije K, (t):

K, (t) ~ 1/%e*f.
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Oglejmo si Fresnelov uklon na zaslonu. Iz pravkar povedanega sledi, da je pri racunanju
uklona za dano tocko P pomembno le majhno obmocje na robu zaslona. Majhna obmocja
zaslona pa lahko smatramo kot ravna. V nadaljevanju bo zato rob zaslona za nas pomenil
kratek odsek ravne crte.

Ravnino XY si izberimo tako, da sovpada z ravnino v kateri lezi izvor svetlobe @ (slika 8)
in rob zaslona. Ravnina XZ naj poteka skozi tocko @) in tocko opazovanja P, v kateri
rac¢unamo jakost svetlobe. In konéno, izhodis¢e O postavimo na rob zaslona. S tem smo
dolo¢ili vse tri osi.

Slika 8:

Z D, oznacimo razdaljo od izvora svetlobe () do izhodisc¢a. Koordinata = tocke opazovanja
P naj bo Dy, njena koordinata z, torej razdalja od ravnine XY, pa naj bo d. V skladu z
geometrijsko optiko bi svetlobe imeli le nad ravnino X Y'; obmocje pod ravnino XY je obmocje,
v kateri bi v geometrijski optiki imeli le senco (to je torej obmocje geometrijske sence).

Sedaj bomo dolocili porazdelitev jakosti svetlobe na ekranu v blizini geometrijske sence,
torej za vrednosti d, ki so majhne v primerjavi z D), in D,. Negativni d pomeni, da se tocka
P nahaja v geometrijski senci.

Kot integracijsko obmocje v (59.2) si izberemo polravnino, katere meja je rob zaslona,
in ki je pravokotna na ravnino XY . Koordinati tocke na tej ploskvi, = in y, sta povezani z
enactbo z = ytana (a je kot med robom zaslona in osjo Y'), koordinata z pa je pozitivna.
Polje valovanja iz izvora @ pri razdalji R4 od izvira je sorazmerno z e’*Ra . Zato je polje u na
integracijski ploskvi enako

U ~ exp (zk\/y2 + 22 4+ (Dy + y tan a)2> .

V integralu (59.2) moramo R nadomestiti z

R= \/y2+(z—d)2+(Dp — y tan ar)?.

Pocasi spreminjajoci se faktorji v integrandu so nepomembni v primerjavi z eksponentom.
Zato lahko 1/R smatramo za konstanto, namesto df, pa lahko pisemo dydz. Polje v tocki
P je tedaj

+oo 00
up ~ / / exp (zk <\/(Dq +ytana)? +y2 + 22 + \/(Dp —ytana)? + (z — d)? +y2>> dydz.
—oo J0
(60.1)
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Kot receno, svetloba prihaja v tocko P predvsem iz tock na integracijski ploskvi, ki so v
blizini izhodis¢a. Zato so v integralu (60.1) pomembne le majhne koordinate y in z (majhne
v primerjavi z Dy in D)) . Iz tega razloga lahko pisemo

2,2
\/(Dq+ytana)2+y2+z2 ~ D, + y21—;z + ytana,
q
_d2 2
\/(Dp —ytana)? +y?+ 22~ D, + % — ytana.
P

To vstavimo v (60.1). Ker nas zanima le polje kot funkcija razdalje d, lahko konstantni faktor
exp (ik(Dy + Dy)) izpustimo; integral po y nam da izraz, ki ni odvisen od d, zato ga lahko
prav tako izpustimo. Tako dobimo

/ ” b (= (z—d)?) ) d
up ~ exp | ik | —22+ —(z — z.
P, P 2D,” " 2D,

Ta izraz pretvorimo:

2
1 1 d
. d? ) >0 .5[<D—p+n—q>z‘0—p]
up ~exp | ik——— / exp | ik dz. (60.2)
( 2(Dp+ Dq) ) Jo

Jakost polja je dolotena s kvadratom polja, torej s kvadratom modula |up|?. Kar se tice
jakosti polja, je torej eksponentni faktor pred integralom irelevanten, saj ima modul ena. Z
oc¢itno substitucijo se integral poenostavi v

up ~ / e dn, (60.3)
kjer je
kD
=d q 4
v 2D, (D, + D) (604)

Jakost v tocki P je torej

2 [ ?
— \/j/ Bmz d’l]
T —w
9 [Vz
/ cosn?dn, S(z) = —/ sinn? dn
™

Fresnelova integrala. Enacba (60.5) je reSitev naSe naloge: dobili smo jakost svetlobe kot
funkcijo spremenljivke d. Kohcma Iy je jakost na osvetljenem obmocéju v tockah, ki niso
preblizu roba sence (bolj natanéno, v tockah, kjer je w >> 1, saj je C(00) = S(oo) = 1 v limiti
w — 00).

Obmocje geometrijske sence ustreza negativnim vrednostim w. Preprosto lahko dolo¢imo
asimptoti¢no obnaSanje funkcije I(w) pri velikih negativnih vrednostih. Najprej integriramo

per partes:
|w]| 22|w| 24 |w] 772

kjer sta
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Nato Se enkrat integriramo per partes na desni strani enacbe in ta postopek veckrat ponovimo.
Tako dobimo razvoj po potencah 1/]wl:

/ T g iw? L 1 (60.6)
e = e _— _— — ... . .
w 2ifw] " 4wl?

Ceprav taksna neskoncna vrsta ne konvergira, nam da prvi ¢len dober priblizek za, funkcijo na.
levi pri zadosti velikih |w|, ker zaporedni ¢leni na desni hitro padajo pri velikih vrednostih |w|
(taksna vrsta se imenuje asimptoticna). Za jakost I(w), (60.5), dobimo naslednjo asimptoti¢no
formulo, ki velja pri velikih negativnih vrednostih w:
I
J— (60.7)

 4gw?’

Vidimo, da v obmocju geometrijske sence, dale¢ stran od njenega roba, jakost pada proti nic¢
obratno sorazmerno z razdaljo od roba sence.
Sedaj si oglejmo pozitivne vrednosti w, torej obmocje nad ravnino XY. Zapisemo

. Too YL ™ .
/ e dn :/ e dn—/ e dn=(1+41) 5 —/ e dn.
—w —0oQ —0oQ w

Pri zadosti velikih w lahko uporabimo asimptoti¢ni zapis integrala na desni strani enacbe.

Dobimo
/Oo i = (14 0)y | T 4 it (60.8)
e = 7 — —e . .
IR 2 " 2w

To vstavimo v (60.5) in dobimo

I=1, <1 + ﬁ@) . (60.9)

V osvetljenem obmocju, dale¢ stran od roba sence, ima jakost neskonc¢no zaporedje maksimu-
mov in minimumov, zato I /Iy niha okoli ena. Amplituda teh nihanj pada obratno sorazmerno
z razdaljo od roba geometrijske sence, vrednosti zaporednih maksimumov in minimumov pa
se priblizujejo vrednosti 1.

Pri majhnih w se funkcija I(w) kvalitativno podobno obnasa (slika 9). Na obmocju
geometrijske sence jakost monotono upada, ko se oddaljujemo od roba. Na samem robu je
I/1y = %. Pri pozitivnih w jakost niha med maksimumi in minimumi. V prvem (najve¢jem)
maksimumu je /Iy = 1.37.

8§61 Fraunhoferjev uklon

Uklon, do katerega pride, ko raven vzporeden snop Zarkov vpada na ekran, je fizikalno Se
posebej zanimiv. Zaradi uklona zarek ni ve¢ vzporeden in svetloba se §iri tudi v smereh, ki
niso enake zaCetni. Sedaj bi radi dolo¢i porazdelitev jakosti uklonjene svetlobe po smereh pri
velikih razdaljah od zaslona (ta formulacija naloge se imenuje Fraunhoferjev uklon). Ponovno
se bomo omejili na primer majhnih odstopanj od geometrijske optike, zato bomo privzeli, da
so uklonski koti, pod katerimi se svetloba uklanja iz zacetne smeri, majhni.

Naloge bi se lahko lotili s splo$no enac¢bo (59.2) v limiti, ko sta vir svetlobe in tocka
opazovanja neskonéno oddaljeni od zaslona. Posebna lastnost obravnavanega primera je ta,
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I /1o
1.4
1.2
1k /=
0.8
onetrijska segfcja Gsvet | eno obnoc

I
o
|
N
I
N
[N
N
o

Slika 9:

da je v integralu, ki doloca jakost uklonjene svetlobe, pomembno celotna valovna fronta, po
kateri integriramo (za razliko od Fresnelovega uklona, ker so pomembni le deli valovne fronte
v blizini roba ekrana). *

Lazje pa je, ¢e se naloge lotimo s ¢isto novim pristopom, brez uporabe splosne enacbe
(59.2).

7 ug oznacimo polje, ki bi ga imeli za zasloni, ¢e bi geometrijska optika veljala strogo. To
polje je ravno valovanje povsod, razen na tistih delih precnega preseka, ki ustrezajo “sencam”
neprozornih zaslonov, in kjer je polje enako ni¢. Z S oznaimo tisti del ravnega preCnega,
preseka, kjer je polje ug razlicno od nic; ker je vsaka taksna ravnina valovna fronta ravnega
valovanja, je ug = konst na celotni ploskvi S.

V resnici valovanje, ki ima omejeni prec¢ni obseg, ne more zares biti ravno valovanje (glej
§58). 'V prostorskem Fourierevem razvoju nastopajo komponente z valovnimi vektorji, ki
imajo drugacno smer, in natanko to je izvor uklona.

Razvijmo polje ug kot dvodimenzionalni Fourierev integral po koordinatah y in z v ravnini
precnega preseka valovanja. Fourierove komponente so

uq://uoe_iq'rdydz, (61.1)

kjer so vektorji q konstantni vektorji v ravnini Y Z; integrirati moramo po ploskvi S, kjer je
ug od ni¢ razlicen. Ce je k valovni vektor vpadnega valovanja, ima komponenta polja uqeiq'r
valovni vektor k' = k + q. Zato vektor q = k' — k doloc¢a spremembo valovnega vektorja
pri uklonjeni svetlobi. Absolutna vrednost k¥ = k' = w/c in majhna uklonska kota 6,, 6, v
ravninah XY in XZ so povezani s komponentama vektorja q po enacbah

w

w

*Kriterij za Fresnelov oziroma za Fraunhoferjev uklon zlahka dobimo, ¢e se vrnemo k enacbi (60.2) in jo
uporabimo na primer za zarezo Sirine a (namesto za rob samostojnega zaslona). V (60.2) moramo integrirati
po z od 0 do a. Fresnelov uklon ustreza primeru, ko je élen z z? v eksponentu pomemben, in ko lahko zgornjo
mejo integracije postavimo v neskonc¢nost. To lahko storimo, ¢e je izpolnjen pogoj

, (1 1
—_— + — 1.
ka <Dp+Dq)>>

Po drugi strani, ¢e velja neenakost v drugi smeri, potem lahko ¢len z 2? zanemarimo; tedaj imamo opravka s
Fraunhoferjevim uklonom.
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Pri majhnih odstopanjih od geometrijske optike lahko privzamemo, da so komponente
v razvoju polja ug enake komponentam dejanskega polja uklonjene svetlobe, zato je enacba
(61.1) resitev nase naloge.

Porazdelitev jakosti uklonjene svetlobe je podana kot funkcija vektorja q s kvadratom
lug|?. Povezava z jakostjo vpadne svetlobe je podana z enacbo

//u%dydz://|uq|2% (61.3)

[glej (49.8)]. Od tod je razvidno, da je relativna jakost svetlobe, uklonjene v prostorski kot
do = dfy df,, podana z

2

Y4l 4o, (61.4)
U

|ug|* dgydg. _ (L)Q
ud  (2m)? 27e

Oglejmo si Fraunhoferjev uklon na dveh “komplementarnih” zaslonih: prvi zaslon ima
luknje tam, kjer je drugi neprozoren, in obratno. Z u® in u® oznacimo polje uklonjene
svetlobe na prvem oziroma na drugem zaslonu (vpadna svetloba je v obeh primerih enaka).

(1) (2)

Ker ug’ in ug’ izrazimo z integraloma (61.1) po povrsinah odprtin obeh zaslonov, in ker so

odprtine v obeh zaslonih komplementarne, je vsota usll) + usf) enaka Fourierevi komponenti

polja, ki bi ga imeli v odsotnosti zaslona, torej polju vpadne svetlobe. Ker pa je vpadna
o, 2

svetloba pravo ravno valovanje s povsem doloceno smerjo Sirjenja, je ug’ +uq = 0 za vse od
nic¢ razlicne vrednosti vektorja q. Zato je usll) = —ug), za ustrezni jakosti pa velja
[l = [u$) |2 za q # 0. (61.5)

To pomeni, da pri komplementarnih zaslonih dobimo isto porazdelitev jakosti uklonjene
svetlobe (to je Babinetovo nacelo).

Poudariti moramo zanimivo posledico Babinetovega nacela. Imejmo ¢rno telo, ki povsem
absorbira vso svetlobo, ki pada nanj. Ce bi geometrijska optika strogo veljala, bi za osvetljenim
¢rnim telesom imeli obmocje geometrijske sence, katere precni presek bi imel povr§ino, enako
povrsini telesa v smeri, pravokotni na smer vpadne svetlobe. Zaradi uklona pa se svetloba,
ki potuje mimo telesa, delno odkloni iz svoje zacetne smeri. Zato dale¢ za telesom ne bomo
imeli popolne sence, temve¢ bomo poleg svetlobe, ki potuje v zacetni smeri, imeli tudi nekaj
svetlobe, ki potuje pod majhnim kotom glede na zacetno smer. Jakosti te sipane svetlobe ni
tezko dolociti. Po Babinetovem nacelu je koli¢ina svetlobe, ki se uklanja na obravnavanem
telesu, enaka kolic¢ini svetlobe, ki bi se uklonila na odprtini v neprozornem zaslonu, ki bi imela
obliko in velikost enaki pre¢nemu preseku telesa. V Fraunhoferjevem uklon na odprtini se iz
zaCetne smeri odkloni vsa svetloba, ki gre skozi odprtino. Od tod sledi, da je celotna koli¢ina
svetlobe, ki jo uklanja ¢rno telo, enako koli¢ini svetlobe, ki pada na njegovo povrsino in je
absorbirana.

NALOGE
NALOGA 1. Izratunaj, kaksen je Fraunhoferjev uklon ravnega valovanja, ki vpada pravokotno na
neskoncno zarezo (Sirine 2a) z vzporednima stranicama v neprozornem zaslonu.

Resitev: Ravnina zareze naj bo ravnina Y Z, tako da je os Z vzporedna z zarezo (slika 10). Ker
svetloba vpada v pravokotni smeri, je zareza ena izmed valovnih ploskev in jo lahko uporabimo kot
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Slika 10:

integracijsko povrsino v enacbi (61.1). Ker je zareza neskonéno dolga, se svetloba uklanja le v ravnini
XY [ker je integral (61.1) enak ni¢, ce je g, # 0].
Zato polje razvijemo le po koordinati Y:

@ . 2u
Ug = uo/ e~ dy = 22 sin ga.
q

—a

Jakost uklonjene svetlobe v intervalu kotov df je

_ I %Fﬂ_isinzkae

df o wak 62

T 20 ug dé,
kjer je k = w/c, I pa je jakost svetlobe, ki pada na zarezo.

Funkcija dI/df# kot funkcija sipalnega kota ima obliko, prikazano na sliki 11. Ko # narasca
v poljubni smeri od = 0, ima jakost zaporedje maksimalnih vrednosti s hitro upadajoco visino.
Zaporedni maksimumi so lo¢eni z minimumi v tockah 8 = nw/ka (kjer je n celo stevilo); v minimumih
je jakost enaka nic.

si n? x
X2

-2 - s 27
Slika 11:

NALOGA 2. Izratunaj Fraunhoferjev uklon na uklonski mrezici — ploskem zaslonu, v katerega je
zarezano zaporedje enakih vzporednih zarez (Sirina zarez naj bo 2a, dolzina neprozornega zaslona med
sosednjima zarezama 2b, Stevilo zarez pa naj bo N).
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Resitev: Mrezica naj lezi v ravnini Y Z, tako da je os Z vzporedna z zarezami. Do uklona pride
v ravnini XY, z integracijo (61.1) pa dobimo

1— e*Ziqu

N-1
Y —2ingd __ 1
“q_“qze = U — o—Zigd >
n=0
kjer jed = a+Db, u; pa je rezultat integracije po eni sami rezi. Z resitvijo iz prve naloge lahko zapiSemo

_ Isa (siand)2 (sinqa>2 d I <sinNk9d>2 sin? kaf

dl = — =
N7 \ singd qa U= Nrak \ sink6d 02

dé

(Ip je celotna jakost svetlobe, ki gre skozi vse reze).

V primeru velikega stevila rez (N — oo) lahko izraz zapiSemo drugace. Za vrednosti ¢ = wn/d,
kjer je n celo stevilo, ima dI/dg maksimum; v blizini maksimuma (torej za gd = nrw + €, pri Cemer je
€ majhna koli¢ina) velja

. 2 .92
singa '\~ sin” Ne
dI = I dq.
0d < qa ) aNez !
V limiti N — oo pa velja *
sin? Nz
lim ———— = ().

N —oco ﬂ'NiI?Q

Zato lahko v blizini vsakega maksimuma zapisemo

. 2
dI = [02 (smqa) dede.
d qa

V tej limiti so torej maksimumi neskonéno ozki, celotna jakost svetlobe v n-tem vrhu pa je

d sin?(nwa/d)

B} .

™ =,
T™a n

NALOGA 3. Doloci porazdelitev jakosti sipane svetlobe po smereh, ¢e svetloba vpada pravokotno

na zaslon z okroglo odprtino polmera a.

Resitev: Vpeljemo valjne koordinate z,r, ¢, pri ¢emer os Z poteka skozi sredino odprtine in je
pravokotna na ravnino zaslona. Uklon je o¢itno simetric¢en okoli osi Z, zato ima vektor q samo radialno
komponento ¢, = ¢ = kf. Ce merimo kot ¢ od smeri vektorja q in integriramo v enacbi (61.1) po
ravnini odprtine, dobimo:

a 27 a
Ug = uO/ / e lreoserdedr = 27ru0/ Jogrr dr,
o Jo 0
kjer je Jy Besselova funkcija nicelnega reda. Z uporabo dobro poznanega pravila
@ a
/ Jogrr dr = —J;(aq)
0 q

dobimo und
Ug = 27‘(%(]1(&(]),

*Za x # 0 je funkcija na levi strani izraza enaka ni¢, po dobro poznanem pravilu iz teorije Fourierevih vrst
pa je
sin® Nz

lim (1 _2f(w)N7w2dw> — (0).

N—=oo \ T

Od tod je razvidno, da so lastnosti te funkcija kar enake lastnostim funkcije J (glej opombo na strani 72).
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po (61.4) pa dobimo jakost svetlobe, ki se sipa v prostorski kot do:

JZ(ak®)

dI = 1=

do,

kjer je Iy celotna jakost svetlobe, ki pada na odprtino.
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Poglavje 8

Polje gibajocCih se nabojev

8§62 Zakasnjeni potenciali

V 5. poglavju smo obravnavali staticno polje, ki ga ustvarjajo nepremicni naboji, v 6. poglavju
pa spremenljiva polja v odsotnosti nabojev. Sedaj nas bodo zanimala spremenljiva polja v
prisotnosti nabojev, ki se gibljejo na poljuben nacin.

Izpeljali bomo enacbe za potenciale, ki jih ustvarjajo gibajoci se naboji. Izpeljevali bomo
z uporabo enacb v §tiridimenzionalni obliki, ki je bolj primerna. Ponovili bomo izpeljavo iz
§46, le da bomo uporabili drugacen drugi par Maxwellovih enacb oblike (30.2):

OF _Am
ozt ¢

Ista desna stran se pojavi tudi v (46.8), in Ce si izberemo Lorentzevo umeritev

DA . 10¢
90 0, torej oy +V 0, (62.1)
dobimo )
0% A 4 .

GocoF = o0 (62.2)

Ta enacba doloca potenciale poljubnega elektromagnetnega polja. V tridimenzionalni
obliko jo zapiSemo z dvema enacbama, prvo za A in drugo za ¢:

1 0’A 4
Sl | 2.
20 J; (62.3)
1 0%¢

Pri stati¢nih poljih se ti enacbi poenostavita v ze poznani enacbi (36.4) in (43.4), pri spre-
menljivih poljih brez nabojev pa v homogeni valovni enacbi.

Kot ze vemo, lahko resitev nehomogenih linearnih enacb (62.3) in (62.4) zapiSsemo kot
vsoto reSitev teh enacb brez desnih strani in partikularnih resitev enacb z desno stranjo.
Partikularno resitev dobimo tako, da celotni prostor razbijemo na neskon¢no majhna obmocja
in dolo¢imo polja, ki jih ustvarjajo naboji v vsakem izmed teh majhnih delov prostora. Zaradi
linearnosti enacb polja bo dejansko polje vsota polj, ki jih proizvajajo naboji v vsakem izmed
delckov prostora.
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62 ZAKASNJENI POTENCIALI 163

Naboj de v nekem delcku prostora je v splosnem funkcija casa. Ce postavimo izhodisce
koordinatnega sistema v obravnavani delcek prostora, potem je gostota naboja enaka p =
de(t)0(R), kjer je R razdaljo od izhodis¢a. Zato moramo resiti enacbo

1 0%¢
Povsod razen v izhodiscu je §(R) = 0 in velja enacba
1 0%¢
Ap — =—5 =0. 62.6
b (62

Funkcija ¢ je ocitno srediséno simetricna in je odvisna le od spremenljivke R. Ce Laplaceov
operator zapiSemo v krogelnih koordinatah, se enacba (62.6) poenostavi v

1i<R2%> 1 0%¢

R2OR\" OR) 2o

To ena¢bo res§imo z nastavkom ¢ = x(R,t)/R. Dobimo enatbo za x:
Px _ 10
OR? 2 ot

To pa je enacba ravnega valovanja, ki ima resitev oblike (glej §47)

X =h (t—§>+f2 (t+§>.
& &

Ker is¢emo le partikularno reSitev enaCbe, zadosca, da obdrzimo le eno izmed funkcij f;
in fy. Obi¢ajno je primerno, ¢e postavimo f2 = 0 (o tem je ve¢ povedanega v nadaljevanju).
Potem je funkcija ¢ oblike

R
x(t- %)

b="pt (62.7)

=0.

povsod razen v izhodiscu.

Do tu je bila funkcija x poljubna; sedaj jo moramo dolociti tako, da bomo dobili pravilno
vrednost potenciala v izhodis¢u. Z drugimi besedami, funkcija x mora biti taksna, da
je v izhodis¢u zadoSGeno enacbi (62.5). Opazimo, da potencial v izhodis¢u narasca proti
neskoncnosti, zato njegovi odvodi po koordinatah narasc¢ajo hitreje kot odvodi potenciala po
¢asu. Zato lahko v limiti R — 0 v enaébi (62.5) zanemarimo ¢len (1/¢?)(8%¢/0t?) v primer-
javi s ¢lenom A¢. Tedaj postane enacba (62.5) enaka enacbi (36.9), iz katere smo dobili
Coulombov zakon. Zato mora v blizini izhodis¢a enatba (62.7) postati enaka Coulombovemu
zakonu, od koder sledi, da je x(t) = de(t), in posledi¢no dobimo

de (t - £)
o

Od tod brez tezav dobimo reSitev enacbe (62.4) za poljubno porazdelitev nabojev
p(z,y,z,t). Najprej zapiSemo de = pdV (dV je diferencialna prostornina) in integriramo
po celotnem prostoru. K tej resitvi nehomogene enacbe (62.4) lahko pristejemo resitev ¢¢ te
enacbe brez desne strani. Zato je sploSna resSitev oblike

¢ =

et = [ 1o (t - §> av’ + go, (62.8)
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R=r-71, dV' = dz'dy’ d7/,

kjer sta

r—= (xayaz)a r' = (:L',aylaz’);

R pa je razdalja od diferencialne prostornine dV do tocke v polju, v kateri ratunamo potencial.
Ta izraz lahko krajse zapisemo kot

é :/%dwr o, (62.9)

kjer spodnji indeks pomeni, da moramo koli¢ino p vzeti ob ¢asu t — (R/c), opustili pa smo
tudi pisanje ¢rtice ob diferencialu dV.
Podobno velja za vektorski potencial:

A=l /L(R/C) dV + Ay, (62.10)
c R
kjer je Ag resitev enacbe (62.3) brez desne strani.

Potenciala (62.9) in (62.10) (brez ¢p in Ag) se imenujeta zakasnjena (retardirana) poten-
ciala.

Koli¢ini Ay in ¢p v (62.9) in (62.10) moramo dolociti tako, da so izpolnjeni pogoji zas-
tavljene naloge. Zadosca, ce dolo¢imo zacCetne pogoje, torej ¢e dolo¢imo vrednosti polja ob
zaCetnem casu. Pogosto pa takSnih zacetnih pogojev niti ne potrebujemo, temvec imamo
podane robne pogoje dale¢ stran od sistema, ki veljajo ves ¢as. Podan je lahko na primer
robni pogoj, da od zunaj na sistem valovanje vpada. Zaradi tega se lahko polje, ki nastane
ob interakciji valovanja s sistemom, od zunanjega polja razlikuje le za valovanje, ki ga seva
sistem. To sevanje mora imeti pri velikih razdaljah obliko valovanja, ki se §iri navzven iz
sistema, torej v smeri naraSc¢ajoCe spremenljivke R. Natanko ta pogoj pa je izpolnjen, ce
uporabljamo zakasnjene potenciale. Te reSitve torej predstavljajo polje, ki ga ustvarja sistem,
medtem ko ¢¢ in A ustrezata zunanjemu polju, ki deluje na sistem.

8§63 Lienard-Wiechertov potencial

Dolo¢imo potencial polja, ki ga ustvarja naboj, ki se giblje po vnaprej doloceni poti s trajek-
torijo r = ro(¢).

Po formulah za zakasnjene potenciale je polje v tocki opazovanja P(z,y,z) ob casu t
dolo¢eno z gibanjem naboja ob predhodnem casu t'. Ta cas je takSen, da je Cas Sirjenja
svetlobnega signala iz tocke ry(t'), kjer se je naboj nahajal, do tocke P, kjer ra¢unamo polje,
enak ¢t —t'. Naj bo R(t) = r — rg(¢) krajevni vektor od naboja e do tocke P; tako kot rq(t)
je tudi R(t) vnaprej dolocena funkcija casa. Cas ' dolo¢imo z enacbo

t'+ %t,) =t. (63.1)

Za vsako vrednost ¢ ima ta ena¢ba natanko eno regitev t'. *

*To je sicer ocitno, vendar se lahko tudi neposredno prepricamo. Tocko P in ¢as opazovanja t si izberemo
kot izhodiste O Cetvernega koordinatnega sistema in konstruiramo svetlobni stozec (§2) z vrhom v tocki O.
Spodnja polovica stozca, katere notranjost ustreza absolutni preteklosti (glede na dogodek O), je mnozica
tock, iz katerih lahko potujejo signali v tocko O. Tocke, v katerih hiper-stozec seka svetovnico naboja, so
reSitve enacbe (63.1). Ker pa je hitrost delca vedno manjsa od svetlobne hitrosti, je naklon svetovnice glede na
Casovno os vedno manjsi od naklona svetlobnega stozca. Od tod sledi, da lahko svetovnica delca seka spodnjo
polovico svetlobnega stozca v eni sami tocki.
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V opazovalnem sistemu, v katerem delec ob ¢asu t' miruje, je potencial ob ¢asu t v tocki,
kjer polje opazujemo, enak Coulombskemu potencialu,

e
=——, A=0. 63.2
b= F (63.2)
Izraz za potencial v poljubnem opazovalnem sistemu dobimo tako, da poiSéemo cetverec
hitrosti, ki se za v = 0 ujema s pravkar zapisanima potencialoma ¢ in A. Zaradi (63.1) lahko
potencial ¢ v (63.2) zapisemo kot

e
¢ = c(t—t)’
Od tod dobimo iskani vektor ¢etverec:
A'=e— 63.3
e (63.3)

kjer je u¥ ¢etverec hitrosti naboja, R pa je cetverec RF = [c(t —t'),r — '], kjer so koordinate
z',y', 2" t' med seboj povezane z (63.1), ki se v Getverni obliki glasi

RLR* = 0. (63.4)
Sedaj se vrnimo k uporabi tridimenzionalnega zapisa in zapiSimo potencial polja, ki ga proiz-
vaja tockast naboj, ki se giblje po poljubni poti:
e ev

c c

(63.5)

kjer je R krajevni vektor, ki kaze iz tocke, kjer se naboj nahaja, proti tocki P, kjer ra¢unamo
polje, vse koli¢ine na desni strani enacbe pa moramo rac¢unati ob ¢asu t', dolo¢enem iz enacbe
(63.1). Potencial polja, zapisan v obliki (63.5), se imenuje Lienard-Wiechertov potencial.
Jakost elektri¢nega in magnetnega polja dobimo iz enacb
E:—la—A—Vcﬁ, H=VxA,
c Ot

kjer moramo ¢ in A odvajati po koordinatah z,y, z tocke P, in po ¢asu opazovanja t. Enacbi
(63.5) izrazata potenciala kot funkciji spremenljivke ', tako da sta potenciala preko zveze
(63.1) implicitni funkciji spremenljivk z,y, z,t. Potrebne odvode dobimo tako, da najprej
odvajamo po t'. Izraz R(t') = ¢(t —¢') odvajamo po t in dobimo

OR _OROY _ R-vot' _ (0O
ot ot ot R ot © ot )

(Vrednost odvoda OR/8# dobimo tako, da odvajamo identiteto R? = R? in vstavimo
OR(t") /0t = —v(t'). Predznak minus dobimo zato, ker je R krajevni vektor, ki kaze od
naboja e proti tocki P in ne nasprotno.)
Od tod dobimo
o 1

F TR
ot~ 1-¥R

(63.6)

Ce podobno odvajamo isti izraz po koordinatah, dobimo
OR R>

I__l I__l i / -
Vi = ——VR(l) = - (5 VI + 2
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tako da je
R

T (p_ Rv)"

c(R-%Y)

S pomocjo teh enacb ni tezko izra¢unati polj E in H. Vmesne korake bomo izpustili in
navedli le rezultat:

Vit = (63.7)

’U2
E:e&(f{_gfm

C

C

)3R>< [(R—X) xv], (63.8)

1
H=_-RXxE. 63.9
R x (63.9)

Tu je v = 0v/0t'; vse koli¢ine na desni strani enacb moramo vzeti ob ¢asu t'. Zanimivo je,
da je magnetno polje povsod pravokotno na elektri¢no.

Elektricno polje je sestavljeno iz dveh razlicnih prispevkov. Prvi ¢len je odvisen le od
hitrosti delca (ne pa od njegovega pospeska) in se pri velikih razdaljah obnasa kot 1/RZ.
Drugi ¢len je odvisen od pospeska in pri velikih razdalja pada kot 1/R. Pozneje (§66) bomo
videli, da je ta ¢len povezan z elektromagnetnim valovanjem, ki ga seva pospeSen delec.

Prvi ¢len mora ustrezati polju, ki ga ustvarja delec, ki se giblje s konstantno hitrostjo, saj
v ¢lenu ne nastopa pospesek delca. Pri konstantni hitrosti je razlika

Rt/ - %Rtl = Rt/ - V(t - tl)

kar enaka razdalji R; od naboja do tocke P v trenutku, ko polje “izmerimo”. Z neposrednim
izracunom se lahko hitro prepricamo, da velja Se

1 , 1 v? .,
Rtl——Rt/'V: Rt——(VXRt)2:Rt 1 — —sin 0,5,
c c? c?

kjer je 6, kot med Ry in v. Prvi ¢len v (63.8) je torej povsem enak izrazu (38.9).

NALOGA

NALOGA Izpelji Lienard-Wiechertov potencial z integracijo enach (62.9) in (62.10).
Resitev: Enacbo (62.8) zapisemo v obliki

_ p(r',7) 1 o '
gb(r,t)—// |r_r,|6<7'—t—|—z|r r|> drdV

(in podobno za A(r,t)), pri ¢emer smo vpeljali dodatno funkcijo delta in tako odpravili implicitne
argumente funkcije p. Za tockast naboj, ki se giblje po tiru r = ry(t), imamo

p(r',7) = ed[r — ro(7)].

Ce vstavimo ta izraz in integriramo po dV’, dobimo

dr 1
(;S(r,t) :T/mé |:T—t+ E|I‘-I‘0(T>|

Integracijo po 7 izracunamo z uporabo pravila

o] = o

[kjer je t' koren enacbe F(t') = 0], in dobimo izraz (63.5).
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8§64 Spektralni razcep zakasnjenih potencialov

Polje, ki ga proizvajajo gibajoci se naboji, lahko razvijemo po ravnih enobarvnih valovan-
jih. Potenciali razli¢nih monokromatskih komponent polja so oblike ¢,e ™ A, et Tudi
gostoto naboja in gostoto toka naboja sistema delcev lahko razvijemo v Fourierovo vrsto ali
integral. OcCitno je vsaka Fouriereva komponenta koli¢in p in j odgovorna za nastanek ustrezne
enobarvne komponente polja.

Fourierove komponente polja, izrazene s Fourierevimi komponentami gostote naboja in
toka, dobimo tako, da v (62.9) namesto ¢ in p vstavimo ¢, e~ in p,e~*!. Tako dobimo

R e_iw(t_g)

Izpostavimo e~*? in vstavimo absolutno vrednost valovnega vektorja k = w/c. Sledi

esz
bu :/pw R dv. (64.1)
Podobno dobimo za A,;:
. esz

Opazimo lahko, da enacba (64.1) predstavlja posplositev resitve Poissonove enacbe za bolj
splosno enacbo oblike
A¢y, + Kb, = —4mp, (64.3)

(ki jo dobimo iz enacb (62.4) za p in ¢, katerih Gasovna odvisnost je vsebovana v faktorju
e—iwt)‘
Ce imamo opravka z razvojem v Fourierev integral, potem so Fourierove komponente

gostote naboja enake
+oo
P = / pelt dt.
—00

To vstavimo v (64.1) in dobimo

+o0 o .
o / / Ee“wt“ﬂm dv dt. (64.4)

Sedaj se bomo iz obravnave zveznih porazdelitev gostote naboja preselili k obravnavi tockastih
nabojev, katerih gibanje nas pravzaprav zanima. Ce bi imeli en sam naboj, bi zapisali

p = ed[r —ro(t)],

kjer je ro(t) krajevni vektor naboja, torej podana funkcija casa. Ta izraz vstavimo v (64.4)
in izra¢unamo prostorski integral [pri ¢imer je r nadomeséen z ro(¢)]. Dobimo

+o00 1 .
b= e / 0 el R/ gy (64.5)

kjer je R(t) razdalja od gibajoCega se naboja do tocke, kjer opazujemo polje. Podobno dobimo
tudi za vektorski potencial

e [T°V({) wprre)/d
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kjer je v = ry(t) hitrost delca.

Enacbi, analogni ena¢bam (64.5) in (64.6), lahko zapisemo tudi za primer, kjer je spek-
tralni razcep gostote naboja in gostote toka naboja sestavljen iz zaporedja diskretnih frekvenc.
Pri periodi¢nem gibanju tockastega naboja [s periodo T = 27 /w] spektralni razcep vsebuje le
frekvence oblike mwyg, ustrezne komponente vektorskega potenciala pa so

e [(Tv(t) ; o
_ = Y\Y) inwo[t+R(t)/c] 4
A, T /0 @) e dt (64.7)

(in podobno za ¢,). Tako v (64.6) kot v (64.7) so Fourierove komponente definirane tako,
kot je opisano v §49.

NALOGA

NALOGA Razvij polje naboja, ki se giblje enakomerno nepospeseno, v ravne valove.

Resitev: Postopek je podoben tistemu iz § 51. Gostoto naboja zapiSemo v obliki p = ed(r — vt),
kjer je v hitrost delca. Izracunamo Fourierove komponente enacbe O¢ = —4med(r — vt) in dobimo
(O¢)k = —4mee {VRE,

Po drugi strani velja

_ ik-r dgk
625—/6 d)kW;

od koder sledi

‘ 1 02y
O = k2 -
() =~k - 5703
Zato je
18?2 )
c_zaaf;k + k2¢k — 4,/Tee—z(v-k)t7
od tod pa koné¢no dobimo
A e—i(v~k)t
e A T ey

Iz izraza je razvidno, da ima valovanje z valovnim vektorjem k frekvenco w = k - v. Na podoben
nacin dobimo tudi vektorski potencial

—i(v-k)t
Ay = dre—< .
- (52)
Zapisimo Se polji:
k-v —k+ &Yy i(k
Ex = —ikox + 1 Ay = 47'(@@'7526—’( 'V)t7
¢ k2 — ()
Hy =ik x Ag = @i%efi(k-v)t‘
e ()
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8§65 Lagrangeva funkcija do ¢lenov drugega reda

V obicajni klasi¢ni mehaniki lahko sistem interagirajocih delcev opiSemo z Lagrangevo
funkcijo, ki je odvisna samo od koordinat in hitrosti delcev (vzetih ob enem in istem ¢asu).
To je dopustno, ¢e privzamemo, da je hitrost Sirjenja interakcij neskonéna, kar je osnovna
podmena klasicne mehanike.

Ugotovili smo ze, da moramo zaradi kon¢ne hitrosti Sirjenja polje obravnavati kot neod-
visen sistem z lastnimi “prostostnimi stopnjami”. Od tod je razvidno, da moramo pri opisu
sistema interagirajocih delcev (nabojev), obravnavati sistem, ki je sestavljen iz delcev samih
in iz polja. To pomeni, da kadar upostevamo konc¢no hitrost Sirjenja interakcij, sistema in-
teragirajocih delcev ne moremo povsem dobro opisati z Lagrangevo funkcijo, ki je odvisna le
od koordinat in hitrosti delcev, in ki ne vsebuje nobenih koli¢in, ki so povezane z notranjimi
“prostostnimi stopnjami” polja.

Ce pa je hitrost vseh delcev v majhna v primerjavi s svetlobno hitrostjo, potem lahko
sistem priblizno opiSemo z Lagrangevo funkcijo. Izkaze se, da lahko vpeljemo Lagrangevo
funkcijo, ki opisuje sistem ne le tedaj, ko zanemarimo vse ¢lene s faktorji v/c (klasi¢na La-
grangeva funkcija), temve¢ ko ta vsebuje ¢lene do drugega reda, v?/c?>. To je povezano s
tem, da se izsevano elektromagnetno valovanje zaradi gibajo¢ih se nabojev (in posledi¢no
tudi “lastno” polje) pojavi Sele v tretjem priblizku po v/c (glej §67). *

Uvodoma naj spomnimo, da je v nicelnem priblizku, torej ko povsem zanemarimo retar-
dacijo potencialov, Lagrangeva funkcija sistema enaka

1 €aCh
=% imavz -3 o (65.1)
a a>b ab

(sestevamo po vseh nabojih v sistemu). Drugi ¢len je potencialna energija interakcije, ki je
taksna, kot ¢e bi naboji mirovali.
Visje priblizke bomo dobili po naslednjem postopku. Lagrangeva funkcija za naboj e, v

zunanjem polju je
2
Lo = —mac?y[1 - Z—g — ead+ %“A Ve (65.2)

Izberemo si torej enega izmed nabojev v sistemu in dolo¢imo potenciala ¢ in A polja, ki ga
ustvarjajo vsi ostali naboji na mestu izbranega naboja, ter ga izrazimo s koordinatami in
hitrostmi nabojev, ki polje ustvarjajo (to lahko storimo le priblizno, in sicer do ¢lenov reda
v?/c? za ¢ in do ¢lenov reda v/c za A). Taksna izraza za potenciala vstavimo v (65.2). Tako
bomo dobili Lagrangevo funkcijo za enega izmed nabojev v sistemu (pri danem gibanju ostalih
nabojev). Iz te Lagrangeve funkcije bomo nato zlahka dobili Lagrangevo funkcijo celotnega
sistema.
Zatnemo z izrazoma za retardirana potenciala

Pt—R/c 1 /th/c
¢ / R ’ c R

Ce so hitrosti vseh nabojev majhne v primerjavi s svetlobno, potem se porazdelitev nabojev
ne spremeni ob¢utno v ¢asu R/c. Zato lahko razvijemo Pi—Rjc 10 J;_Rr/c Vv VIsto po potencah

*Pri sistemih delcev, ki imajo enako razmerje med nabojem in maso, se sevanje pojavi Sele v petem priblizku
po v/c; v tem primeru obstaja Lagrangeva funkcija do cetrtega reda po v/c. [Glej B.M.Barker in R. F.
O’Connel, Can. J. Phys. 58, 1659 (1980).]
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R/c. Skalarni potencial je do ¢lenov drugega reda enak

pdV 1 a 1 0? /
—_ - dV + —— [ RpdV
¢ = cot]” * 2¢? Ot? P
(p brez dodatnega indeksa je vrednost koli¢ine p ob ¢asu t¢; Gasovne odvode smo smeli iz-
postaviti pred integralski znak). Ker je [ pdV konstantni celotni naboj sistema, je drugi ¢len

v razvoju enak nic in velja
1 02
¢ = / p 5358 /Rp av. (65.3)

Podobno bi lahko storili z A, vendar enacba za vektorski potencial, izrazen z gostoto toka,
ze vsebuje 1/c¢, in ko ga vstavimo v Lagrangevo funkcije je pomnozen Se z dodatnim faktorjem
1/c. Ker nam zadostuje Lagrangeva funkcija do ¢lenov drugega reda, se lahko ustavimo pri
prvem c¢lenu v razvoju potenciala A, torej

1 [ pv
A=—- [ —dV 65.4
- | & (65.4)
(tok j smo tu nadomestili z pv).
Najprej predpostavimo, da obstaja en sam tockast naboj e. V tem primeru dobimo iz
enacb (65.3) in (65.4)
e e 0°R ev
L A =" 65.5
¢ R—i_2c2 ot2’ cR’ (65.5)
kjer je R razdalja od naboja.
Namesto ¢ in A si izberimo drugac¢na potenciala ¢’ in A’, ki ju dobimo s transformacijo

(glej § 18):

/ 1 af !
g =¢— peve A'=A+Vf,
kjer si za f izberemo funkcijo
e OR
T=5%a
Tako dobimo * . v IR
/ !
s V ot

Pri izra¢unu potenciala A’ najprej upostevamo V(@R/ 0t) = (0/0t)VR. Gradient pomeni
odvajanje po koordinatah tocke v polje, kjer ra¢unamo vrednost A’. Zato je VR enotski
vektor n, ki kaze v smeri od naboja e proti tocki, kjer dolocamo polje, in sledi

, ev e,

T CR

Zapisemo lahko

9 (Ry _R RR

—&<§>—§‘§?
Odvod —R pri fiksni tocki v polju je kar enak hitrosti naboja v, odvod R pa dobimo, ce
odvajamo R? = R?, torej iz

RR=R-R=-R-v.

*Potenciala nista ve¢ umerjena z Lorentzevo umeritvijo (62.1), niti nista resitvi enacb (62.3) in (62.4).
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Dobimo
. —v+n(n-v)
n-——— ">
R
Ce to vstavimo v izraz za A’, konéno dobimo

¢/:_ A,:e[v—l—(v-n)n]‘

R 2R (65.6)

Ce imamo ve¢ nabojev, moramo oéitno sesteti taksna izraza po vseh nabojih v sistemu.

Ta izraza vstavimo v (65.2) in dobimo Lagrangevo funkcijo L, za naboj e, (pri vnaprej
dolocenem gibanju vseh ostalih delcev). Pri tem moramo Se razviti prvi ¢len v (65.2) po
potencah v, /c in obdrzati ¢lene do drugega reda. Tako dobimo:

2 4
_ mgu, | Lmgu, 1 ep €q 1 ey
Lo=—3t+5-53 —eagb; ot b Vo Vo + (Vo 1) (v - )

(sestevamo po vseh nabojih z izjemo e,; ng, je enotski vektor v smeri od e, proti eg).
Od tod ni vec tezko dobiti Lagrangevo funkcijo za celoten sistem. Hitro se lahko
prepricamo, da ta funkcija ni vsota funkcij L, za vse naboje, temve¢ da se glasi

MaV? maut €a€h €aCh
L=), ; ) 8(;2(1 - }%ab > 2C;Rab [Va Vo + (Vo - ngp) (Vo - ngp)].  (65.7)
a a a>b

a>b

Za vsak naboj (pri danem gibanju vseh ostalih) funkcija L preide v zgoraj podano funkcijo
L,. lIzraz (65.7) je Lagrangeva funkcija sistema nabojev, ki je pravilna do ¢lenov drugega
reda. (Prvi jo je izpeljal C. G. Darwin leta 1922.)

Pois¢imo Se Hamiltonovo funkcijo sistema nabojev v okviru istega priblizka. To bi lahko
dosegli z uporabno sploSnega pravila za racunanje H iz L, vendar obstaja tudi lazja pot. Drugi
in Cetrti ¢len v (65.7) sta majhna popravka k L) (65.1). Po drugi strani vemo iz mehanike,
da za majhne popravke k L in H velja, da so enaki po velikosti, a nasprotnih predznakov
(pri tem variacijo L jemljemo pri konstantnih koordinatah in hitrostih, popravek k H pa pri
konstantnih koordinatah in gibalnih koli¢inah). *

Zato lahko H zapiSemo tako, da od

2
p €aCh
HO = o 4
2my, az>:b Rap
odstejemo drugi in ¢etrti ¢len enacbe (65.7), hitrosti pa nadomestimo z gibalnimi koli¢inami
s prvim priblizkom v, = p,/m,. Zato je

2
pa €a€h €aCh

= — . . . . (65.8

H Ea T 8c2m3 E E 262mambRab [Pa Pb + (Pa* Nap) (Py - Ngp)]- (65.8)
NALOGE

*Glej Mehanika, §50.
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NALOGA 1. Izracunaj (do ¢lenov drugega reda natancno) teziice sistema interagirajocih delcev.
Resitev: Nalogo najlaze resimo z uporabo enache

R— Yulala+ [WrdV
Y bt [Wav

[glej (14.6)], kjer je &, kineti¢na energija delca (vklju¢no z njegovo mirovno energijo), W pa je gostota
energije polja, ki ga ustvarjajo delci. Ker &, vsebujejo velike koli¢ine mqc?, v naslednjem priblizku
zadosca, da v &, in W obdrzimo le tiste ¢lene, ki ne vsebujejo ¢. To pomeni, da v obzir vzamemo le
nerelativisti¢no kineti¢no energijo delcev in energijo elektrostati¢nega polja. Tako dobimo

1
/WrdV: —/E2rdv
87

1
= 8—7T/(V¢)2rdV

1 »? 1 »? 1 _

integral po neskonéno oddaljeni ploskvi odpade; tudi drugi integral lahko prevedemo na ploskovni
integral in ga tako odpravimo. V tretji integral vstavimo A¢ = —47p in dobimo

1 1
/WrdV: i/pgzﬁrdV: §;ea¢ara7

kjer je ¢, potencial, ki ga v tocki r, ustvarijo vsi naboji razen e,. *

Konéno dobimo
1
R = E E r, (ma02+

(sestevamo po vseh b razen b = a), kjer je

2
Pa €a€h
&= mac® + +
> (e 22

R
a>b ab

Pa® | Cag G
2ma 2 b Rab

celotna energija sistema. V izbranem priblizku lahko torej koordinate tezi§ca izrazimo s koli¢inami, ki
se nanasajo izklju¢no na delce.

NALOGA 2. Zapisi Hamiltonovo funkcijo v drugem priblizku za sistem dveh delcev. Iz naloge
odpravi gibanje sistema kot celote.

Resitev: Izberemo si opazovalni sistem, v katerem je celotna gibalna koli¢ina obeh delcev enaka
ni¢. Gibalni koli¢ini zapisemo z odvodi akcije in dobimo

oS 0S8
Pi+p2=5—+-—=0.

81'1 61‘2 o
Od tod je razvidno, da je v izbranem sistemu akcija funkcija spremenljivke r = ry —ro, razlike krajevnih
vektorjev obeh delcev. Zato imamo p» = —p; = p, kjer je p = 05/0r gibalna koli¢ina relativnega
gibanja delcev. Hamiltonova funkcija se glasi

1 1 1 1 1 1 €1€2 €1€2
H=§< + )pz’—@<—3+—3>ﬁ4+ + —[p* + (p-m)’]

mi M c2 \my ma r 2mymac?

*S tem, ko odpravimo lastna polja delcev, dosezemo “renormalizacijo” mas, ki smo jo opisali v opombi na
strani 94.
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Poglavje 9

Sevanje elektromagnetnega
valovanja

8§66 Polje sistema nabojev pri veliki oddaljenosti od sistema

Zanima nas, kaksno je polje, ki ga proizvaja sistem gibajocih se nabojev, pri oddaljenosti, ki
je velika v primerjavi z velikostjo sistema.

Naj izhodis¢e koordinatnega sistema O lezi nekje v notranjosti sistema nabojev. 7 Ry
oznacimo krajevni vektor od tocke O do tocke P, v kateri racunamo polje, enotski vektor v
tej smeri pa naj bo n. Krajevni vektor do diferencialnega naboja de = pdV oznacimo z r,
krajevni vektor od de do tocke P pa z R. Ocitno velja R =Ry —r.

Pri veliki oddaljenosti od sistema nabojev je Ry > r, tako da priblizno velja

R=|Ry—r|=Ry—r-n.

To vstavimo v enacbi (62.9) in (62.10) za retardirana potenciala. V imenovalcu integrandov
lahko r-n zanemarimo v primerjavi z Ry. V ¢t — (R/c) pa tega v splosnem ne smemo storiti; o
tem ne odloca razmerje med vrednostma Ry/c inr-(n/c), temvet to, za koliko se koli¢ini p in
Jj spremenita v ¢asu r- (n/c). Ker je Ry konstanta pri integriranju, jo lahko izpostavimo pred
integralski znak. Za potenciala polja pri veliki oddaljenosti od sistema nabojev torej dobimo

1
b= [ mpndV (66.1)
A= ! j dv. 66.2
~ Ry Jt_@ﬁ.% : (66.2)

Pri veliki oddaljenosti od sistema nabojev lahko polje na zadosti majhnih obmo¢jih pros-
tora obravnavamo kot ravno valovanje. Za to ni potrebno le to, da je oddaljenost velika v
primerjavi z velikostjo sistema, temve¢ mora ta biti tudi vecja od valovne dolzine elektromag-
netnih valovanj, ki jih seva sistem. Tisti del prostora, kjer sta pogoja izpolnjena, imenujemo
valovno obmocje (angl. wave zone).

Pri ravnem valovanju sta polji E in H med seboj povezani z (47.4), E = H x n. Ker
je H =YV x A, bo polje v valovhem obmoc¢ju povsem doloceno, ¢e izracunamo vektorski
potencial. V ravnem valovanju je H = (1/c)A x n [glej (47.3)], kjer pika oznacuje odvod po
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174 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 66

casu. * Ce torej poznamo A, dobimo H in E iz enacb
1. 1 .
H=-Axn, E=-(Axn)xn. (66.3)
c c

Vidimo, da je polje pri veliki oddaljenosti od sistema obratno sorazmerno s prvo potenco
razdalje Ry od sistema. Opazimo $e, da ¢as t v izrazih od (66.1) do (66.3) vedno nastopa v
obliki izraza t — (Ry/c).

Za sevanje enega samega tockastega naboja, ki se giblje po poljubni poti, se izplaca upora-
biti Lienard-Wiechertov potencial. Pri veliki oddaljenosti lahko krajevni vektor R v enacbi
(63.5) nadomestimo s konstantnim vektorjem Ry, v pogoju (63.1), ki doloca ¢, pa uporabimo
R = Ry —ry-n (pri tem je ro(t) krajevni vektor naboja). Sledi ¥

A= ev(t) (66.4)
cRy (1 — _n"’c(t’)> ’
cas t' pa je doloCen z
t
pot® o, fo (66.5)
c c

Izsevano elektromagnetno valovanje odnasa energijo. Pretok energije je podan s Poyntin-
govim vektorjem, ki ga lahko za ravno valovanje zapiSemo v obliki

Jakost sevanja dI v diferencialni prostorski kot do je definirana kot koli¢ina energije, ki na
enoto ¢asa preide skozi diferencialno ploskvico df = R3do na krogelni ploskvi polmera Ry
s srediSCem v izhodis¢u. Ta koli¢ina mora biti enaka pretoku energije S pomnoZenem z df,
torej

H2
dI = CER?) do. (66.6)

Ker je polje H obratno sorazmerno z Ry, je koli¢ina energije, ki jo seva sistema na enoto casa
v diferencialni prostorski kot do, enaka pri vseh oddaljenostih (Ge so vrednosti t — (Ry/c) za
vse razdalje enake). To je natanko tako, kot mora biti, ker se izsevana energija oddaljuje s
hitrostjo ¢ v okoliski prostor, in se nikjer ne nabira niti izginja.

Izpeljimo enacbo za spektralni razcep polja izsevanega valovanja. Te enacbe lahko dobimo
neposredno iz tistih, ki smo jih izpeljali v §64. V (64.2) vstavimo R = Ry —r - n (v imen-
ovalcu integranda lahko postavimo R = Ry) in dobimo Fourierove komponente vektorskega

potenciala:
ik Ro )
A, = o joe T qy (66.7)

*V tem primeru lahko ena¢bo preprosto preverimo z neposrednim izraGunom rotorja izraza (66.2), pri cemer
moramo ¢lene reda 1/R3 zanemariti v primerjavi s ¢leni reda 1/Ry.

"Enacba E = —1/cA [glej (47.3)] tu ne velja za potenciala ¢ in A, saj ta ne izpolnjujeta dodatnega pogoja,
ki smo ga zanju zahtevali v §47.

#Ta priblizek ustreza temu, da v enacbi (63.8) za elektricno polje zanemarimo prvi ¢len v primerjavi z
drugim.
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66 POLJE SISTEMA NABOJEV PRI VELIKI ODDALJENOSTI OD SISTEMA 175

(kjer je k = kn). Komponente H,, in E,, so dolo¢ene z enacbo (66.3). Vanjo namesto H, E
in A vstavimo H,e ™!, E e ™! in A e “! nato pa delimo z e . Tako dobimo

H,—ikx A, E,= g(k x A,) x k. (66.8)

Ko govorimo o spektralni gostoti jakosti sevanja, moramo lociti med razvojem v Fourierovo
vrsto in razvojem v Fourierev integral. Razvoj v Fourierev integral uporabimo v primeru
sevanja ob trku nabitih delcev. V tem primeru je kolicina, ki bi jo radi dolocili, celotna
energija, ki je bila izsevana ob trku (in ki sta jo naboja torej izgubila). Naj bo d&y,, energija,
izsevana v diferencialni prostorski kot do v obliki valovanj s frekvencami v intervalu dw.
Enacba (49.8) nam pove, da dobimo delez celotnega sevanja na frekvenénem obmodju Sirine
dw/27 iz obicajne enacbe za jakost, ¢e kvadrat polja nadomestimo z kvadratom amplitude
(modula) ustrezne Fourierove komponente in pomnozimo z dva. Namesto (66.6) dobimo torej

c dw

dény = = |H,|?R2 do—. (66.9)
27 27

Ce se naboji gibljejo periodicno, potem moramo sevanje razviti v Fourierovo vrsto. Po

splosni enatbi (49.4) dobimo jakosti razlicnih komponent Fourierevega razcepa iz obiCajne

enacbe za jakost, ¢e nadomestimo polje s Fourierevimi komponentami in pomnozimo z dva.

Zato je jakost sevanja v diferencialni prostorski kot do s frekvenco w = nwy enaka
dI, = 2i|Hn|2R3 do. (66.10)
T

Konéno zapisimo Se enacbe, ki doloc¢ajo Fourierove komponente polja izsevanega valovanja
iz poznanih trajektorij nabojev, ki sevajo. Pri razvoju v Fourierev integral imamo

w .
Ju = / jet dt.
— 00

To vstavimo v (66.7), namesto zvezne porazdelitve toka pa v enatbi upostevamo gibanje
enega naboja po trajektoriji ro = ro(¢) (glej §64). Dobimo
oikRo

+0o0
_ ilwt—k-ro(t)]
A, o /_oo ev(t)e dt. (66.11)

Ker je v = dry/dt, velja vdt = dry, zato lahko zgornjo enacbo zapiSsemo v obliki integrala
po poti vzdolz trajektorije naboja:

ik Ro ,
A, =c¢ o / HWt=kro) qpg. (66.12)

Fourierove komponente magnetnega polja zapiSemo z uporabo enacbe (66.8):

,l'weikRo

2Ry

H, =e / ' @t=kTo)y % dr,. (66.13)

Ce se naboji gibljejo periodicno po sklenjenih orbitah, moramo polje razviti v Fourierovo
vrsto. Komponente dobimo tako, da integracijo po ¢asu v enacbah (66.11)-(66.13) nadomes-
timo s povprecjem po periodi gibanja T (glej § 49). Fourierove komponente magnetnega polja
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176 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 66

s frekvenco w = nwy = n(27/T) so

i otk R T
H, = 6% / gilnwot—kero(t)] v(t)dt
ccT R[) 0
2minetkfo ; (66.14)

V drugem integralu moramo integrirati po sklenjeni orbiti delca.

NALOGE

NALOGA 1. Poisci stiridimenzionalni zapis izraza za spektralni razcep ¢etverca gibalne kolicine,
ki ga izseva naboj, ki se giblje po dani trajektoriji.

Resitev: Enacbo (66.8) vstavimo v (66.9) in upo$tevamo, da zaradi pogoja (62.1) velja k¢, =
k- A,. Dobimo

c dw

dény = %(k2|Aw|2 — k- Aw|2)R3 do%
ck? dw ck? : dw
— A 2 _ 2 2 — Ai Al* 2 .
o (JAu] |6 7)o d0_27r o Hwie Ro d0_27r

Cetverec potenciala A;, zapisemo k obliki, podobni (66.12):

2.2
A6y = — 2 i* dodk,
472

kjer x¢ oznaguje cetverec
X' = /exp(—iklazl)dmi

integrirati pa moramo vzdolz svetovnice delca. Konéno se preselimo v §tiridimenzionalni zapis
[vklju¢no s Cetverno “diferencialno prostornino” v prostoru k, kot v enacbi (10.2)], in dobimo izraz za
izsevan Cetverec gibalne kolicine:

e’kt

dpi = —
212e

XX * 6 (kmk™)d k.

NALOGA 2. Poiséi stiridimenzionalni zapis spektralnega razcepa ¢etverca gibalne koli¢ine, ki ga
izseva naboj, ki se giblje po danem tiru.

Resitev: 'V enacbo (66.9) vstavimo (66.8) in upo$tevamo, da zaradi pogoja (62.1) velja k¢, =
k-A,. Dobimo

= S (AL — k- AuP)R2 o
W = OIALL — - AR do
ck? ‘ ‘ dw ck? ) dw
= AL — o) REdoSY = —SC A AFRZ doo,
Al — 6o 3 o0 = 9 A AR do 22

Ce Cetverni potencial A;, zapisemo v obliki, podobni tisti iz enacbe (66.12), dobimo
kZe? v
dgnw = - 47_[_2 X@'Xt dO dk,
kjer je x* enak
X' = /exp(—iklkl)dmi
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67 SEVANJE DIPOLA 177

integriramo pa po svetovnici delca. Na koncu se preselimo v stiridimenzionalni zapis [vklju¢imo
stiridimenzionalni diferencial prostornini v prostoru &, kot v (10.2)] in dobimo izsevani Getverec gibalne
kolicine: oo
e’k

dpPi = —
2m2e

Xix 0 (b k™)d k.

867 Sevanje dipola

Casr-(n/c) v integrandu izrazov (66.1) in (66.2) za retardirana potenciala lahko zanemarimo,
e se porazdelitev nabojev v tem ¢asu ne spremeni veliko. Hitro lahko dolo¢imo pogoje, da bo
ta zahteva izpolnjena. Naj 7" oznacuje velikostni red Casa, v katerem se porazdelitev nabojev
v sistemu obcutno spremeni. Sevanje sistema bo seveda vsebovalo tudi valovanje s periodo
reda T (torej s frekvenco reda 1/T'). Z a ozna¢imo velikostni red razseznosti sistema. Tedaj
bo ¢as r-(n/c) priblizno enak a/c. Porazdelitev naboja v sistemu se ne bo ob¢utno spremenila
v tem ¢asu, ¢e velja a/c < T'. Koli¢ina ¢T' pa je ravno valovna dolzina sevanja A. Zato lahko
pogoj a K T zapisemo kot

a < A, (67.1)

kar pomeni, da mora biti sistem majhen v primerjavi z valovno dolzino izsevane svetlobe.
Pogoj (67.1) lahko dobimo tudi iz (66.7). Koli¢ina r v integrandu zavzame vrednosti
na obmocju velikostnega reda razseznosti sistema, saj je izven sistema j enak ni¢. Zato je
eksponent ¢k - r majhen in ga lahko zanemarimo za valovanja, pri katerih je ka < 1, kar je
enakovredno enacbi (67.1).
Pogoj lahko zapiSemo $e v eni obliki, ¢e upostevamo, da je T' ~ a/v, in je zato A ~ ca/v,
kjer je v velikostni red hitrosti nabojev. Iz a < A nato dobimo

v <L ¢ (67.2)

kar pomeni, da morajo biti hitrosti nabojev majhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo.
Privzeli bomo, da je ta pogoj izpolnjen, in si ogledali sevanje pri oddaljenostih od se-
vajocega sistema, ki so velike v primerjavi z valovno dolzino (in vsekakor velike v primer-
javi z razseznostjo sistema). Kot smo poudarili v § 66, lahko pri taksni oddaljenosti polje
obravnavamo kot ravno valovanje, zato bo polje povsem doloceno, ¢e izracunamo vektorski
potencial.
Vektorski potencial (66.2) zapisemo kot

1

A=—[jydV 67.3
i [ 3 v (67.3)

kjer ¢as t' = ¢t — (Rp/c) ni ve¢ odvisen od integracijskih spremenljivk. Vstavimo j = pv in
enacCbo zapiSemo v obliki
1
A=— ev
T Qo)

(sestevamo po vseh nabojih v sistemu; zaradi krajsega zapisa izpus¢amo indeks ¢’ — vse koli¢ine
na desni strani enacbe se nanaSajo na Cas t'). Velja

Yev="Yer=d,
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kjer je d dipolni moment sistema. Zato je

1 .
A=—d. 67.4
R (67.4)

Magnetno polje dobimo s pomocjo enacbe (66.3):

H-=

g, (67.5)

elektricno polje pa je enako
1

N C2R0

Ugotovimo, da je v tem priblizku sevanje dolo¢eno z drugim odvodom dipolnega momenta
sistema. Tovrstno sevanje imenujemo sevanje dipola (angl. dipole radiation).

Kerjed =) er, je d= > ev. Naboji lahko torej sevajo le, Ce so pospeseni. Naboji, ki se
gibljejo enakomerno premocrtno, ne sevajo. To sledi tudi neposredno iz nacela relativnosti,
ker lahko enakomerno premocrtno gibajoci se delec opiSemo tudi v inercialnem sistemu, v
katerem delec miruje, mirujoci delec pa ne seva.

Ce vstavimo (67.5) v (66.6), dobimo jakost sevanja dipola:

E

(d x n) x n. (67.6)

o

(d x n)?do = 4dc3 sin” 0 do, (67.7)
T

dl =

4rc?

kjer je 0 kot med dinn. To je koli¢ina energije, ki jo sistem izseva na enoto ¢asa v diferencialni

prostorski kot do. Opozorimo naj, da je kotna porazdelitev sevanja podana s faktorjem sin® 6.
Ce vstavimo do = 27 sin 6 df in integriramo po € od 0 do 7, dobimo celotno sevanje:

2 .
I=-"4d°

=33 (67.8)

Ce se v zunanjem polju giblje en sam naboj, je d = er in d= ew, kjer je w pospesek
naboja. Celotno sevanje naboja, ki se giblje, je

2e21?

I =
3c3

(67.9)

Opozorimo naj, da izoliran sistem delcev, ki imajo vsi isto razmerje med nabojem in maso,
ne more sevati kot dipol. Dipolni moment taksnega sistema je namrec

d:Zer:Z%mr:konsthr,

kjer je konst razmerje med nabojem in maso, ki je enako za vse delce. Vsota > mr pa je enaka
R > m, kjer je R krajevni vektor tezis¢a sistema (spomniti se moramo, da so vse hitrosti
majhne, v < v, zato velja nerelativisticna mehanika). Zato je d sorazmeren s pospeskom
tezisca, ki pa je enak nic, ker se tezisce giblje premocrtno nepospeseno.

Zapisimo Se enacbo za spektralni razcep jakosti sevanja dipola. V primeru sevanja ob
trku vpeljemo koli¢ino d&,, energijo izsevano ob trku v obliki valovanj s frekvenco v intervalu
dw/27 (glej § 66). Dobimo jo, ¢e vektor d v (67.8) nadomestimo s Fourierovo komponento

d,, in pomnozimo z dva:
4 . dw
dé, = —(dw)22—.
iy
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Izraz lahko poenostavimo. Velja namrec

d2

1 —iwt _
dwe = @

(dwe—iwt) — —w2dwe_i“’t,

od koder sledi Elw = —w?d,,. Tako dobimo

4wt dw
d&, = —|dy|*—. 67.10
Y 3c3| 1 2m ( )

V primeru, ko se delci gibljejo periodi¢no, po podobni poti dobimo jakost sevanja s
frekvenco w = nwy:
4wint
I = —2
3c3

d,, |2 (67.11)

NALOGE

NALOGA 1. Kako seva dipol d, ki se vrti v ravnini s konstantno kotno hitrostjo Q. *
Resitev: Ravnina vrtenja naj bo ravnina XY. Velja

dy = dp cost, dy = dpsin (2.

Ker sta ti funkciji monokromatski, je tudi sevanje monokromatsko s frekvenco w = ). Z uporabo
enacbe (67.7) dobimo kotno porazdelitev sevanja (povpreceno po periodi vrtenja):

204
- _ &30

= Sncs (1 + cos®6) do,

kjer je € kot med smerjo sevanja n in osjo Z. Celotno sevanje je

— 24204
IT=="""
3¢3

Sevanje je polarizirano v smeri vektorja dxn =w?nxd. Ce ta vektor razcepimo na komponento v
ravnini n, Z in pravokotno nanjo, ugotovimo, da je sevanje elipti¢no polarizirano, razmerje med osema
elipse je enako n, = cos#; posebni primer je sevanje v smeri osi Z, ki je krozno polarizirano.

NALOGA 2. Dolo¢i kotno porazdelitev sevanja sistema nabojev, ki se kot celota giblje s hitrostjo
v, Ce poznamo porazdelitev sevanja v opazovalne sistemu, v katerem naboji kot celota mirujejo.

Resitev: Naj bo

dIl' = f(cos®', ¢')do’, do' = dcosfdg'
jakost sevanja v opazovalnem sistemu K, ki se giblje skupaj s sistemom nabojev (6’ in ¢’ sta polarni
koordinati; polarna os naj lezi v smeri gibanja sistema). Energija d&, ki je izsevana v Casu dt v
nepremi¢nem (laboratorijskem) opazovalnem sistemu K je povezana z energijo d&', ki je izsevana v
sistemu K', s pretvorbenim pravilom

4’ — dE—V-dP_dgl—%cosﬁ
IV 1-%

“Sevanje rotatorja ali simetricne vrtavke, ki ima dipolni moment, je te vrste. V prvem primeru je d celotni
dipolni moment rotatorja; v drugem primeru je d projekcija dipolnega momenta vrtavke na ravnino, ki je
pravokotna na precesijsko os vrtavke (i.e. torej na smer celotne vrtilne koli¢ine).
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(gibalna kolic¢ina sevanja, ki potuje v dani smeri, je povezana z energijo po enachi |dP| = d&/c).
Polarna kota 6 in 6' smeri sevanja v sistemih K in K' sta med seboj povezana z enatbama (5.6),
azimutna kota ¢ in ¢’ pa sta enaka. Konéno moramo upo$tevati Se, da Gasovni interval dt’ v sistemu

K' ustreza intervalu
d¢’

-5
v sistemu K.

Tako dobimo jakost v sistemu K, dI = (d€/dt) do:

b 05

f cos&—% s) d
, o.
(1—%0050)3 1— 7 cosf

Za dipol, ki se giblje v smeri lastne osi, je f = konst - sin? #’ in z uporabo zgornje enaébe dobimo

dt =

8§68 Dipolno sevanje ob trku

Ko obravnavamo sevanje, ki nastane ob trkih, nas obicajno ne zanima sevanje, ki nastane ob
trku dveh delcev, ki se gibljeta po dolocenih trajektorijah. Bolj zanimivo je sipanje celotnega
snopa delcev, ki se gibljejo vzporedno, racunamo pa celotno sevanje na enoto gostote toka
delcev.

Ce je gostota toka enaka ena, torej ¢e na enoto ¢asa preide skozi enoto Gelnega preseka
snopa natanko en delec, tedaj je Stevilo delcev s “parametrom trka” med p in p + dp enako
2mwpdp (to je plos¢ina obroca, ki ga omejujeta kroga s polmeroma p in p+ Ap). Iskano celotno
sevanje dobimo, ¢e pomnozimo energijo A, ki jo izseva en delec (pri danem parametru trka)
z 2mpdp, in integriramo po p od 0 do co. Tako dobljena kolicina ima dimenzijo energije,
pomnozene s plos¢ino. Imenujemo jo efektivno sevanje (po analogiji z efektivnim presekom

pri sipanju), ozna¢imo pa jo z s *

o
= / AE - 2mpdp. (68.1)
0

Na podoben nagin lahko dolo¢imo efektivno sevanje v dan diferencialni prostorski kot do, na
danem frekvenénem intervalu dw, ipd. |

Izpeljali bomo splosno enacbo za kotno porazdelitev sevanja pri sipanju snopa delcev na
sredi§éno simetricnem polju, ¢e privzamemo, da je sipanje povsem dipolno.

Jakost sevanja (ob nekem ¢asu) za vsakega izmed delcev v obravnavanem snopu je podana
z enacbo (67.7), v kateri moramo za d vzeti dipolni moment delca glede na sipalec. ¥ Najprej

*Razmerje med sc in energijo sistem, ki seva, se imenuje sipalni presek za izgubo energije z sevanjem.

tCe je izraz, ki ga moramo integrirati, odvisen od kota projekcije dipolnega momenta delca na ravnino, ki
lezi precno na snop, potem moramo najprej izracunati povprecje po vseh smereh v tej ravnini, Sele potem pa
pomnozimo z 27p dp in integriramo.

V resnici moramo obicajno vzeti dipolni moment dveh delcev — sipanega delca in sipalca — glede na njuno

skupno tezisce.
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izracunamo povprecje tega izraz po vseh smereh vektorja dv ravnini, pravokotni na smer
snopa. Velja (d xn)? = d? — (n- &)2, od koder je razvidno, da ra¢unanje povprecja prizadene
le (n- d)2 Ker je sipalno polje srediséno simetri¢no, vpadni snop pa je vzporeden, ima sipalni
proces (in s tem tudi sevanje) osno simetrijo glede na os, ki poteka skozi sipalec. Ta os naj
bo os X. Iz simetrije je razvidno, da se prvi potenci Jy in dz ob rac¢unanju povprecja iznicita,
in ker na d, povprecenje ne vpliva, velja

od, = dod. = 0.

Povprec¢ni vrednosti od d; in od d? sta enaki in znasata

= 51(d)* - d].

<N
[SR]

Ce vse to upo§tevamo, brez tezav dobimo

—_— 1 . . 1 - .
(d x n)2 = §(d2 +d2) + §(d2 — 3d2) cos® 0,
kjer je 8 kot med smerjo izsevane svetlobe n in osjo X.
Jakost integriramo po ¢asu in po vseh parametrih trka. Dobimo naslednji izraz za efektivno
sevanje kot funkcijo smeri sevanja:

do 3cos?f —1
dsey, A+B———|, 68.2
= 2 [ + B2 ] (68.2)
kjer sta
9 00 rtoo 1 o +oo | .
A= —/ / d? dt2npdp, B = —/ / (d? — 3d2) dt2mpdp. (68.3)
3 0 — 00 3 0 —00

Drugi ¢len v (68.2) je zapisan v taksni obliki, da odpade pri racunanju povpreéja po vseh
smereh, zato je efektivno sevanje enako 3 = A/c®. Poudariti moramo, da je kotna porazdelitev
sevanja simetricna glede na ravnino, ki poteka skozi sipalec in je pravokotna na snop zarkov,
saj se izraz (68.2) ne spremeni, ¢e  nadomestimo z ™ — 6. Ta jo posebna lastnost dipolnega
sevanja, ki ne velja vet v visjih priblizkih po v/ec.

Jakost sevanja, ki nastane pri trku, lahko razstavimo na dva prispevka — na sevanje, ki je
polarizirano v ravnini, v kateri lezita os X in smer n (ta ravnina naj bo ravnina XY'), in na
sevanje z vektorjem polarizacije v pravokotni ravnini X Z.

Vektor elektricnega polja kaze v smeri vektorja

nx(dxn)=n(n-d) —d

[glej (67.6)]. Komponenta tega vektorja v smeri, pravokotni na ravnino XY, je —d., njegova
projekcija na ravnino XY pa je | sin 0d,—cos Hciy|. Slednjo koli¢ino najlaze dolo¢imo s pomocjo
komponente magnetnega polja v smeri osi Z, katere smer je d x n.

Jakost polja E kvadriramo in izracunamo povprecje po vseh smereh vektorja d v ravnini
Y Z. Tako lahko ugotovimo, da je povprecje zmnozka projekcije polja na ravnino XY s
projekcijo pravokotno nanjo enako ni¢. To pomeni, da lahko jakost zapiSemo kot vsoto dveh
neodvisnih prispevkov, dveh jakosti sevanja s polarizacijo v dveh med seboj pravokotnih
smereh.
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Jakost sevanja polariziranega pravokotno na ravnino XY, je dolotena s povprecjem

kvadrata d2 (d2 d2) Ustrezni del efektivnega sevanja dobimo iz izraza
do 1 "‘OO o
dsct = p— / / — d2) dt2mp dp. (68.4)

Ta del sevanja je izotropen. Izraza za efektivno sevanje, katerega vektor elektri¢nega polja
lezi v ravnini XY, ni potrebno zapisati, saj o¢itno velja

dod + dsct = doeg,.

Na podoben nagin lahko izpeljemo izraz za kotno porazdelitev efektivnega sevanja v danem
frekvencnem intervalu dw:

3cos?f —1] do dw
dstn e = [A(w) + B(w) 5 ] 53 2 (68.5)
kjer sta
2&]4 o0 9 w4 00 9 5
Alw) = = d2rpdp, B(w)= 5 (df, — 3d;,)2mpdp. (68.6)
0

8§69 Nizkofrekvenéno sevanje ob trku

Oglejmo si nizkofrekvenéni “rep” spektralne porazdelitve zavornega sevanja (nem.

bremsstrahlung), torej podrocje frekvenc, manjsih od frekvence wy, okoli katere je zbrana
veCina spektralne gostote:
w <K wg. (691)

V nasprotju s predhodnim razdelkom tu ne bomo privzeli, da so hitrosti trkajocih delcev ma-
jhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo; naslednje enacbe bodo veljavne za poljubne hitrosti.
V nerelativisticnem primeru je wy ~ 1/7, kjer je 7 velikostni red trajanja trka; v ultrarela-
tivisticnem primeru je wy sorazmeren s kvadratom energije sevajocega delca (glej § 77).

V integralu
o0
H, = / He™! dt
—0o0

je polje H sevanja obcutno razlicno od ni¢ le v ¢asovnem intervalu dolzine reda 1/wy. Zaradi

(69.1) lahko zato predpostavimo, da v integrandu velja wt < 1, zato lahko ! nadomestimo
z ena; tedaj je
oo
H, = / H dt.
—0o0
Upostevamo H = A x n/c in izratunamo integral po ¢asu. Dobimo
1
Hw = —(A2 — Al) X n, (692)
c

kjer je Ay — A razlika vektorskega potenciala, ki jo ob trku povzroci trkajoci delec.
Celotno sevanje (s frekvenco w), izsevano v ¢asu trajanja trka, dobimo, ¢e (69.2) vstavimo
v (66.9):
R 2
5[(A2 — A;) x n]”dodw. (69.3)

dEnsy = dem
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V ta izraz vstavimo Lienard-Wiechertov vektorski potencial (66.4). Sledi

1 Vo X 1n vy X1n 2
S _ , 4
dne 4723 [Ze (1 —(1/e)n-ve 1—(1/c)n- v1>] dodw (694)

kjer sta v in vo hitrosti delca pred in po trku, seSteti pa moramo po vseh delcih, ki sodelujejo
pri trku. Vidimo, da je izraz pred dw neodvisen od frekvence. Z drugimi besedami, spektralna
porazdelitev je pri nizkih frekvencah neodvisna od frekvence, d&y,,/ dw pa gre proti konstanti,
ko gre w — 0. *

Ce so hitrosti delcev majhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo, potem se enacba (69.4)
poenostavi v

1
© 4m2e3
Ta izraz ustreza sevanju dipola z vektorskim potencialom, podanim z izrazom (67.4).

Te formule lahko uporabimo na zanimivem primeru sevanja ob nastanku novega nabitega
delca (na primer razpada, pri katerem iz jedra odleti delec ). Ta proces lahko obravnavamo
kot hitro spremembo hitrosti delca od ni¢ do njegove trenutne vrednosti. [Zaradi simetrije
enacbe (69.5) na zamenjavo koli¢in v; in vo je sevanje v tem procesu enako sevanju, ki bi
nastalo pri obratnem procesu, v katerem se delec v trenutku ustavi.] Bistveno je to, da je
“trajanje” tega procesa enako T — 0, zato je pogoj (69.1) izpolnjen za vse frekvence. f

déne > e(va —vi) x n]* dodw. (69.5)

NALOGA

NALOGA Dolo¢i spektralno porazdelitev celotnega sevanja izsevanega, ko odleti nabiti delec s
hitrostjo v.
Resitev: Po enacbi (69.4) (v katero vstavimo vy = v, vy = 0) velja

2,,2 ™ <2
d€, = dw 653/ SO o sindds.
Ar?e® Jo (1 - Lcosd)

Izra¢unamo integral ¥ in dobimo

2
dEw:e—<Elnc+v—2> duw. (1)

v cC—v

kar lahko dobimo tudi neposredno iz (69.5).

*Ce integriramo po parametru trka, lahko dobimo analogen rezultat za efektivno sevanje pri sipanju snopa
delcev. Upostevati pa moramo, da rezultat za efektivno sevanje ne velja, ¢e med delci deluje Coulombska
interakcija, saj je integral po p (logaritmiéno) divergenten za velike p. V naslednjem razdelku bomo videli, da
je v tem primeru efektivno sevanja pri nizkih frekvencah logaritemsko odvisno od frekvence in ni konstantno.

TVeljavnost teh enachb je vseeno omejena s kvantnim pogojem, da je energija hw majhna v primerjavi s
celotno kineti¢no energijo delca.

tCeprav je pogoj (69.1) izpolnjen za vse frekvence, saj se proces zgodi v “trenutku’, ne moremo dobiti
celotne izsevanje energije z integracijo enacbe (1) po w — integral pri visokih frekvencah divergira. Delec se
namre¢ pri visokih frekvencah ne obnasa klasi¢no. Poleg tega dobimo v obravnavanem primeru divergenco tudi
zaradi napacne formulacije klasi¢ne naloga, saj smo delcu v zacetnem trenutku pripisali neskon¢en pospesek.
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870 Sevanje v primeru Coulombske interakcije

V tem razdelku bomo za poznejSo uporabo izpeljali nekaj rezultatov o dipolnem sevanju
sistema dveh nabitih delcev. Predpostavimo, da so hitrosti delcev majhne v primerjavi s
svetlobno hitrostjo.

Enakomerno gibanje sistema kot celote, torej gibanje njegovega teziSca, nas ne zanima,
saj ne povzroca sevanja. Ogledali si bomo torej le medsebojno gibanje delcev. Koordinatno
izhodisce naj lezi v teziscu. Dipolni moment sistema d = e;r; + rors zapiSemo kot

g fim2 —eam " (2 _ e_2> r, (70.1)
mi + mo mi m2

kjer se indeksa 1 in 2 nanasSata na prvi in drugi delec, r = r; — ro je krajevni vektor med

njima, p pa je reducirana masa
o mame
= my +my
Opisimo najprej sevanje pri elipticnem gibanju dveh delcev, med katerima deluje privla¢na
Coulombska sila. Kot Ze vemo iz mehanike *, lahko to gibanje opiSemo kot gibanje delca z
maso p po elipsi, katere enacbo v polarnih koordinatah zapisemo kot
1+ ecosd = M, (70.2)

r

kjer sta dolzina glavne osi a in ekscentricnost € podani z

a [ 2|E|M?
= — = 1 — . .
a Tk € o (70.3)

Tu je & celotna energija delcev (brez njune mirovne energije!), ki je negativna pri omejenem
gibanju; M = pr?¢ je vrtilna koli¢ina, « pa je konstanta iz Coulombovega zakona

a = |ejes].

Casovno odvisnost koordinat lahko opiSemo s parametri¢nima ena¢bama

r =a(l —ecosf), tZV%L?)(f—ESiDéE)- (70.4)

Perioda gibanja po elipsi ustreza spremembi parametra £ od 0 do 27

3
T =2m | EL
[0

Izra¢unajmo Fourierove komponente dipolnega momenta. Ker je gibanje periodic¢no,
imamo opravka z razvojem v Fourierovo vrsto. Dipolni moment je sorazmeren s kra-
jevnim vektorjem r, zato se naloga poenostavi na izracun Fourierevih komponent koordinat
£ = rcos¢ in y = rsing. Casovna odvisnost koli¢in z in y je podana s parametri¢nimi
enacbami

z=a(cosé —€), y=ay1—e?sin,

wot = & — esiné. (70:5)

*Glej Mehanika, § 15.
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Vpeljali smo frekvenco
2|5| 3/2
wo =27 /T =/ a/pad =

Namesto Fourierevih komponent koordinat lahko izra¢unamo Fourierove komponente
hitrosti in upostevamo, da velja =, = —twonz, in ¥y, = —twony,. Zapisemo torej

. . T

Tn ? i .

Ty = — = e™ont s dt.
—iwon  wend

Sedaj upostevamo, da je £ dt = dz = —asiné d€, in prevedemo integral po ¢ na integral po &:

1a 2m .
Tp = ——— [ ™EmInO gin ¢ ge.
2m™n 0

Podobno izra¢unamo Se

tav1 — e /QW ein({—esinﬁ avl—e /27T n(é—esin¢) df
0

Yn = Jeos¢dg =
© 2mne
(iz prvega dobimo drugi integral tako, da integrand zapiSemo kot cos& = (cos& — 1/€) + 1/¢;
integral z cos& — 1/e znamo izraCunati, in sicer dobimo identi¢no ni¢). Sedaj uporabimo
rezultat iz teorije Besselovih funkcij:
1 27

: . 1 [T
— [ eintmzsing ge — — / cos(né — zsiné) dé = J, (), (70.6)
2 0 ™ Jo
kjer je J,(z) n-ta Besselova funkcija. Z uporabo tega pravila dobimo naslednja izraza za
iskani Fourierevi komponenti:
Y
Ty, = %J'(ne), Y = an(ne) (70.7)

ne

(¢rtica ob znaku za Besselovo funkcijo pomeni odvod po argumentu funkcije).
Izraz za jakost monokromatskih komponent sevanja dobimo, ¢e x,, in y,, vstavimo v enacbo

dwint el e
I = 2% 2( €1 2
n 3¢3 H (ml m2> (|znl” + |yn| )

[glej (67.11)]. Ce a in wy izrazimo z « in energijo £, konéno dobimo

4 204 2 1— 2
P S (e Y g ) oy

3c3a? \m;  mo

Pois¢imo asimptoti¢no formulo za jakost zelo visokih harmonikov (velik n) pri gibanju po
orbiti, ki je priblizno paraboli¢na (e blizu 1). Najprej uporabimo priblizek

T (ne) = % (%)1/3 o [(3)2/3 (1- 62)] L >l loe<, (70.9)

kjer je @ Airyjeva funkcija, definirana na strani 152. *

*Ce je n > 1, dobimo najvecji prispevek k vrednosti integrala

Julne) = /0 " cos[n(€ — esin )] dé
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To vstavimo v (70.8) in dobimo

{o-mw @ a-a]- () 6" -]}
(70.10)

Rezultat lahko lepSe zapiSemo z MacDonaldovo funkcijo K,:

I, = (1 - 62)2ﬂn254 ( e e_2>2 {K12/3 [2(1 B 62)3/2] +K§/3 [g(l _ 62)3/2”

912 3?2 \'m;  mo 3

(enacbe, ki jih za izpeljavo potrebujemo, so zapisane v opombi na strani 205).
Sedaj obravnavajmo Se trk dveh nabitih delcev, ki se privlacita. Njuno medsebojno gibanje
opisemo kot gibanje delca z maso p po hiperboli z enacbo

a(e? — 1)

1+€COS¢: T, (7011)
kjer je
o 26 M?
= — =4/1 12
G=gz € + o (70.12)

(sedaj je £ > 0). Casovna odvisnost razdalje r je podana s parametricnima enacbama

r=a(ecoshé — 1), t= 'l%g(esinhé“ -9, (70.13)

kjer parameter ¢ zavzame vrednosti od —oo do 4+o00. Koordinati z in y zapiSemo kot

z =a(e —coshf), y=aVve? —1sinh&. (70.14)

Fourierove komponente (sedaj imamo opravka z razcepom v Fourierev integral)
izracunamo na podoben nacin kot v predhodnem primeru. Dobimo

Ta r rave? —1 )
Ty = ;Hl(i) (ive), Yo = —THi(j)(we), (70.15)

kjer je Hl(v1 ) Hankelova funkcija prve vrste cetrtega reda, vpeljali pa so tudi zapis

v —— = (70.16)
u%g )

na obmo¢ju majhnih vrednosti ¢ (pri ve€jih vrednostih £ integral hitro niha okoli nicle). Zato razvijemo
argument funkcije kosinus po potencah &:

Jn(ne) = %/Ooocos {n (1 _26254— %)] d¢;

ker integral hitro konvergira, smo zgornjo mejo poslali proti neskonénosti; ¢len z £ moramo obdrzati, ker je
¢len prvega reda pomnozen z majhnim koeficientom 1 —¢ ~ (1 —€?)/2. Zgornji integral lahko zapisemo v obliki
(70.9) z substitucijo, ki je o€itna.
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(vo je relativna hitrost delcev v neskonénosti; celotna energija je & = pv2). * V izracunih
smo uporabili rezultat iz teorije Besselovih funkcij

+oo .
/ PEESE g — i 1D (i), (70.17)

—0o0

Vstavimo (70.15) v enacbo

[glej (67.10)], pa dobimo

2.2 2 2 , 2
&, = % (;—11 - %) {[Hi(j) (ive))? + 66—21[H§j)(¢ue)]2} dw. (70.18)

Bolj kot energija nas zanima “efektivno sevanje” ob sipanju vzporednega snopa delcev
(glej §68). Izracunamo ga tako, da d&, pomnozimo z 2wpdp in integriramo po p od 0 do
neskoncnosti. Integral po p pretvorimo v integral po € (med 1 in oo), pri cemer upostevamo,
da je 2mpdp = 2ma®e de; to sledi iz definicije (70.12), v kateri sta vrtilna koli¢ina M in energija
& povezani s parametrom trka p in hitrostjo vy z

2

v
M = ppvo, € =p-

Tako dobimo integral, ki ga lahko integriramo z uporabo pravila
2
12 p 2| _ d !
z |:Zp + (; — 1) Zp:| = a(ZZpr),

kjer je Z,(z) poljubna resitev Besselove enacbe p-tega reda. ' Ce upostevamo, da gre Han-

kelova funkcija Hl(v1 )(iue) proti ni¢, ko gre e proti neskoncénosti, dobimo kot konéni rezultat
naslednjo enachbo:

Ar2Bw [ ey
ds, =

2
€2 (1), . ' .
m my m—2> |HZ’U (ZV)|HZ-,U (’Ll/) dw. (7019)
Oglejmo si mejna primera nizkih in visokih frekvenc. V integralu (definiciji Hankelove
funkcije)
+oo . 1)
/ V&b ) g¢ — in g (i), (70.20)
—00
je edino obmocje integracijskega parametra £, ki da znaten prispevek k vrednosti integrala,
tisto, za katero je eksponent velikostnega reda 1. Pri nizkih frekvencah (v < 1), je pomembno
obmocje velikih vrednosti £. Pri velikih £ pa je sinh& > €. Zato je priblizno
/ ) too
H Y (iv) ~ —% / e e — gV (i),

— 00

*Funkcija Hi(j)(iue) je imaginarna, odvod Hi(j),(iue) pa je realen.
tPravilo je neposredna posledica Besselove enacbe

2
Z”+§Z’+(1—§—)Z=0.
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Podobno ugotovimo, da je
W N~ gD
H,' (i)~ Hy’ ().

Z uporabo naslednjega priblizka za majhne x iz teorije Besselovih funkcij

2 2
iH (iz) ~ Sl

(y = €%, kjer je C Eulerjeva konstanta; v = 1.781...) dobimo konéni izraz za efektivno
sevanje pri nizkih frekvencah:

16 2 2 2 3 3
o= g (o= 2 ) (20w, w22, (70.21)
vge? \m1 ma Ywo «

Frekvencéna odvisnost efektivnega sevanja je torej logaritemska.

Pri visokih frekvencah (v > 1) pa je pomembno obmocje majhnih vrednosti ¢ v integralu
(70.20). Zato razvijemo eksponent v integrandu po potencah ¢ in dobimo priblizni rezultat

3 +oo ived ) R i€
aY (iv) z—l/ e e =~y (/ e§d€d§>.
T 0

S substitucijo iv¢3/6 = v integral prevedemo na funkcijo gama in dobimo

. 1/3
(1), - 1 6 1>
H. ~— — r{-).
w (@) ™3 <V> (3

2/3
W'y L (6 2
i = (9)"r(2).

Nato uporabimo rezultat iz teorije funkcije gama,

Podobno izpeljemo tudi

i
F(x)l'(1—2z)=
(@)1 —2) = ——,
in dobimo efektivno sevanje pri visokih frekvencah:
16ma? el es 2 ,uvg
ds, = W (m—l e dw, za w> " (70.22)

torej izraz, ki ni odvisen od frekvence.
Zakljucimo z obravnavo sevanja, ki nastane ob trku dveh delcev, med katerima deluje
odbojna Coulombska interakcija U = a/r (a > 0). Delca se gibata po hiperboli

2 _
—1+e€cosp = M, (70.23)
T

z = a(e+coshf), y=ave?— 1sinh¢,

t=1/ %ag(e sinh¢ + ¢) (70.24)
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[a in € sta definirana v (70.12)]. Vse rezultate lahko izrazimo s predhodnimi, zato ne bomo
zapisali celotnega postopka. Integral
1a too inh
Ty = — e (esinhE48) ginh ¢ d¢ (70.25)

w —0o0

za Fourierovo komponento koordinate z, se s substitucijo £ — 7w — £ prevede na integral, ki
velja v primeru privla¢ne interakcije, ki je pomnozen z dodatnim faktorjem —e™""; to velja
tudi za y,.

Zato se izraza za Fourierevi komponenti x,, in ¥y, v primeru odbojne sile razlikujeta od
istih izrazov v primeru privlacne sile za faktor e™™. Edina razlika v izrazu za sevanje je
torej dodatni faktor e 2™ . Pri nizkih frekvencah tako dobimo isti rezultat (70.12) (saj velja
e”2™ ~ 1, ko je v < 1). Pri visokih frekvencah pa je efektivno sevanje enako

16ma? el es 2 27rwa ,uvg
dsy = 55— —— ) exp dw, za w> "—. (70.26)
33/2p2c3 \m1 my pvs Q@

Efektivno sevanje pada eksponentno z naragcajoco frekvenco.

NALOGE

NALOGA 1. Izratunaj povprectno celotno jakost sevanja v primeru elipti¢nega gibanja dveh nabo-
jev, ki se privlacita.
Resitev: Z uporabo izraza (70.1) za dipolni moment dobimo za celotno jakost sevanja:

2u es \? o 207 (e e \2 1
a @) e (a9 @) 2
T 33 \my me 33 \my  mo) 4’

pri ¢emer smo uporabili gibalno enacbo u¥ = —ar/r?. Koordinato r izrazimo z ¢ iz enacbe orbite
(70.2) in z uporabo enatbe dt = ur® d¢/M nadomestimo Easovni integral z integralom po kotu ¢ (ki
tece od 0 do 27). Rezultat je povprecna jakost

T:—/ T — 93/2 e ey 2M5/2043|5|3/2 3_2|5|M2
3c3 \my  mo M5 po? )

NALOGA 2. Izrac¢unaj celotno sevanje AE ob trku dveh nabitih delcev.

Resitev: 'V primeru privlaéne interakcije je trajektorija hiperbola (70.11), v primeru odbojne
interakcije pa hiperbola (70.23). Kot med asimptotama hiperbole in njeno osjo je ¢p, ki ga dolo¢imo
z enacbo cos ¢y = 1/¢, kot odklona delcev (v koordinatnem sistemu, kjer tezis¢e miruje) pa je x =
|m — 2¢p0]|. Izracun potek podobno kot v prvi nalogi (integral izra¢unamo med mejama —¢g in ¢p). V
primeru privlac¢ne sile je rezultat

34, 5 2
_ F% 3 X X1 _ 2
A€ = 300l tan 5 [(W—l—x) (1+3tan 2)—|—6tan ] < ) ,

v primeru odbojne sile pa

A€ = %taﬁ%[(ﬁ— )(1+3tan 2) 6 tan X] <e—1—e—2>2.
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V obeh enacbah je x pozitiven kot, ki ga dolo¢imo z enacbo

X _ pwo’p

cot
2 a

Za celni trk (p — 0,x — 7) nabojev, ki se med seboj odbijata, tako dobimo

Ag = 0w’ <e_1 _ e_‘2>2.

45c3a \'m;  me

NALOGA 3. Izracunaj celotno efektivno sevanje pri sipanju snopa delcev na odbojnem Coulomb-

skem polju.
Resitev: Iskana kolicina je

0o ptoo 2 2 00 poo
2 : 1
X:/ / Idt27rpdp:i a e 27r/ / —dtpdp.
0 J_oo 3¢ \m1  me 0 J_oo Tt

Casovni integral nadomestimo z integralom po 7 vzdolz poti delca tako, da zapisemo dt = dr/v,.
Radialna hitrost v, = 7 lahko izrazimo z r z enacbo

2 M? PPue? 2«
= — —_ —_ = 2_ - - _ ——
Uy \/N {5 Sur? U(r)] \/vo = o

Po r moramo integrirati od co do razdalje najmanjse oddaljenosti ro = r79(p) (tocka, kjer je v, = 0),
nato pa ponovno od ry do 0o; to je enako z dva pomnozeni vrednosti integrala od ro do oo. Dvojni
integral najlaze izracunamo tako, da zamenjamo vrsti red integriranja: najprej integriramo po p, nato
pa po r. Tako dobimo

NALOGA 4. Izracunaj kotno porazdelitev celotnega sevanja, ki nastane, ko en naboj leti mimo
drugega, v primeru ko je hitrost tako velika (vseeno pa majhna v primerjavi s svetlobno), da je odklon
od premocrtnega gibanja majhen.

Resitev: Odklonski kot je majhen, ¢e je kineti¢na energija uv? /2 velika v primerjavi s potencialno
energijo, ki je velikostnega reda a/p (uv? > a/p). Kot ravnino gibanja si izberemo ravnino XV,
izhodisce postavimo v tezi§ce, os X pa v smeri hitrosti. V prvem priblizku je trajektorija ravna ¢rta
x = vt, y = p. V naslednjem priblizku se gibalni enacbi glasita

a T avt

pE = 5= N o, Y=
r2 r3’

ﬁw|g
S
Q
)

kjer je

=z +y? ~\/p? + 2.
Z uporabo (67.7) dobimo

2 o0
A&, = do-t— {e—l - e—ﬂ / (&% + §% — (¥nx + yny)] dt,

3
ded |m; mo| ) o

kjer je n enotski vektor v smeri diferencialnega prostorskega kota do. Integrand izrazimo z t in
izracunamo integral. Dobimo

012 €1 €9 2 2 2

dé,

n = 32ve3p3
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8§71 Kvadrupolno in magnetno dipolno sevanje

Sedaj si bomo ogledali sevanje, ki je povezano z visjimi ¢leni v razvoju vektorskega potenciala
po potencah razmerja med velikostjo sistema a in valovno dolzino A. Ker je a/\ majhna
koli¢ina, so ti ¢leni obi¢ajno majhni v primerjavi s prvim (dipolnim) ¢lenom, so pa pomembni
tedaj, ko je dipolni moment sistema enak ni¢, in sistem ne seva dipolno.

Integrand v (66.2)

1
A=— [jyieadV,
Ry / Jv4x2
razvijemo po potencah r-n/c do prvega reda:

1 1 0
A=— [ jpdV+ 55— ‘n)jy dV.
CRO /Jt + C2R0 at/ /(r n).]t

Vstavimo j = pv in upostevamo, da so naboji tockasti. Dobimo

_Yev 1 0
A—(RO+§RM%Z}Wrn) (71.1)

(V nadaljevanju bomo spuscali indeks ¢’ pri vseh koli¢inah, podobno kot smo to storili v § 67.)
Drugi ¢len preoblikujemo:

10 1 1
V(I' . n) = Ear(n . I') + —v(n . r) — 5]:'(:n . V)
10 1
= Ear(n-r)—l—i(rxv) X 1.
Za A dobimo izraz
d 1 0? 1 .
A= E—F—QCQRO@Zer(n.r)—i-%(mxn), (712)

kjer je d dipolni moment sistema, m pa je magnetni moment:

m:%CZerxv.

V nadaljevanju bomo upostevali, da lahko k A pristejemo poljuben vektor, sorazmeren z
n, ne da bi s tem spremenili polje, saj sta po (66.3) polji H in E invariantni na taksne
transformacije. Zato lahko (71.2) nadomestimo z

d 1 92 1

A=—+——— 3r(n-r) —nr’] + —mm x n.

CR() + 662R0 (9152 Ze[ I‘(l’l I‘) nr ] + CRO n
Izraz, ki sledi znaku za seStevanje, je zmnozek ngD,g vektorja n in tenzorja kvadrupolnega
momenta Dyg = > e(3z,25 — dap7%) (glej § 41). Vpeljemo vektor D s komponentami Dy =
Dggng in dobimo koncni izraz za vektorski potencial

L1,
A=—+_— D+ —mxn. (71.3)
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192 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 71

S poznanim potencialom A lahko dolo¢imo polji sevanja H in E z uporabo sploSne enacbe
(66.3):

H:%{dxn—i—&Dxnjt(an)xn}
X X (71.4)

Jakost sevanja dI v diferencialni prostorski kot do je podana s splosno enacbo (66.6). Tu
bomo izracunali celotno sevanje, torej energijo, ki jo sistem izseva v vse smeri prostora na
enoto Casa. V ta namen bomo izracunali povprecje dI po vsem smereh n; celotno sevanje
je enako temu povprecju, pomnozenem z 4w. Pri ra¢unanju povprecja kvadrata magnetnega
polja odpadejo vsi navzkrizni zmnozki v H, preostanejo le povprec¢ni kvadrati treh ¢lenov. S
preprostim izracunom * dobimo naslednji rezultat za I:

2 . 1 .2 2 .
I= ng + Tgo5 Das + @m? (71.5)
Celotno sevanje je sestavljeno iz treh neodvisnih prispevkov, ki se imenujejo dipolno,
kvadrupolno in magnetno dipolno sevanje.

Omenimo naj, da pri §tevilnih sistemih magnetnega sevanja ni. Ni ga na primer pri
sistemih, v katerih imajo vsi naboji enako razmerje med nabojem in maso (v tem primeru tudi
dipolnega sevanja ni, glej § 67). V taksnem sistemu je namre¢ magnetni moment sorazmeren
z vrtilno kolic¢ino (glej § 44), zato se ohranja tudi magnetni moment, m = 0. Iz istega razloga
tudi poljubni sistem dveh delcev ne seva kot magnetni dipol (glej nalogo v § 44. V tem
primeru ne moremo ni¢ reci o obstoju dipolnega sevanja).

NALOGE

NALOGA 1. Izratunaj celotno efektivno sevanje pri sipanju snopa nabitih delcev na delcih iste
vrste.

Resitev:  Pri sipanju identi¢énih delcev ne pride do dipolnega sipanja (pa tudi do magnetnega
dipolnega sipanja ne), zato moramo izracunati kvadrupolno sevanje. Tenzor kvadrupolnega moment
sistema dveh enakih delcev (glede na njuno tezisce) je

Dag = §(3l’a$3 - T25a5),

* Povprecje vrednosti zmnozka komponent enotskega vektorja lahko izra¢unamo z uporabnim trikom. Ker
je tenzor nyng simetricen, ga lahko izrazimo z enotskim tenzorjem d,3. Ker je sled tenzorja enaka ena, mora

veljati
15
Nang = —0ag8-
allp 3 B

Povprecje zmnozka Stirih komponent je

1
NaNgNyNs = 1—5(5ag675 + 60,765;5 + 5a5(557).

Desno stran smo sestavili iz enotskih vektorjev na tak nac¢in, da smo dobili tenzor cetrtega reda, ki je simetricen
v vseh svojih indeksih; koeficient smo dobimo tako, da skréimo po dveh parih indeksov, pri ¢emer moramo
dobiti ena.
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pri ¢emer so z, komponente vektorja medsebojne oddaljenosti med delcema r. Tenzor D,g najprej
trikrat odvajamo, nato pa prvi, drugi in tretji odvod koli¢in z, po ¢asu izrazimo z relativno hitrostjo
med delcema v, kot:

e‘rTy, Mm... 9 UaT — 3TaUr
et

Lo = Vo, HTaq = ?ma = D) A )

kjer je v, = v - r/r radialna komponenta hitrosti (druga enacba je gibalna enacba naboja, tretjo pa
dobimo z odvajanje druge). Izracun nas pripelje do naslednjega izraza za jakost:

2
Dag - 266

T 1805 15micort

(v* + 1103)
(v* = v} +v3); v in vy lahko izrazimo z r z uporabo enach

4¢? pU
2 2 0
V=g — —, Uy = —.
O T ? r
Casovni integral nadomestimo z integralom po r na enak nacin, kot smo to storili v tretji nalogi v
§ 70. Zapisemo

dr dr
dt = — = .
Up 2 p2vg 4e?
vE — £ — 2
T mnr

V dvojnem integralu (po p in po r) najprej opravimo integracijo po p, nato pa po r. Kot konéni
rezultat tako dobimo
47 etvd
K= ——F.
9 mcd

prostoru in pri tem sevajo.
Resitev: Iskano silo F dobimo tako, da izracunamo, koliko gibalne koli¢ine se izgubi na enoto
casa, torej gostoto toka gibalne koliCine, ki jo odnese elektromagnetno valovanje, ki ga seva sistem:

Fy = —7{0&3 = —/oagngRg do;

integriramo po veliki sferi polmera Ry. Napetostni tenzor je podan z enatbo (33.3), polji E in H pa z
(71.4). Ker sta ti polji precni, se integral poenostavi na

1 ‘
F= —§/2H2nR§ do.

Povpre¢je po smeri n dobimo z uporabo ena¢b v opombi na strani 192 (produkt lihega stevila kom-
ponent vektorja n ne prispeva ni¢). Rezultat je: *

1 1. . .
Fo = T dncd {_Daﬁdﬁ + 2 (d xm)q

*Omenimo naj, da je ta sila visjega reda po 1/c kot Lorentzeva sila trenja (§ 75). Slednja ne prispeva k
celotni sili odboja: vsota sil (75.5), ki delujejo na delec v elektri¢no nevtralnem sistemu, je enaka nic.
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872 Sevalno polje v blizini izvora

Enacbe za dipolno sevanje smo izpeljali za polje pri razdaljah od izvora, ki so velike v primer-

javi z valovno dolzino (in ki so Se toliko vecje od razseznosti sistema, ki seva). V tem razdelku

bomo kot prej predpostavili, da ja valovna dolzina velika v primerjavi z velikostjo sistema,

ogledali pa si bomo polje pri razdaljah, ki so enakega velikostnega reda kot valovna dolzina.
Enacba (67.4) za vektorski potencial

1

A=—d
CR()

(72.1)
Se vedno velja, ker smo pri njeni izpeljavi privzeli le to, da je Ry velik v primerjavi z
razseznostjo sistema. Vendar pa zdaj polja ne moremo ve¢ smatrati kot ravno valovanje niti
na majhnih obmo¢jih prostora. Enacbi (67.5) in (67.6) za elektri¢no in magnetno polje ne
veljata ve¢. Polji lahko zato izracunamo le tako, da najprej dolo¢imo tako vektorski potencial
A kot skalarni potencial ¢.

Enacbo za skalarni potencial lahko dobimo neposredno iz tiste za vektorski potencial, ¢e
si izberemo umeritev (62.1),

10¢
VAo =0,

V to enatbo vstavimo (72.1) in integriramo po ¢asu. Dobimo

d
p=-V- R’ (72.2)
Integracijsko konstantno (poljubno funkcijo koordinat) smo izpustili, saj nas zanima le tisti
del potenciala, ki se spreminja s ¢asom. Spomnimo naj, da moramo v enacbi (72.2), tako kot
v enacbi (72.1), vzeti vrednost d ob ¢asu t' =t — (Rp/c). *
Jakost elektricnega in magnetnega polja ni tezko izracunati z uporabo obicajnih zvez med
potencialoma in poljema:

1 d
H-=—- — 2.
ch Ry’ (72.3)
d 1d
E = ) - = 2.4
V(V Ro) 62R0 (7 )

Izraz za E lahko zapiSsemo v drugacni obliki, ¢e upostevamo, da je dy /Ry [tako kot poljubna
druga funkcija koordinat in ¢asa oblike 1/ Ry f(t — Ro/c)] resitev valovne enacbe

102 /d d
c—zﬁ(R_[))‘A(R_[))'

Vx(Vxa)=V(V-a)—Aa

7 uporabo pravila

*Vcasih vpeljemo Hertzev vektor, definiran kot

Tedaj lahko zapiSemo
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dobimo
E=V x (V x i). (72.5)
Ry

Dobljeni rezultati dolocajo polje pri razdaljah, primerljivih z valovno dolzino. Pazljivi
moramo biti na to, da v vseh zapisanih enatbah ne smemo izpostaviti 1/Ry pred znak za
odvod, saj je razmerje med ¢leni reda 1/R3 in 1/Ry enakega velikostnega reda kot \/Ry.

Zapisimo Se enacbe za Fourierove komponente polja. Komponento H,, dolo¢imo tako, da
v (72.3) vstavimo namesto H in d njuni monokromatski komponenti H,e~*"? in d,,e~**. Pri
tem moramo paziti, da se koli¢ine na desnih straneh enacb od (72.1) do (72.5) nanasajo na
cas t' =t — (Ro/c). Zato moramo namesto d vstaviti izraz

Ro

dwe*iw( *7) — g, e witikRo,

Dobljen izraz delimo §e z e~** in dobimo

cikRo ik Ro
H, = —ikV x <dw o ) =i4kd, x V Ry
Ce izracunamo Se odvod pa sledi
H, = ikd, x n (1% - R%) ko, (72.6)
kjer je n enotski vektor v smeri Ry.
Na podoben nacin dobimo iz
B, = Kd, 5 4 (dy - V)V,
Ry Ry
z odvajanjem pa od tod sledi
E,=d, <Z—Z + l% — RL(:’;) etkRo 4 n(n-d,) <—Z—Z — % + R%’;) etk o (72.7)

Pri velikih razdaljah v primerjavi z valovno dolzino (kRy > 1) lahko zanemarimo ¢lene
reda 1/R3 in 1/R} v enacbah (72.7) in (72.6), in dobimo polje v “valovnem obmoéju”:
k? ik R k? ik R,
E,6 = R—On x (dy x n)e™™ H, = —R—Odw x net® o,
Pri razdaljah, ki so majhne v primerjavi z valovno dolzino (kRy < 1), lahko zanemarimo
¢lena z 1/Ry in 1/R? in postavimo e = 1; tedaj je

E, = — [3n(dy - n) — d],

kar je enako stati¢nemu polju elektri¢nega dipola (§ 40); v tem priblizku magnetnega polja
ni.

NALOGE
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NALOGA 1. Izrac¢unaj polji kvadrupolnega in magnetno dipolnega sevanja v blizini izvira.
Resitev: Zaradi enostavnosti predpostavimo, da elektri¢nega dipolnega sevanja ni. Tedaj velja

(glej izracun v § 71):
1 v 1 Ji—z
= = i R - . —c<d
C/Jt,?R c/(r V)R0 v,

kar dobimo z razvojem por = Rg—R. V nasprotju z izpeljavo v § 71 tu ne moremo izpostaviti faktorja
1/Ry pred znak za odvajanje Diferencialni operator prenesemo pred integral in integral zapiSemo s
tenzorskim zapisom:

1 0 -T,Bja

" ¢dX3 ) Ro v

(X3 so komponente krajevnega vektorja Ro). Integral pretvorimo v vsoto po nabojih in dobimo

A _ 1 0 (PFevaws)r
« C@Xﬁ Ro ’

Kot v § 71 lahko ta izraz razcepimo na kvadrupolni in magnetni dipolni del. Ustrezna skalarna
potenciala izracunamo iz vektorskih potencialov na enak nacin kot v § 71. Tako dobimo za kvadrupolno
sevanje

4 - L 9 Doy 1 0 Dag
“ 6c0Xg Ry’ = 60X.Xp Ro’
za magnetno dipolno sevanje pa
m
A=Vx—, ¢6=0
X o [0)

[vse koli¢ine na desnih straneh enacb se kot vedno nanasajo na ¢as t' =t — (Rp/c)].
Jakosti polja magnetnega dipolnega sevanja sta
1 m
E=—-—-Vx—, H=V x(V xmRy).
C RO
S primerjavo z (72.3) in (72.5) ugotovimo, da se E in H zapiSeta z m na enak nacin, kot se E in H
zapiSeta z d v primeru elektricnega dipolnega sevanja.
Spektralne komponente potencialov kvadrupolnega sevanja so
lk (w) a eikRo 82 eikRo
6 *¥ 09Xz Ry’

5@ = Lp@

Alw) — - .
o 6 % 0X,0Xs Ry

Ker sta izraza za polje zelo kompleksna, ju ne bomo zapisali.

NALOGA 2. Izracunaj, kako hitro izgublja vrtilno koli¢ino sistem nabojev zaradi dipolnega sevanja
elektromagnetnih valov.

Resitev: Iz enacbe (32.9) izvemo, da je gostota toka vrtilne koli¢ine elektromagnetnega valovanja
podana s prostorskimi komponentami tenzorja cetverca z'T* —z*T%, Preselimo se v tridimenzionalni
zapis in vpeljemo tridimenzionalni vektor vrtilne kolic¢ine s komponentami £eqs,M°7; gostota toka je
tedaj podana s tridimenzionalnim tenzorjem

1
560437(33/3‘7“15 — T4085),

kjer je oap = T8 tridimenzionalni Maxwellov napetostni tenzor (vse indekse pisemo spodaj v skladu
z obic¢ajnim dogovorom za tridimenzionalni zapis). Celotna vrtilna koli¢ina, ki jo izgubi sistem na
enoto casa, je enaka pretoku vrtilne koli¢ine sevanja skozi krogelno povrsino polmera Ry:

dM,
dz = feagwmgcrwng df,
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kjer je df = R2do, n pa je enotski tenzor v smeri Rg. Uporabimo tenzor 0,3 iz (33.3) in dobimo

Ko uporabimo to enacbo za sevalno polje pri veliki oddaljenosti od sistema, se ne smemo ustaviti
pri ¢lenih reda ~ 1/Rp; v tem priblizku je n-E = n-H = 0, zato bi bil integral enak ni¢. Te ¢leni
[podani z (67.5), (67.6)] zadostujejo, da izrac¢unamo faktorja n x E in n x H; longitudinalni komponenti
polja n-E in n-H dobimo iz ¢lenov reda ~ 1/R3 (posledica tega je, da integrand v (1) postane ~ 1/R}
in razdalja Ry odpade iz resitve, kot tudi mora). V dipolnem priblizku A > a, zato moramo lo¢iti
clene, ki vsebujejo dodatne faktorje [glede na (67.5),(67.6)] ~ A/ Ry ali ~ a/Ry; zadostuje, da obdrzimo
prve. Te ¢lene dobimo iz (72.3) in (72.5); z izrac¢unom do drugega reda po 1/Ry dobimo *

2 )
E-n:@n-d, H-n=0. (2)

V (1) vstavimo (2) in (67.6), pa dobimo

M 1
dt  2wc3

/(nxd')(n-d)do.

Integrand nato zapisemo kot eqs,nsd,nsds in izracunamo povprecje po smeri n. Sledi

dM 2 . .
o T T3t d ®)

Omenimo naj, da je za linearno nihalo (d = dg coswt z realno amplitudo dy) izraz (3) enak ni¢;
takSen sistem ne izgublja vrtilne koli¢ine s sevanjem.

8§73 Sevanje hitrega delca

Obravnavajmo nabiti delec, ki se giblje s hitrostjo, ki ni majhna v primerjavi s svetlobno.

Enacb iz § 67, ki smo jih izpeljali ob predpostavki v < ¢, ne moremo neposredno uporabiti.
Lahko pa delec obravnavamo v opazovalnem sistemu, v katerem delec ob izbranem trenutku
miruje; v tem opazovalnem sistemu omenjene enacbe seveda veljajo (poudariti moramo, da
lahko to storimo le za en sam delec; za sistem ve¢ delcev v sploSnem ne moremo poiskati
opazovalnega sistema, v katerem bi vsi delci hkrati mirovali).

V tem opazovalnem sistemu delec v casu dt izseva energijo

2
d€ = %wQ dt (73.1)

[kar sledi iz (67.9)], kjer je w pospesek delca v tem opazovalnem sistemu. V tem opazovalnem
sistemu je celotna izsevana gibalna koli¢ina enaka ni¢:

dP = 0. (73.2)

Izsevana gibalna koli¢ina je namre¢ podana z integralom gostote gibalne kolicine v polju
sevanja po sklenjeni ploskvi, ki obkroza delec. Ker je dipolno sevanje simetric¢no, sta gibalni
koli¢ini, oddani v dve nasprotni smeri, po velikosti enaki, a nasprotnih smeri; zato je integral
identi¢no enak nic.

*Od ni¢ razli¢no vrednost za n - H bi dobili le, ¢e bi upostevali ¢lene visjega reda po a/Ro.
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Da se bomo lahko preselili v poljubni opazovalni sistem, moramo najprej enacbi (73.1) in
(73.2) zapisati v stiridimenzionalni obliki. Hitro se lahko prepri¢amo, da moramo “izsevano
cetverno gibalno kolicino” dP; zapisati kot

dP' = - —— — st = - — %yl ds. 73.3
3c ds ds 3c ds ds ( )
V opazovalnem sistemu, kjer delec miruje, so namrec prostorske komponente ¢etverca hitrosti
du’ enake ni¢, tako da velja
duf duy w
ds ds ¢V’
zato so prostorske komponente cetverca dP’ enake ni¢, ¢asovna komponenta pa je enaka
enacbi (73.1).
Celotna cetverna gibalna kolic¢ina, ki jo izseva delec, ko potuje v danem elektromagnetnem
polju, je enaka integralu izraza (73.3), torej

. 2e? duf duy |
AP'= —— [ — ——dz". 73.4

3c / ds ds o ( )
To ena¢bo lahko zapiSemo tudi drugace, ¢e Getverec pospeska du’/ds zapiSemo s tenzorjem
elektromagnetnega polja, pri Gemer uporabimo gibalno enacbo (23.4):

dup e !
—— = —F]
¢ ds c ki
Dobimo
i 2¢* I\ pkm i

Casovni komponenti enacb (73.4) in (73.5) sta enaki celotni izsevani energiji AE. Ce vse

cetverne koliCine zapiSemo s tridimenzionalnimi oblikami, dobimo
2 (vxw)?
o 262 * w* — —z

=55/ . 7( —2—5)3 dt (73.6)

(w = v je pospesek delca). Iz enacbe (73.5) pa dobimo

neo 2 [ (E+lvxHY - L(E -v)?

- 2.3 v2
Imacd | - %

dt. (73.7)

Izraza za celotno izsevano gibalno koli¢ino se od zgornjih dveh izrazov razlikujeta le v tem,
da imata v integrandu dodatni faktor v.

Iz enacbe (73.7) je razvidno, da je pri hitrostih blizu svetlobne celotna izsevana energija
na enoto ¢asa od hitrosti odvisna kot [I — (v?/c?)]"!, in je torej sorazmerna s kvadratom
energije potujocega delca. Edina izjema je gibanje v elektricnem polju v smeri polja. V tem
primeru se faktor [I — (v?/c?)] v imenovalcu okrajsa z enakim faktorjem v §tevcu, tako da
sevanje ni odvisno od energije delca.

Zanima nas Se kotna porazdelitev sevanja hitrega delca. Pri reSevanju te naloge si pomag-
amo z Lienard-Wiechertovima izrazoma za polji, (63.8) in (63.9). Pri velikih oddaljenostih

Polje, v. 1



73 SEVANJE HITREGA DELCA 199

zadostuje, ¢e obdrzimo ¢len najnizjega reda po 1/R [drugi ¢len v (63.8)]. Ce vpeljemo enotski
vektor n v smeri sevanja (R = nR), dobimo enacbi

SEE R o

C

kjer moramo vse koli¢ine na desni vzeti ob “zakasnjenem” Casu t' =t — (R/c).
Jakost sevanja, izsevanega v prostorski kot do, je dI = (¢/4n)E?R? do. Razvijemo E? in

dobimo
2

dl = ¢’ 2(1’1 ’ W)(v ’ W) w2 B (1 — Z—Z) (n . W)2
47Tc3 v 5 ~ vn 1 ~n -
c(l=22)  (1-+2) (1 — v

c

do. (73.9)

Ce nas zanima kotna porazdelitev celotnega sevanja, ki je nastalo med gibanjem delca,
moramo jakost integrirati po ¢asu. Pri tem je pomembno, da upostevamo, da je integrand
funkcija spremenljivke t'; zato moramo zapisati

ot o, n-v ,
dt_%dt_(l— - )dt (73.10)

[glej (63.6)], nato pa lahko brez tezav integriramo po t'. Tako dobimo naslednji izraz za
celotno sevanje v prostorski kot do:

= — + -
N T B (T R (R O

2 2 1—- V—.) n-w)?
gy = -© do/ 2(n - W)(V‘f W) hid (1) w a'. (73.11)
Kot je razvidno iz (73.9), je v splosnem kotna porazdelitev sevanja dokaj zapletena. V
ultrarelativisti¢cnem primeru, ko je (1 —v/c) < 1, pa ima porazdelitev karakteristi¢no obliko,
ki je povezana s prisotnostjo visokih potenc razlike 1 — (v-n/c) v imenovalcih razli¢nih ¢lenov
v tem izrazu. Zato je jakost velika v ozkem kotnem obmocju, za katere je razlika 1 — (v-n)/c
majhna. Z 6 oznacimo kot med n in v. Velja

v v 0% 1 v?
l—-cosfrl——+—~r=-[1-=+06°);
ccos c+2 2( 02+ ),

1)2
0~ 1= (73.12)

Zato ultrarelativisticni delec seva predvsem v smeri svojega gibanja, na ozkem kotnem
obmocju (73.12) okoli smeri vektorja hitrosti.
Poudariti moramo $e, da pri poljubni hitrosti in pospesku delca vedno obstajata dve smeri,
v katerih je jakost izsevane svetlobe enaka ni¢. To sta smeri, za kateri je vektor n — (v/c)
vzporeden z vektorjem w, tako da je polje (73.8) enako ni¢. (Glej nalogo 2 v tem razdelku.)
Koné¢no bomo podali e izraza, v katera se (73.9) poenostavi v dveh posebnih primerih.
Ce sta hitrost in pospesek delca vzporedna, je

ta razlika je majhna za

(& w X 1n
H:ﬁ(l_u)i“

C
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jakost pa je
_ e? w? sin®
4mc? (1 - %COS 0)6

Jakost je seveda simetricna okoli skupne smeri vektorjev v in w, in je enaka ni¢ v smeri

hitrosti (¢ = 0) in v nasprotni smeri (# = 7). V ultrarelativisticnem primeru ima jakost kot

funkcija spremenljivke 6 dva ostra vrhova na obmodcju (73.12) in naglo pade k ni¢ pri § = 0.
Ce sta hitrost in pospesek med seboj pravokotna, potem iz (73.9) dobimo

do. (73.13)

e2w? 1

(1 — Z—;) sin? @ cos? ¢
dI = 3 i~ 6
dme (1 - %cos 0) (1 - %cos 0)

do, (73.14)

kjer je @ ponovno kot med n in v, kot ¢ pa je kot azimuta vektorja n glede na ravnino, ki je
napeta na vektorja v in w. Jakost je simetri¢cna glede na ravnino vektorjev v in w in je enaka
ni¢ v dveh smereh v tej ravnini, ki lezita pod kotom 6 = cos !(v/c) glede na vektor hitrosti.

NALOGE

NALOGA 1. Izracunaj celotno sevanje relativisticnega naboja ey, ki leti s parametrom trka p skozi
Coulombsko polje z nepremic¢nim srediscem (torej skozi potencial ¢ = e2/r).
Resitev: Med letom skozi polje, se relativisti¢ni delec le malo ukloni *. Zato lahko hitrost v v
(73.7) smatramo kot konstanto, tako da je polje na mestu delca enako
r eor

_ el
E= r2 (p? +U2t2)3/2’

kjer je x = vt in y = p. Izracunamo integral po ¢asu (73.7) in dobimo

AE mejes  4c® —v?
12m2c3pdv ¢ — 02’

Slika 12:

NALOGA 2. V kateri smeri je jakost sevanja premikajocega se delca enaka ni¢?

*Za v ~ c lahko do uklona za velik kot pride le za parameter trka p ~ 62/m027 kar pa nas pripelje izven
domene klasi¢ne elektrodinamike.
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Resitev: Iz geometrijske konstrukcije (slika 12) je razvidno, da iskana smer n lezi v ravnini, napeti
na vektorja v in w, z vektorjem w pa tvori kot x:

. v .
siny = —sina,
c

kjer je a kot med v in w.
NALOGA 3. Poisci jakost sevanja delca, ki se giblje stacionarno v polju krozno polariziranega

elektromagnetnega valovanja.
Resitev: Iz rezultatov tretje naloge v § 48 razberemo, da se delec giblje po krogu, in da je njegova
hitrost ves cas vzporedna z H in pravokotna na E. Njegova kineti¢na energija je

2
—— /PP -miE =y
1—v2/c?

(uporabljamo enak zapis kot v omenjeni nalogi). Z uporabo enacbe (73.7) dobimo jakost sevanja

B\ 2

()
mew

NALOGA 4. Kot predhodna naloga, tokrat za linearno polarizirano valovanje.

Resitev: Iz druge naloge v § 48 izvemo, da se delec giblje v ravnini XY, v kateri lezi smer Sirjenja
valovanja (os X) in vektor E (os Y); polje H kaze v smeri osi Z (velja H, = E,). Iz (73.7) dobimo

I 2e* E?  2e'E}
© 3m2c3 1 -2/ 3m2c3

_ 2¢"E? (1 —vg/c)?
© 3m2c 1—v2/c?

Izracunamo povprecje po periodi gibanja, pri cemer uporabimo parametrizacijo iz zgoraj omenjene

naloge, in dobimo
etE? L 3 ([ ek 2
8 \ mecw

3m2¢3

I=

§74 Sinhrotronsko sevanje (zavorno sevanje)

Oglejmo si sevanje nabitega delca, ki se giblje s poljubno hitrostjo po krozni tirnici v homo-
genem in nespremenljivem magnetnem polju; takSno sevanje se imenuje magnetno zavorno
sevanje (nem. bremsstrahlung). Polmer orbite r in krozno frekvenco gibanja wy lahko izraz-
imo z jakostjo polja H in hitrostjo delca v z enacbama (glej § 21):

H 2
M=t (74.1)
eH\/1— 2% T  mc c

r =

Celotna jakost sevanja v vseh smereh je podana neposredno z (73.7), Ce izpustimo inte-
gracijo po casu in postavimo E =0 in H1v:
2 4H2 2
[=—=7Y (74.2)
3m2cd ( - %)
C

Vidimo, da je celotna jakost sorazmerna s kvadratom gibalne koli¢ine delca.
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Slika 13:

Ce nas zanima kotna porazdelitev sevanja, potem moramo uporabiti enatbo (73.11).
Pomembna koli¢ina je povprecna jakost po periodi gibanja. Dobimo jo tako, da integriramo
(73.11) po ¢asu obhoda delca po krogu in rezultat delimo z T' = 27 /wy.

Naj bo ravnina krozenja ravnina XY (izhodis¢e postavimo v sredisce kroga), ravnina Y Z
pa naj bo izbrana tako, da smer sevanja n lezi v njej (slika 13). Magnetno polje kaze v
negativni smeri vzdolz osi Z (smer gibanja delca na sliki 13 ustreza pozitivno nabitemu delcu
z nabojem e). Naj bo 6 kot med smerjo k sevanja in osjo Y, kot ¢ = wgyt pa smer med
krajevnim vektorjem delca in osjo X. Kosinus kota med k in hitrostjo v je tedaj cos @ cos ¢
(vektor v lezi v ravnini XY, in je ves ¢as pravokoten na krajevni vektor delca). Pospesek
delca w zapisemo s poljem H in hitrostjo v z uporabo gibalne enacbe [glej (21.1)]:

i 2

e v

w=— 1——2v><H.
mc c

L A2 2 <1 v2> /27r (1 — ‘é—j) sin? 0 + (% — cos 0 cos ¢)2
0

- 5
c? (1 — %cos@cosqﬁ)

Po preprostem izracunu dobimo

dg (74.3)

(integracijo po Casu smo spremenili v integracijo po kotu ¢ = wpyt). Integracija je sicer
elementarna, vendar dolgotrajna. Kot rezultat dobimo

e'H2v? (1 — ‘é—j) 2+ Z_: cos? 0 (1 - Z—j) (4 + ‘C’—j cos? 0) cos? 6

dl = do -
2.5 5/2 7/2
8rmc (1 — ‘C’—i cos? 9) 4 ( — Z—i cos? 9)

(74.4)

Razmerje med jakostjo sevanja pod kotom 6 = m/2 (pravokotno na tirnico delca) in
jakostjo pod kotom 6 = 0 (v ravnini tirnice) je

(%)0 _ 4+3Z_§ 745
(@) = 2\5/2° (74.5)
do/x/2 8( _Z_2>

Ko gre v — 0, postane to razmerje enako 1/2, pri hitrostih blizu svetlobne pa je zelo veliko.
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Dolocimo sedaj Se spektralni razcep sevanja. Ker je gibanje naboja periodi¢no, imamo
opravka z razvojem v Fourierovo vrsto. Pri racunu si pomagamo z vektorskim potencialom.
Fourierove komponente vektorskega potenciala dobimo z integralom [glej (66.12)]:

eikRo . K
An =BT 7{ o dr,

pri katerem moramo integrirati vzdolz trajektorije delca (po krogu). Koordinati delca sta
x = rcoswygt in y = rsinwyt. Kot integracijsko spremenljivko si izberemo kot ¢ = wpt.
Upostevamo, da je

k-r=krcosfsing = (nv/c)cos@sin ¢

(k = nwg/c = nv/cr), in za Fourierove komponente vektorskega potenciala v smeri osi X
dobimo

2
on = — ev eszo em(d)—% cos 6 sin ¢) sind)dd).
2mcRy 0

S takSnim integralom smo Ze racunali v § 70. Izrazimo ga lahko z odvodom Besselove funkcije:

_ _’icl ikRy 71 (VU
A== e Jn< - coso). (74.6)

Podobno izracunamo tudi A,,:

e

_ ikRo 7 (MU
A = ooy ( - Cos0>. (74.7)

Komponenta v smeri osi Z je seveda enaka nic.
Z uporabo enacb iz § 66 dobimo jakost sevanja s frekvenco w = nwpy v diferencialni
prostorski kot do:

c c
dI, = §|Hn|2R§ do = [k x A, |*R3 do.
Upostevamo, da je
|A x k| = AZK* + AZK* sin® 6,
in v izraz vstavimo (74.6) in (74.7), pa dobimo jakost sevanja (G. A. Schott, 1912):

n2e* H? v? 9 49 (MU v? 9 (mu
drI,, = Dy (1 - c_2> [tan 0 J, <? oS 0) + C—2Jn (? oS 9)] do. (74.8)

Celotno jakost sevanja v vse smeri prostora pri frekvenci w = nwpy dobimo tako, da zgornji
izraz integriramo po vseh kotih. Ta integral zal ni izracunljiv v zakljuceni obliki. Z nekaj
transformacijami in z uporabo zvez iz teorije Besselovih funkcij lahko integral zapiSemo v

obliki

m2c2v c?

2etH? (1 -4 vfe
L= (1-5) ["—ZQJQR (@)—ﬁ (1_f) / Jgn(zné)dgl. (74.9)
C C 0

Bolj podrobno si bomo ogledali ultrarelativisticni primer, ko je hitrost delca blizu svetlobne
hitrosti.
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Ce postavimo v = ¢ v §tevec enacbe (74.2), ugotovimo, da je v ultrarelativistiénem primeru
celotna jakost sinhrotronskega sevanja sorazmerna s kvadratom energije delca &:

_ 2etH? <i>2 (74.10)

3m2c3 \ ' mc?
Kotna porazdelitev sevanja je moc¢no anizotropna. Delec seva predvsem v ravnini

krozenja. Sirino Af obmotja kotov, v katere je izsevana veéina sevanja, dolo¢imo iz pogoja
1— (v?/c?)cos?f ~ 1 — (v?/c?), e zapisemo 0 = /2 + Af, sinf ~ 1 — (A)2/2. Ocitno velja

*

v2 mc?

Af ~4/1 2= ¢ (74.11)
V nadaljevanju bomo pokazali, da je v ultrarelativisticnem primeru najbolj izdatno sevanje
s frekvencami z visokimi indeksi n (Arzimovi¢ in Pomerancuk, 1945). Zato lahko uporabimo
asimptoti¢no enacbo (70.9), po kateri velja

Jon (2n€) & ®[n?3(1 — &) (74.12)

1
Jrnl/3

To vstavimo v enacbo (74.9) in dobimo naslednjo enatbo za spektralno porazdelitev se-
vanja za velike vrednosti n: |

2 4H2mc 1/2 00
[ =% \/_m S {q)/(u) +g/ B (u) du}, (74.13)

wn2s (Y
3

Ko gre u — 0, gre funkcija med zavitima oklepajema proti konstantni limiti ®'(0) =
—0,4587... ¥ 8 Zato za u < 1 velja

4H2 2 £ 3
Iy =052 <ﬂ> n'? 1<n< <—2> . (74.14)
2¢ & me

Za u > 1 lahko uporabimo asimptotiéni izraz za Airyjevo funkcijo (glej opombo na strani
152). Dobimo

5/2
I, = o <mTC2> S 2, (me > (£ 3 (74.15)
" 2{/mm?c3 P73 e " mc?) '

*Ta rezultat je seveda v skladu s kotno porazdelitvijo jakosti, ki smo jo dolocili v predhodnem razdelku
[glej enacbo (73.12)]; vseeno pa naj bralca opozorimo, da kot 6 v tem razdelku ni enak kotu 6 med vektorjema
ninvv§73.

TPri tem smo limito integrala n?/? poslali proti neskonénosti, saj s tem ne izgubimo na natancnosti; poleg
tega smo postavili v = ¢, kjer smo mogli. Ceprav so v integralu (74.9) pomembne vrednosti £ okoli 1, je
uporaba enacbe (74.12) vseeno dopustna, saj integral hitro integrira na spodnji meji.

41z definicije Airyjeve funkcije sledi

- 36T (2
:——/ §sm \/_131/3/ x*1/3sinmdx:_T7£3)'

/ z~ " sinz dz = cos (1) r <1 — l) .
0 2n n

$Velja

op. prev.
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kar pomeni, da jakost pada eksponentno za velike vrednosti 7.

5 3
~(a)

najvecji delez sevanja pa je zgoScen na obmocéju frekvenc

EN' eH [ £V
~ ) == (=) . 4.1
woen (mc2> me <m02> (74.16)

Te vrednosti w so zelo visoke v primerjavi z razliko dveh sosednjih frekvenc, wy. Recemo
lahko, da je spekter “kvazizvezen”, saj je sestavljen iz velikega Stevila bliznjih spektralnih ¢rt.

Spekter ima torej vrh v okolici

Namesto porazdelitvene funkcije I,, lahko zato vpeljemo porazdelitev po zvezni frekvenci
w = nwpg, Ce zapisemo
dw
dl =1I,dn=1,—.
wH
Pri numeri¢nih izrac¢unih je prirocno izraziti to porazdelitev z MacDonaldovo funkcijo K.
* S preprostim preoblikovanjem enacbe (74.13) dobimo

el w o
dI = dwﬁ—HF (—) , F(&) zf/g K5/3(§) d¢, (74.17)

21 mc? We

kjer smo vpeljali

w, = S8 ( ¢ )2. (74.18)

2mc \ mc?

Na sliki 14 je graf funkcije F(&).

Koncno opisimo Se primer, ko se delec ne giblje po orbiti v ravnini, temvec¢ po vijacnici,
torej primer, ko ima delec od ni¢ razlicno komponento hitrosti v longitudinalni smeri (vzdolz
polja) v = v cos x (kjer je x kot med H in v). Frekvenca kroznega gibanja je $e vedno podana
z (74.1), vektor v pa se sedaj ne giblje po kroznici, temve¢ na povrsini stozca z osjo v smeri
vzdolz polja H in s kotom stozca 2y. Celotno jakost sevanja (definirano kot celotno energijo,
ki jo delec izgubi na enoto ¢asa) dobimo iz enatbe (74.2), ¢e H nadomestimo z H, = H sin x.

V ultrarelativisticnem primeru je sevanje zgoSCeno v smereh v blizini tvorilk “stozca
hitrosti”. Spektralno porazdelitev in celotno jakost (definirano tako kot zgoraj) dobimo iz
enacb (74.17) in (74.10), ¢e H nadomestimo z H,. Ce nas zanima jakost sevanja v teh
smereh, kot jo izmeri mirujo¢i opazovalec, moramo vpeljati dodatni faktor, ki opiSe ucinek
priblizevanja in oddaljevanja od sevajotega delca. Ta faktor je podan z razmerjem dt/ dtops,

* Povezava med Airyjevo funkcijo in funkcijo K3 je podana z enacbo (4) v opombi na strani 152. Uporabiti
moramo Se naslednji rekurzivni relaciji:

Kooy (2) = Kosi(2) = —290—”1(,(95), WK (2) = K1 (2) — Kopi (2).

Velja 8e K_,(z) = K, (x). Brez tezav lahko na primer dokazemo, da velja

t 2
P'(t) = ———K 232
0= =5z (3
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Slika 14:

kjer je dt,ps Casovni interval med zaporednimi trenutki, ko do opazovalca pridejo signali, ki
jih izvor odda vsakih dt¢ sekund. O¢itno je

1
dtobs = dt (1 - —U” COS 9) s
c

kjer je 0 kot med smerema k in H (predpostavili smo, da je vzdolzna komponenta hitrosti
v|| v pozitivni smeri vektorja H). V ultrarelativisticnem primeru, ko je smer k blizu smeri v,
velja 0 = x, tako da je

dt )| -1 1
=(1-— ~ . 74.19
diobs ( C €08 X> sin? X ( )
NALOGE

NALOGA 1. Kako se s ¢asom spreminja energija delca, ki se giblje po kroznem tiru v nespre-
menljivem homogenem magnetnem polju in izgublja energijo s sevanjem.
Resitev: 7 uporabo enacbe (74.2) izracunamo, koliko energije se izgubi na enoto ¢asa:
& 2e*H?

2 2 4
TR 3m4c7(5 —me),

(pri Cemer je & energija delca). Od tod sledi

£ i (2 st
—— =co — ——t—konst | .
mc? 3m3cd

Ko t nara3ca, energija monotono upada in se asimptoti¢no priblizuje vrednosti £ = mc? (kar ustreza
delcu, ki se je povsem ustavil).

NALOGA 2. Izracunaj asimptotic¢ni izraz za spektralno porazdelitev sevanja pri visokih vrednostih
n za delce, ki se giblje po krogu s hitrostjo, ki ni blizu svetlobne.

Resitev: Uporabimo dobro poznano asimptoti¢no formulo iz teorije Besselovih funkcij:

n
1 1—e2

€
Jp(ne) = e ,
n(ne) 2mn(1 — e2)1/4 [1+ V1 —¢€
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ki velja za n(1 — €2)*/2 > 1. Z uporabo te formule dobimo iz (74.9):

2n
. e H2n1/2 <1_f>5/4 v . )
2/mm?c? c? 14./1- Z_i

Ta enaéba velja pod pogojem, da je n[l — (v?/c?)]*/? > 1; ce je poleg tega 1 — (v /¢?) majhna kolicina,
se ta izraz poenostavi v (74.15).

NALOGA 3. Kako je polarizirano sinhrotronsko sevanje?

Resitev: Elektricno polje E,, izracunamo iz vektorskega potenciala A,, (74.6)-(74.7) s pomocjo
enacbe

E, - %(k x A,) x k = —%k(k Ay) + kA,

Naj bosta e; in ey enotska vektorja v ravnini, pravokotni na k, tako da je e; vzporeden z osjo z, es
pa lezi v ravnini Y Z [njune komponente so e; = (1,0,0), e = (0,sin 8, — cos8)]; vektorji e1, e2 in k
tvorijo desnorocni sistem. Elektricno polje je

E, =ikA,ner + iksinfA,,es,

Ce pa izpustimo nepomembne skupne faktorje, pa lahko pisemo

nv nv

E, ~ %J,’L ( 0050) e, +tanéJ, ( 0050) ies.

c c
Valovanje je elipti¢no polarizirano (glej § 48).

V ultrarelativisticnem primeru lahko za velike n in majhne kote 6 funkciji J,, in J], zapiSsemo s
funkcijama K3 in K33, pri cemer kot argument funkcij uporabimo priblizek

’1)2

2 v mc?)” 2

Tako dobimo

2N 2
B, = e10Kays (54°) +ieatKyys (30) . ¥ = <%> + 62,
Pri 6 = 0 elipti¢na polarizacija degenerira v linearno polarizacijo vzdolz e;. Za velike 0 (|0| > mc?/E,
nd® > 1) velja Kyy3(x) = Ky3(x) = \/m/2re™", in polarizacija postaja krozna: E, ~ e; + ie;
vendar pa hkrati postaja jakost sevanja eksponentno majhna. Na vmesnem kotnem obmocju je krajsa
os elipse usmerjena vzdolz osi eo, daljsa pa vzdolz e;. Smer sukanja je odvisna od predznaka kota 6
(# > 0, ce smeri H in k kazeta v nasprotni smeri ravnine tira, kot je prikazano na sliki 13).

875 Sevalno duSenje

V § 65 smo pokazali, da razvoj potencialov polja sistema nabojev v vrsto po potencah v/c
vodi v drugem priblizku k Lagrangevi funkciji, s katero lahko gibanje delcev v celoti opisemo
(seveda v okviru tega priblizka). Sedaj bomo nadaljevali razvoj do ¢lenov visjega reda in
opisali pojave, ki jih ti ¢leni prinesejo.

V razvoju skalarnega potenciala

1
b= [ gonav
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se ¢len tretjega reda glasi

P03 = _L8_3 R2p4dV. (75.1)
© 6c3 Ot per '

Iz istega razloga kot v izpeljavi, ki je sledila enacbi (65.3), zadostuje, ¢e v razvoju vektorskega

potenciala vzamemo ¢len drugega reda po 1/¢, ki je

18
2 .
AP = —6—2&/Jdv. (75.2)

Sedaj bomo potenciala pretvorili s transformacijo

o Lof .,
¥ =p——5, A'=A+V/,

pri ¢emer si bomo funkcijo f izbrali tako, da bo skalarni potencial ¢’ (3) postal enak nic:

1 o 5
f:‘@W/RPdV-

Novi vektorski potencial je enak

2 _ 1
A/ =->

0 . 9
8—/Jd 628t2V/deV
o [.

a/ ‘@W/RPCW-

Od integralskega zapisa se preselimo k vsoti po posameznih nabojih. Prvi ¢len na desni

zapiSemo kot
1

ev.
2

V drugem ¢lenu zapisemo R = Rg — r, kjer imata R in r njun obicajni pomen (glej § 66):
tedaj je R = —r = —v, drugi ¢len pa postane

1 .
3? E ev.
Zato je

~33 Z ev. (75.3)

Magnetno polje, ki ustreza tem potencialu, je enako nic (H V x A = = 0), ker A'®?

ne vsebuje koordinat eksplicitno. Elektriéno polje E = —(1/¢)A’? pa je enako
E--2d (75.4)
33 '

kjer je d dipolni moment sistema.

Cleni tretjega reda v razvoju polja vodijo torej k dodatnim silam, ki delujejo na naboje, ki
niso vsebovane v Lagrangevi funkciji (65.7); te sile so odvisne od ¢asovnega odvoda pospeska
nabojev.
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Oglejmo si sistem nabojev, ki se gibljejo stacionarno *. Izracunali bomo povprecno delo,
ki ga polje (75.4) opravi na enoto ¢asa. Sila, ki deluje na vsak naboj e, je enaka f = eE, torej

f=_——d. (75.5)

Delo, ki jo ta sila opravi na enoto casa, je f - v, zato je celotno delo, ki je opravljeno na vseh
delcih, enako vsoti tega izraza po vseh nabojih:

2 .. 2. . 2.d . . 9 .
f-v=—7d- =~ §d-d=-"2—(d-d) - -=(d)>2
Z v 3c3d Zev 3c3d 3c3 dt( ) 303( )

Ob rac¢unanju povprecja po Casu prvi ¢len odpade, tako da je povprec¢no delo enako

- 2 .
dfv= —@d? (75.6)

Izraz na desni je (¢e odmislimo obratni predznak) kar enak povprecni energiji, ki jo sistem
izseva na enoto Casa [glej (67.8)]. Zato sile (75.5), ki se pojavijo v tretjem redu priblizka,
opisujejo silo reakcije zaradi sevanja nabojev. Te sile se imenujejo sevalno duSenje ali sile
Lorentzevega trenja.

Skupaj z energijo sistem sevajocih nabojev izgublja tudi vrtilno koli¢ino. Upadanje vrtilne
koli¢ine, dM/ dt, izratunamo s pomocjo izraza za sile sevalnega dusenja. Casovni odvod
vrtilne kolicine M = S_r x p je enak M = S>r x p, ker je SSf xp = Y m(v x v) = 0.
Casovni odvod gibalne koli¢ine delca nadomestimo z silo sevalnega dudenja (75.5), ki deluje
na delec, in dobimo

. 2 2
M:erf:@Zerxd:§dxd.
Zanima nas casovno povprecje upadanja vrtilne koli¢ine pri stacionarnem gibanju, podobno

kot smo prej obravnavali Casovno povprecje izgubljanja energije. ZapiSemo

d =—(dxd)-dxd.
x d dt( x d) X

Casovni odvod (prvi ¢len) ob racunanju povprecja odpade. Tako koncno dobimo naslednji
izraz za povprecno upadanje vrtilne koli¢ine sistema, ki seva: |

M 2

Do sevalnega dusenja pride tudi, ¢e se en sam delec giblje v zunanjem polju. Sila dusenja

je enaka
2e? .
= @V.

£ (75.8)

Kadar imamo en sam naboj, si lahko vedno izberemo taksSen opazovalni sistem, da v njem
naboj ob izbranem trenutku miruje. Ce bi v takSnem opazovalnem sistemu izracunali visje
Clene v razvoju polja, ki ga ustvarja naboj, bi ugotovili, da ima polje naslednjo lastnost. Ko

*Ce smo bolj natanéni, gre tu za gibanje, ki bi bilo stacionarno, ¢e ne bi bilo sevanja. Zaradi sevanja pa se
gibanje pocasi upocasnjuje.
fRezultat je skladen z rezultatom (3) v drugi nalogi v § 72.
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210 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 75

ni¢. To pomeni, da je v primeru enega naboja enacba (75.8) toCen izraz za povratni ucinek
(reakcijo) sevanja v opazovalnem sistemu, v katerem naboj miruje.

Vseeno pa ne smemo pozabiti, da je opis delovanja naboja “samega nase” preko sile
sevalnega dusenja v splosnem neustrezen in vsebuje protislovja. Gibalna enatba naboja (v
odsotnosti zunanjega polja), na katerega deluje le sila (75.8), je

2¢? ..

33V

Ta enacba ima poleg trivialne resitve v = konst tudi resSitev, pri kateri je pospesek v so-
razmeren z exp(3mc®t/2e?), kar pomeni, da s ¢asom nara$ca preko vseh mej. To na primer
pomeni, da bi bil naboj, ki bi preletel poljubno polje, neskon¢no “samo-pospesen”. Nesmisel-
nost taksnega rezultata je dokaz, da je veljavnost enacbe (75.8) omejena.

Zastavlja se vpraSanje, kako teorija elektrodinamike, v kateri je zakon o ohranitvi energije
vedno izpolnjen, vodi k nesmiselnemu rezultatu, da lahko energija prostega naboja naraSca
proti neskoné¢nosti. Izvor te tezave je razviden ze v prej$njih opazkah (§ 37) o neskoné¢ni
elektromagnetni “lastni masi” osnovnih delcev. Ko v gibalni enacbi delcu dodelimo kon¢no
maso, smo s tem pravzaprav delcu formalno pripisali neskonéno negativno “lastno maso”,
ki nima elektromagnetnega izvora, ki nam skupaj z elektromagnetno maso da kon¢no maso
delca. Ker pa odstevanje ene neskoncne koli¢ine od druge neskoncne koli¢ine ni povsem
pravilen matematicni postopek, to vodi Se k Stevilnim dodatnim tezavam, med katerimi je
tudi ta, ki smo jo opisali zgoraj.

V koordinatnem sistemu, v katerem je hitrost delca majhna, lahko gibalno enacbo s
¢lenom, ki opisuje sevalno dusenje, zapiSemo kot

mv =

e 2 ¢?
mv=eE+ -vxH+-—vV. 75.9

c 3c3 (75.9)
Iz predhodne razprave je razvidno, da ta enacba velja le tedaj, ko je sila duSenja majhna v
primerjavi s silo, s katero na naboj deluje zunanje polje.

Razjasnimo sedaj fizikalni pomen tega pogoja. V opazovalnem sistemu, v katerem naboj
ob izbranem trenutku miruje, je drugi odvod hitrosti enak (¢e zanemarimo silo dusenja)
V= B+ —vxH
m mc

V drugem ¢lenu na desni nadomestimo v z (e/m)E (kar je priblizek istega reda), in dobimo

2
V=_B+- - ExH
m m=c

Od tod sledi, da je sila sevalnega duSenja sestavljena iz dveh prispevkov:

23 .. 2¢?

f= E
Imc? + 3m2ct

E x H. (75.10)

Ce je w frekvenca gibanja, je E sorazmeren z wE, zato je prvi clen reda (3w/mc3)E; drugi
clen je reda (e*/m?c*)EH. Zato lahko pogoj, da je sila dusenja majhna v primerjavi s silo
polja eF, s katero zunanje polje deluje na naboj, zapiSemo najprej s prvo neenacbo

2

(&
——w < 1,
mc
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kar lahko, ¢e vpeljemo valovno dolzino A ~ ¢/w, pretvorimo v

e2

—. A1
A> s (75.11)
Enacba (75.8) za sevalno dusenje velja le, ¢e je valovna dolzina sevanja, ki vpada na
delec, velika v primerjavi s “polmerom” naboja e?/mc?. Ponovno ugotovimo, da je razdalja
velikostnega reda e?/mc? meja, pod katero elektrodinamika vodi k notranjim protislovijem
(glej § 37).
Ce primerjamo drugi prispevek k sili dusenja s silo eF, dobimo drugi pogoj

m2ct

ed

H< (75.12)

Potrebni pogoj je torej tudi ta, da polje ni premo¢no. Tudi polje velikostnega reda m2c*/e3
je meja, nad katero vodi klasi¢cna elektrodinamika k protislovjem. Zavedati pa se moramo,
da je v resnici meja, nad katero elektrodinamika ne velja ve¢, Se veliko nizja zaradi kvantnih
ucinkov. *

Da bi se izognili nesporazumom, naj bralca opomnimo, da se valovna dolzina (75.11) in
jakost polja v (75.12) nanaSata na opazovalni sistem, v katerem delec miruje ob izbranem
trenutku.

NALOGA

NALOGA Izratunaj, v koliksnem casu “padeta eden proti drugemu” dva naboja, ki se privlacita
in se gibljeta po elipti¢énemu tiru (s hitrostjo, ki je majhna v primerjavi s svetlobno), ter izgubljata
energijo s sevanjem.

Resitev: Ce predpostavimo, da je relativna izguba energije v ¢asu enega obhoda majhna, lahko
casovni odvod energije energije izenac¢imo s povpreéno jakostjo sevanja (ki smo jo izracunali v prvi
nalogi v § 70):

3/2,5/2,3 2 2
dig] _ @IEN <€_1_€_2> <3_2|E|M ) 0

dt 3c3MP mip Mgy po?

kjer je a = |ejes|. Poleg energije delca izgubljata tudi vrtilno koli¢ino. Koli¢ina vrtilne koli¢ine, ki
se izgubi na enoto Casa, je podana z (75.7); vanjo vstavimo d iz izraza (70.1), upostevamo, da je
pi = —ar/r® in M = pr X v, in dobimo
dM  2a (e es M
dt ~ 333 \my mo) 13

Izracunamo povprecje tega izraza po periodi gibanja. Ker se M spreminja pocasi, zadostuje, da na
desni strani ena¢be izra¢unamo povpreéno vrednost od 7~2; izra¢unamo jo na povsem enak nacin, kot
smo ra¢unali povprecje r—* v prvi nalogi v § 70. Kot rezultat dobimo naslednji izraz za povpreéno
spremembo vrtilne koli¢ine na enoto casa:

AM _ 20(2ul])Y <e_1 . _> (2)

dt 3c3M3 mi Mo

*Mejna vrednost jakosti polja je m?c?/he, ko velja hiwy ~ mc®. Ta limita je hc/e? = 137 krat manjsa od
mejne vrednosti iz pogoja (75.12). Razmerje med temi razdaljami in Ro je reda hic/e? ~ 137.
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[podobno kot v enacbi (1) tudi tu opuséamo pisanje znaka za povpre¢no vrednost]. Enacbo (1) delimo
z (2) in dobimo diferencialno enacbo

2 2
dig] — pa <3_2|S|M >,

po?

dM 2M3

od koder po integraciji dobimo

mua?® M3 |€ol
|S|:W<1—ﬁg>+ﬁoM. (3)

Integracijska konstanta je izbrana tako, da za M = M, velja € = &, kjer sta My in & zacetna vrtilna
koli¢ina in zacetna energija.

“Padanje” enega delca proti drugemu ustreza limiti M — 0. Iz (3) razberemo, da gre pri tem
& — —o0.

Opazimo lahko, da gre zmnozek |£|M? proti ua?/2, iz enacbe (70.3) pa je razvidno, da gre eks-
centri¢nost € proti ni¢. To pomeni, da ko se delca priblizujeta eden proti drugemu, tiru postaja vedno
bolj podoben kroznici. Izraz (3) vstavimo v (2) in izracunamo odvod dt/ dM, izrazen z M, od tod pa
z integracijo po M od M do 0 dobimo cas padanja:

305
¢’ Mg

-2
€1 €9 . _

tpadec = —Fm—m=s | — — — a? +1/2ME|&|) 2.

padec o 2|£0|N3 (ml m2> ( 2 0| 0|)

8§76 Sevalno duSenje v relativisticCnem primeru

Izpeljali bomo relativisti¢ni izraz za sevalno duSenje (za en sam naboj), ki bo veljal tudi pri
hitrostih, ki so primerljive s svetlobno. Ta sila bo sedaj vektor ¢etverec ¢*, ki ga moramo
pristeti k gibalni enacbi za naboj. Ta se v Stiridimenzionalnem zapisu sedaj glasi
(3
mcd—u = EFikuk + gt (76.1)
ds c
Ko je v < ¢, morajo prostorske komponente biti enake komponentam vektorja f/c (75.8).
Hitro se lahko prepri¢amo, da ima vektor (2e2/3c)(d%u/ds?) to lastnosti. Ni pa izpolnjen
pogoj ¢g'u; = 0, ki mora veljati za vsak Getverec sile. Da bo ta pogoj izpolnjen, moramo
k izrazu priSteti pomozni etverec, sestavljen iz Getverca hitrosti «’ in njegovih odvodov.
Prostorske komponente pomoznega Cetverca morajo biti enake ni¢ v limiti v = 0, tako da
se ne bodo spremenile pravilne vrednosti vektorja f, ki so ze podane z (2¢2/3c)(d?u/ds?).
Cetverec u’ ta pogoj izpolnjuje, zato mora biti dodatni ¢len oblike au’. Skalar o si moramo
izbrati tako, da bi izpolnjen pogoj g'u; = 0. Tako dobimo

o 2e? [d?u - d%u
i_ ik k
9 =3, (d32 u'u ) (76.2)

S pomodjo gibalne enacbe lahko ta izraz zapis$emo v drugacni obliki, ¢e odvod d?u’/ ds?
zapiSemo neposredno s tenzorjem zunanjega polja, ki deluje na delec:

dut e
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Ko to vstavljamo v izraz za ¢’, moramo upostevati, da je zmnozek tenzorja OF*/0z!, ki je
antisimetricen v indeksih ¢ in k, s simetricnim tenzorjem wu;u, identi¢no enak ni¢. Dobimo

torej
2% OF*% 2 2e4 k :
Smcd oal Y~ gt P+ g (B ) E it (76.9)

Integral ¢etverca sile g* po svetovnici delca, ki potuje v danem polju, mora biti enak (do
predznaka natancno) Cetvercu celotne energije in gibalne koli¢ine AP*, ki ju je izseval delec
[tako kot je povprecna vrednost sile f v nerelativisticnem primeru enaka jakosti dipolnega

sevanja; glej (75.6)]. Hitro se lahko prepri¢amo, da je to res. Prvi ¢len v (76.1) ob integraciji
odpade, ker v neskonénosti delec ni pospesen, torej (du’/ds) = 0. Drugi ¢len integriramo po

delih ,
2¢? ~d uy duy duf

ds = 2= k,i-> Yk ds = - 2= el Bkl P

/g STV B Po R 3c ds ds 07

kar je povsem enako izrazu (73.4).

Ko je hitrost delca blizu svetlobne hitrosti, so najvecje tiste prostorske komponente
cetverca (76.2), v katerih se pojavljajo produkti treh komponent ¢etverca hitrosti. Zato
ohranimo le te ¢lene iz (76.2) in uporabimo povezavo (9.18) med prostorskimi komponentami
tetverca ¢' in tridimenzionalnim vektorjem sile f. Za vektor slike tako dobimo naslednji izraz:

3

g:

264 km
f= 3m2 5 (Fklu )(F um)nu
kjer je n enotski vektor v smeri hitrosti v. To pomeni, da v tem primeru sila f kaZe v nasprotni
smeri od hitrosti delca; ¢e delec potuje v smeri osi X, potem lahko zgornjo enacbo razpisemo
in dobimo izraz
2¢t (B, — H,)> + (E, + Hy)?

3Im2ct _ v
CZ

fo=—- (76.4)
(v izrazu smo postavili v = ¢ povsod, razen v imenovalcu).

Vidimo, da je sevalno dusenje ultrarelativisticnega delca sorazmerno s kvadratom njegove
energije.

Opisimo Se naslednji zanimiv pojav. Predhodno smo pokazali, da je izraz za sevalno
dusenje veljaven le za polja, ki so (v opazovalnem sistemu Ky, v katerem delec miruje) majhna
v primerjavi z m2c¢*/e3. Naj bo F velikostni red zunanjega polja v opazovalnem sistemu K,
v katerem se delec giblje s hitrostjo v. V opazovalnem sistemu K je velikostni red polja
F/\/1—v?/c? (v skladu z enacbami za pretvorbo iz § 24). Zato mora F zadovoljiti pogoj

3
I« (76.5)

m2ci /1 — 2
Razmerje med silo dusenja (76.3) in zunanjo silo (~ eF’) je velikostnega reda

e F
2 bl
m2ct ( — 10’—2>

kar pomeni, da je lahko navkljub izpolnjenemu pogoju (76.5) pri zadosti visoki energiji delca
sila duSenja velika v primerjavi z obi¢ajno Lorentzevo silo, ki deluje na delec v elektromag-

Polje, v. 1



214 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 76

netnem polju. * Zato je lahko pri ultrarelativisticnem delcu sevalno dusenje najvecja sila, ki
na delec deluje.

V tem primeru je izgubljanje (kineti¢ne) energije delca na enoto dolzine njegove poti kar
enako sili duSenja f;; ker je ta sorazmerna s kvadratom energije delca, lahko zapisemo

d€yin
dz

= _k(x)gl%ina

kjer z k(z) oznacimo od koordinate z odvisni koeficient, ki ga lahko zapiSemo s precnimi
komponentami polja kot v enacbi (76.3). Integral te enacbe je

1 1 x
= — k(x) dx,
&in &0 /oo (@)

kjer je & zacetna energija delca (torej njegova energija za z — —oo). Koné¢na energija delca
&1 po njegovem prehodu skozi polje, je podana z

1 1 +oo
S k() dz.
& & * /oo (#) de

Vidimo, da gre v limiti & — oo koncna energija £ proti konstantni limiti, ki ni odvisna od
&o (I. Pomerancuk, 1939). Z drugimi besedami, po preletu polja energija delca ne mora biti
veCja od energije &, definirane z enacbo

1 00
= k(z) dz.
gcrit / ( )

—o0

Ce vstavimo izraz za k(z), lahko to zapisemo kot

B 2 e2 2 +oo
b = gt (rz) [ By~ P+ (Bt B (76.6)
NALOGE

NALOGA 1. Izracunaj najvecjo energijo, ki jo lahko ima delec, ko prepotuje polje magnetnega
dipola m; vektor m in smer gibanja naj lezita v isti ravnini.

Resitev: Ravnino, v kateri lezi vektor m in smer gibanja, si izberimo za ravnino X Z tako, da se
delec giblje vzporedno z osjo X in da je od osi oddaljen za p. Pretni komponenti polja magnetnega
dipola sta [glej (44.3)]:

H, =0,
3(m-r), —m,r? m

.= 2 T (P2 + 222 (3(pcos¢ + zsing)p — (p* + 2°) cos @)

*Poudariti moramo, da ta rezultat ni v navzkrizju z naso izpeljavo relativistiénega izraza za etverec sile g,
v kateri smo privzeli, da je sila duSenja “majhna” v primerjavi s cetvercem sile (e/c)Fikuk. Zadostuje namrec,
da so komponente prvega cetverca majhne v primerjavi s komponentami drugega v enem opazovalnem sistemu,
zaradi relativisticne invariantnosti so Stiridimenzionalne enacbe, dobljene ob tej predpostavki, veljavne tudi v
vseh drugih opazovalnih sistemih.
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(¢ je kot med m in osjo Z). To vstavimo v (76.6) in izracunamo integral. Dobimo

1 _ m2’1T 62 2 )
Eait  64m2ctp® \ mc? (15 + 25 cos” @).

NALOGA 2. Zapisi tridimenzionalni izraz za silo upora v relativisticnem primeru.
Resitev: Ce izracunamo prostorske komponente cetverca (76.2), dobimo

2e3 2\ V2170 1 0
f_3mc3 <1_c_2> |:<§+V-V>E+EVX<§+V-V>H:|+
2¢t
3m2ct
2¢*

3m?2cd (1 — 'é—;) M

+ ExH+1Hx(Hxv)+1E(v-E)]—
c

c

E+1 x H 2 1(E )2
_ v __—(E-v
c c?

877 Spektralni razcep sevanja v ultrarelativisticnem primeru

V § 73 smo pokazali, da ultrarelativisticni delec seva predvsem naprej, v smeri svoje hitrosti:
veCino sevanja dobimo v notranjosti ozkega pasu kotov

okoli smeri vektorja v.

Pri obravnavi spektralnega razcepa sevanja je kljuénega pomena povezava med velikostjo
pasu kotov Af in kotom odklona delca o ob njegovem letu skozi elektromagnetno polje.

Kot « lahko dolo¢imo po naslednji poti. Sprememba precne (glede na smer gibanja)
gibalne koli¢ine delca je velikostnega reda zmnozka precne sile eF’ * in trajanja preleta skozi
polje, t ~ a/v = a/c, kjer je a velikost obmocja, na katerem je polje obcutno vecje od 0).
Razmerje med to koli¢ino in gibalno koli¢ino

muv mc

~

- V1—1v2/c? - V1—v2/c

doloca velikostni red majhnega kota «:

p

eFa v2

To delimo z A6, pa dobimo
« eFa

o~ Nl
A mc? (77.1)

*Ce si izberemo os X v smeri gibanja delca, tedaj je (eF)? vsota kvadratov komponent Y in Z Lorentzeve
sile eE + ev/c x H, v kateri lahko postavimo v = ¢:

F? = (Ey — HZ)2 + (E- +Hy)2-
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Poudarimo naj, da to razmerje ni odvisno od hitrosti delca, in da je povsem dolo¢eno z
lastnostmi zunanjega polja samega.
Najprej predpostavimo, da velja

eFa < mc?, (77.2)

kar pomeni, da je odklon delca veliko vecji od Af. V tem primeru lahko re¢emo, da dobimo
sevanje v neki smeri le iz tistega dela trajektorije, kjer je hitrost delca skoraj vzporedna s to
smerjo (pod kotom najve¢ Af). Dolzina tega dela je kratka v primerjavi z a. Polje F' lahko
na tem odseku smatramo kot konstantno in ker lahko kratek odsek poljubne krivulje vedno
smatramo kot kratek krozni lok, veljajo rezultati za sevanje med enakomernim gibanjem po
krogu iz § 74, ¢e H nadomestimo z F'. Trdimo lahko na primer, da je glavnina sevanja zbrana

na frekvenénem obmocju blizu
eF

'U2
mc ( 2

w v

(77.3)

[glej (74.16)].
V nasprotnem primeru, ko velja
eFa < mc?, (77.4)

je kot odklona delca iz prvotne smeri majhen v primerjavi z A@. V tem primeru delec seva
predvsem v ozko kotno obmoéje Af okoli smeri gibanja, v izbrano tocko pa pride valovanje,
ki je bilo izsevano vzdolz celotne poti.

Spektralno porazdelitev jakosti izratunamo s pomocjo Lienard-Wiechertovih izrazov (73.8)
za polje v valovnem obmocju. Dolo¢imo Fourierovo komponento

1

m .
= — Ee™“! dt.
27

—0o0

E,

Izraz na desni strani enacbe (73.8) je odvisen od zakasnjenega casa t', ki je doloGen s pogojem
t' =t — R(t')/c. Pri veliki oddaljenosti od delca, ki potuje s skoraj konstantno hitrostjo v,

dobimo
Ry

1
t~t——+-n-r(t)~t— —+-n-vt
c ¢ c ¢

(r = r(t') = vt’ je krajevni vektor delca), oziroma

: R
t:t’(l—n v)+—°.
C C

Integracijo po t nadomestimo z integracijo po t’, pri Gemer uporabimo

dt = dt’(l—n'v).

C

Tako dobimo

E, = * % /+Oon X {(n - 3) X w(t')} et (1=2%) gy (77.5)

Ry (12" S ‘

Hitrost v smatramo za konstantno; le pospesek w(t') se spreminja s ¢asom. Vpeljemo zapis

w':w(l—v'n), (77.6)
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ustrezno frekvencno komponento pospeska pa oznacimo z w,y. Tako lahko E,, zapiSemo kot

e effo /N2 v
Be= gy () 2 {(n-3) xm}

Z uporabo enacbe (66.9) kon¢no dobimo energijo na frekvencénem intervalu dw, izsevano v
prostorski kot do:

06y = -2 (3)4 ‘n x {(n - 3) x w“,,}‘2 do L (77.7)

2me? \w' c 2
Velikostni red frekvenc, pri katerih je sevanje najbolj izdatno, lahko v primeru (77.4)
najlaze ocenimo, ¢e upostevamo, da se Fouriereva komponenta w,, od ni¢ obcutno razlikuje,
¢e je tas 1/w' oziroma

1

istega velikostnega reda kot cas a/v ~ a/c, v katerem se pospesek delca mocno spremeni.

Tako dobimo ¢

(-5

Energijska odvisnost frekvence je enaka kot v (77.3), le da je koeficient drugacen.

Pri obravnavi obeh primerov (77.2) in (77.4) smo predpostavili, da je energija, ki jo delec
izgubi med potovanjem skozi polje, razmeroma majhna. Sedaj bomo pokazali, da prvi primer
pokriva tudi sevanje ultrarelativisticnega delca, ki izgubi izdaten del svoje zacetne energije.

Energijo, ki jo delec izgubi v polju lahko ocenimo iz dela Lorentzeve sile trenja. Sila (76.3)
na poti ~ a opravi delo, ki je velikostnega reda

(77.8)

w r~

4772
e*Fca
af ~ ————~-
et (1)
To je primerljivo s celotno energijo delca,
2
9 v
me”/4)1 — =
Ce se polje razteza na razdalji
3.6 2
m°c v
Pogoj (77.2) je tedaj samodejno zadoscen:
3.6 2
m°c v
aeF~e3—F l—c—2>>m62,

ker mora polje F' nujno zadostiti pogoju (76.5)

F m2ct
< ,

_ e
C2

sicer obicajne elektrodinamike sploh ne bi mogli uporabiti.

Polje, v. 1



218 SEVANJE ELEKTROMAGNETNEGA VALOVANJA 78

NALOGE

NALOGA 1. Dolo¢i spektralno porazdelitev celotne (po vseh smereh) jakosti svetlobe, e velja
pogoj (77.2).

Resitev: Na vsakem diferencialno kratkem odseku tira je sevanje dolo¢eno z (74.13), pri ¢emer
moramo H nadomestiti s precno silo F' v izbrani tocki, poleg tega pa se moramo §e preseliti iz diskret-
nega v zvezni frekvencni spekter. To pretvorbo opravimo tako, da formalno pomnozimo z dn in

uporabimo zamenjavo

Ldn=1, " qw=1%
dw wo

Nato integriramo po casu in dobimo spektralno porazdelitev celotnega sevanja v naslednji obliki:

262(,0 U2 1 1
dlfw = —dw 1-— —CI)I + = P d d
\/_’HC ( Cz> /;oo [U (U) 2 /u (U) U/:| t’

kjer je ®(u) Airyjeva funkcija z argumentov

mcw U2 2/3
[ )

Integrand je implicitno odvisen od integracijske spremenljivke ¢ preko kolicine u (F, skupaj z njim

pa u, se spreminja vzdolz poti delca; pri danem gibanju lahko to spreminjanje smatramo kot ¢asovno
odvisnost).

NALOGA 2. Doloci spektralno porazdelitev celotne (po vseh smereh) jakosti svetlobe, ¢e velja
pogoj (77.4).

Resitev: Upostevamo, da ima v tem primeru glavno vlogo sevanje pri majhnih kotih glede na
smer gibanja, in zapisemo

6> 2
w':w(l—ECOSG)%w 1—34—— e 1—v——|—02 .
c c 2 2 c?

Integracijo po kotih do = sinf#dfd¢ ~ 8dfd¢ v (77.7) nadomestimo z integracijo po d¢dw'/w.
Ko razpisujemo kvadrat mesanega produkta v (77.7), moramo upostevati, da je v ultrarelativisticnem
primeru vzdolzna komponenta pospeska majhna v primerjavi s pre¢no komponento [z razmerjem 1 —
(v?/c?)], in da lahko tudi z visoko natanénostjo smatramo w in v kot medsebojno pravokotna. Tako
dobimo za spektralno porazdelitev celotnega sevanja naslednji izraz:

2,d o o2 2 2 2\ 2
dngeww/ L2 PECY Rl IV Ly S T P
2mc® Jo (1_ 2 ) w' w' 2 2w’ c2

kil
2

878 Sipanje na prostih nabojih

Ce na sistem nabojev pada elektromagnetno valovanje, bo polje povaroéilo gibanje nabojev.
To gibanje nato povzroc¢i sevanje v vseh smereh; recemo, da se zacetno valovanje sipa na
nabojih.

Sipanje najlaze opiSemo z razmerjem med koli¢ino energije, ki jo odda sipalni sistem v
izbrano smer v prostoru na enoto ¢asa, in gostoto energijskega pretoka vpadnega valovanja.
To razmerje ima oCitno dimenzije plos¢ine, zato ga imenujemo efektivni sipalni presek (angl.
effective scattering cross-section) ali kar presek.
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Naj bo dI energija, ki jo sistem izseva v prostorski kot do na enoto ¢asa, in naj ima
vpadno valovanje Poyntingov vektor S. Tedaj lahko efektivni presek za sipanje (v prostorski
kot do) zapiSemo z
do = g

S
(¢rti nad simboloma oznacujeta ¢asovno povprecje). Integral o kolicine do po vseh smereh
se imenuje skupni sipalni presek.

Oglejmo si sipanje, ki ga povzro¢a mirujoci prosti naboj. Na naboj naj vpada ravno
monokromatsko linearno polarizirano valovanje. Njegovo elektricno polje lahko zapisemo kot

(78.1)

E=Ejcos(k-r —wt + a).

Predpostavili bomo, da je hitrost, ki jo dobi delec zaradi vpliva vpadnega valovanja,
majhna v primerjavi s svetlobno hitrostjo (to velja v ve¢ini primerov). Tedaj je sila, ki deluje
na naboj, enaka eE, silo (e/c)v x H zaradi magnetnega polja pa lahko zanemarimo. V tem
primeru lahko zanemarimo tudi uéinek odmika delca, ko ta niha v polju. Ce naboj niha okoli
izhodisca koordinatnega sistema, lahko v tem primeru predpostavimo, da je polje, ki deluje
na delec, ves ¢as enako polju v izhodis¢u, torej

E = Ej cos(wt — ). (78.2)
Ker je gibalna enacba naboja enaka
mr = eE,

njegov dipolni moment pa d = er, velja

e2

d=—E. (78.3)
m
Sipano sevanje bomo izrac¢unali z enacbo za dipolno sevanje (67.7) (uporaba te enacbe
je utemeljena, saj smo predpostavili, da je hitrost delca majhna). Opozorimo naj, da je
frekvenca izsevanega (sipanega) valovanja enaka frekvenci vpadnega valovanja.
Izraz (78.3) vstavimo v (67.7) in dobimo

et

dI (E x n)? do,

= drm2c3
kjer je n’ enotski vektor v smeri sipanja. Poyntingov vektor vpadnega valovanja pa je

C 2

S=— 78.4
g (78.4)
Od tod dobimo sipalni presek za sipanje v prostorski kot do:
e2 \?
do = (—2> sin? 0 do, (78.5)
mc

kjer je 6 kot med smerjo sipanja (vektorjem n') in smerjo elektri¢nega polja E vpadnega
valovanja. Vidimo, da efektivni sipalni presek prostega naboja ni odvisen od frekvence.
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Doloc¢imo Se skupni sipalni presek o. Polarno os si izberemo v smeri vektorja E. Tedaj je
do = sin @ df d¢; to vstavimo v izraz za do in integriramo po 6 od 0 do 7 in po ¢ od 0 do 2.
Dobimo Thomsonovo formulo
8t [ €2 \?
o= ( ) . (78.6)

mc?

Koné¢no izra¢unajmo diferencialni sipalni presek do v primeru, ko vpadno valovanje ni
polarizirano (navadna svetloba). Izra¢unati moramo povprecje enacbe (78.5) po vseh smereh
vektorja E v ravnini, pravokotni na smer §irjenja vpadnega valovanja (smer valovnega vektorja
k). Z e oznac¢imo enotski vektor, ki kaze v smeri vektorja E. Zapisemo lahko

sinf =1 — (n-e)? =1— nyngeaes.

Pri racunanju povprecja si pomagamo z enacbo *

1 kok
et = 5 <5a5 - kf) : (78.7)
in dobimo ( 2
— 1 n-k 1
2 _ 2
sin 0—5(1—1— 2 )—5(14-008 0),

kjer je © kot med smerjo vpadnega in sipanega valovanja (sipalni kot). Efektivni sipalni
presek za sipanje nepolariziranega valovanja na prostem naboju je

2 2
do =+ <6—> (1 + cos? ©) do. (78.8)
2 \'mc?

Zaradi sipanja deluje na delec neka sila. V to se lahko prepri¢amo z naslednjim premis-
lekom. Valovanje, ki pada na delec, izgubi povpre¢no cWo energije na enoto ¢asa, kjer je W
povprecna gostota energije, o pa skupni sipalni presek. Ker je gibalna koli¢ina polja enaka
energiji polja, deljeni s svetlobno hitrostjo, vpadno valovanje na enoto ¢asa izgubi Wo gibalne
kolicine. Po drugi strani je v opazovalnem sistemu, v katerem naboj niha pod vplivom sile eE,
in v katerem je hitrost naboja v majhna, skupni pretok gibalne kolicine sipanega valovanja
enak ni¢ do ¢lenov visjega reda po v/c natancno (v § 73 smo videli, da v opazovalnem sistemu,
v katerem je v = 0, delec ne seva gibalne koli¢ine). To pomeni, da naboj “absorbira” vso
gibalno koli¢ino, ki jo izgubi vpadno valovanje. Povpreéna sila f, ki deluje na delec, je enaka
povprecju gibalne koli¢ine, ki se absorbira na enoto casa, torej

f=0Wny (78.9)

(ng je enotski vektor v smeri vpadnega valovanja). Poudarimo naj, da je ta povprecna sila
kolicina drugega reda po jakosti polja vpadnega valovanja, medtem ko je “trenutna” sila
(katere glavni del je eE) koli¢ina prvega reda.

Enacbo (78.9) lahko dobimo tudi tako, da izracunamo povprecno silo dusenja (75.10).
Prvi clen, ki je sorazmeren z E, ob racunanju povprecja odpade, tako kot povprecje glavnega
dela sila, eE. Drugi ¢len nam da

= 2¢t — 8r [ €2 \° E?
Ry R R W
n0T g (mc2> a0

*Tenzor eqep je simetricen in ima sled 1. Ce ga pomnozimo z k., dobimo ni¢, ker sta e in k med seboj
pravokotna. Zapisani izraz to lastnost ima.
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kar je, ¢e upostevamo enacbo (78.6), enako izrazu (78.9).

NALOGE

NALOGA 1. Izracunaj efektivni sipalni presek za sipanje elipti¢no polarizirane svetlobe na prostem

naboju.
Resitev: Polje valovanja lahko zapisemo kot E = A cos(wt + a) + Bsin(wt + @), kjer sta A in B
med seboj pravokotna vektorja (glej § 48). Podobno kot prej izpeljemo naslednji izraz za presek:

e2 \* (A xn)?+ (B x n)?
do = <—> T B do.

me2

NALOGA 2. Izracunaj efektivni sipalni presek za sipanje linearno polariziranega valovanja na

naboju, na katerega deluje elasti¢na sila in ki lahko niha z majhno amplitudo (torej sipanje na nihalu).
Resitev: Gibalna enacba naboja v vpadnem polju E = Eq cos(wt + «) je

‘ e
F +wir = —Eg cos(wt + a),
m

ker je wog frekvenca prostega nihanja. Resitev za vsiljeno nihanje je

eEg cos(wt + )

m(wi — w?)

Od tod izra¢unamo d in konéno dobimo

e \” wt 5
do = (W) WSIH 6 do

(f je kot med E in n’).

NALOGA 3. Izratunaj skupni efektivni presek za sipanje svetlobe na elektricnem dipolu, ki se
mehansko obnaga kot rotator. Frekvenca valovanja naj bo veliko vec¢ja od frekvence 2y prostega vrtenja
rotatorja.

Resitev:  Zaradi pogoja w > )y smemo zanemariti prosto vrtenje rotatorja. Zadostuje, da
obravnavamo vsiljeno sukanje pod vplivom navora d x E, s katerim na dipol deluje valovanje. Gibalna
enacha se glasi JQ = d x E, kjer je J vztrajnostni moment rotatorja, € pa kotna hitrost vrtenja.
Spreminjanje dipolnega momenta vektorja, ko se ta vrti, ne da bi se mu ob tem spreminjala absolutna
vrednost, je podano z enacho d = €2 x d. Iz teh dveh enach dobimo (Ee izpustimo ¢len, ki je kvadraten
po majhni koli¢ini €2)

a:lmxmxdzlmf_@p®q
J J

Ce predpostavimo, da so vse smeri dipola v prostoru enako verjetne, in ¢e izratunamo povprecje

po teh smereh, dobimo naslednji izraz za skupni efektivni presek:

o= 167d*
T 9t g2’

NALOGA 4. Dolo¢i stopnjo depolarizacije pri sipanju navadne svetlobe na prostem naboju.

Resitev: lzrazmisleka o simetrijah je razvidno, da bosta obe nekoherentni polarizirani komponenti
sipane svetlobe (glej § 50) linearno polarizirani: ena v ravnini sipanja (to je ravnina, v kateri lezita
valovna vektorja vpadnega in sipanega valovanja), druga pa pravokotno nanjo. Jakosti komponent
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dolo¢imo iz komponente polja sipanega valovanja v ravnini sipanja (E)|) in v pravokotni ravnini (E ).
Po (78.5) sta ti sorazmerni z

(E| xn)* = Eﬁ cos?’®, in (EL xn)?=FE}

(kjer je © sipalni kot). Za navadno svetlobo velja E_ﬁ = E_i Stopnja depolarizacije [glej definicijo v
(50.9)] je torej
p = cos’ ©.

NALOGA 5. Doloéi frekvenco w’ svetlobe, ki se je sipala na premikajotem se delcu.
Resitev: 'V koordinatnem sistemu, v katerem delec miruje, se frekvenca svetlobe ob sipanju ne
spremeni (w = w'). To lahko zapiSemo v invariantni obliki kot

kliuli = k,"ui,
kjer je u’ Getverec hitrosti naboja. Od tod brez tezave dobimo
v v
w' (1 - —0050') =w (1 - —0050) ,
¢ ¢

kjer sta 6 in 0’ kota vpadnega oziroma sipanega valovanja glede na smer gibanja delca (v je hitrost
naboja).

NALOGA 6. Dolodi kotno porazdelitev sipanja linearno polariziranega valovanja na naboju, ki se
s hitrostjo v giblje v smeri Sirjenja valovanja.

Resitev: Hitrost delca je pravokotna na polju E in H vpadnega valovanja, torej je pravokotna
tudi na pospesek delca w. Jakost sipane svetlobe je podana z (73.14), kjer moramo pospesek delca w
izraziti s poljema E in H vpadnega valovanja z uporabo enacb, ki smo jih izpeljali v nalogi v § 17. Ce
delimo jakost dI z velikostjo Poyntingovega vektorja vpadnega valovanja, dobimo naslednji izraz za
sipalni presek:

2 2
2\?2 (1-%&)(1-7% 2
do = (#) ( ¢ ) ( )6 [(1—%sinecos¢)2— <1— Z—2> 00520] do,

(1 — Zsinf cos ¢))

kjer sta 6 in ¢ polarni kot in azimut smeri n’ v koordinatnem sistemu, v katerem kaze os Z v smeri
polja E in os X v smeri v [velja cos(n’, E) = cosf; cos(n’, v) = sinf cos §].

NALOGA 7. Kako se giblje naboj pod vplivom povprecne sile, s katero nanju deluje valovanje, ki
se na naboju sipa?

Resitev:  Sila (78.9), in zato tudi hitrost omenjenega gibanja, kaze v smeri gibanja vpadnega
valovanja (naj bo to os X). V pomoznem opazovalnem sistemu Ky, v katerem delec miruje (spomnimo
naj, da imamo opravka z gibanjem, ki je povpreceno po periodi majhnih nihanj), je sila na delec enaka
oWy, pospesek delca zaradi te sile pa je

Wy = EWO
m

(indeks 0 se nanaSa na opazovalni sistem Kjy). V zaetni opazovalni sistem K (v katerem se naboj
giblje s hitrostjo v) se vrnemo z uporabo enacb, ki smo jih izpeljali v nalogi 7 iz z enacbo (47.7). Tako
dobimo .
d v B 1 dv Wol-2
= 372 —_— = — v .
dt [1_ w2 (1_2_;)/ dt m 1+

c2

Ta izraz integriramo in dobimo
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Ta izraz doloca hitrost v = daz/dt kot implicitno funkcijo ¢asa. Integracijsko konstanto smo izbrali
tako, da je v =0 ob casu t = 0.

NALOGA 8. Izracunaj efektivni sipalni presek za sipanje linearno polariziranega valovanja na
nihalu, pri ¢emer je upostevan ucinek sevalnega dusenja.

Resitev: Gibalno enacbo naboja naboja v vpadnem polju zapisemo kot

2
. 2 e —iwt 2e
r +wyr = —Ege + r.

0 m° 3me3

V ¢lenu za silo dusenja uporabimo priblizek T = —wZf. Dobimo

—iwt

‘ e
i‘—l—yi‘—f—wér:EEoe ,

kjer je v = (2¢%/3mc®)wi. Od tod dobimo

Efektivni sipalni presek je enak

879 Sipanje nizkofrekvenénega valovanja

Sipanje valovanja na sistemu nabojev je drugatno kot sipanje na enem samem (mirujocem)
naboju, saj je zaradi notranjega gibanja sistema nabojev frekvenca sipanega sevanja lahko
drugacna kot frekvenca vpadnega. V spektru sipanega valovanja imamo namrec lahko poleg
frekvence w vpadnega valovanja tudi frekvence w', ki se od w razlikujejo za eno izmed notranjih
frekvenc gibanja sipalnega sistema. Sipanje s spremenjeno frekvenco imenujemo nekoherentno
(ali kombinatoricno), za razliko od koherentnega sipanja brez spremembe frekvence.

Ce predpostavimo, da je polje vpadnega valovanja §ibko, lahko gostoto toka zapisemo kot
Jj = jo +7J, kjer je jo gostota toka v odsotnosti zunanjega polja, j’ pa sprememba gostote
zaradi delovanja vpadnega valovanja. Tudi vektorski potencial A polja sistema je oblike
A = Ay + A’ kjer sta potenciala Ay in A’ dolocena z gostotama jy in j'. O¢itno A’ opisuje
valovanje, ki ga sistem sipa.

Oglejmo si sipanje valovanja s frekvenco w, ki je manjSa od vseh notranjih frekvenc sistema.
Sipanje bo tako nekoherentno kot koherentno, vendar nas bo tu zanimal le koherentni del.

Pri ra¢unanju polja sipanega valovanja lahko pri zadosti nizkih frekvencah w uporabimo
razvoj zakasnjenega potenciala, opisan v razdelkih § 67 in § 71, tudi ¢e hitrosti delcev v
sistemu niso majhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo. Razvoj integrala

1
R Y]
A= <Ry /JtRO+MdV

c c

je namrec veljaven, e je ¢as r-n' ~ a/c majhen v primerjavi s ¢asom 1/w; pri zadosti nizkih
frekvencah (w < c/a) je ta pogoj samodejno izpolnjen, ne glede na to, kaksne so hitrosti
delcev v sistemu.
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Prvi ¢leni v razvoju nam dajo

_ 1
2Ry

H' {&’+(ﬁ1’><n’)><n’},
kjer sta d’ in m’ tista prispevka k dipolnemu in magnetnemu momentu sistema, ki ju povzroci
sevanje, ki vpada na sistem. Naslednji ¢leni vsebujejo visje casovne odvode od drugega, zato
jih zanemarimo.

Komponenta H/, v spektralnem razcepu polja sipanega valovanja, ki ima enako frekvenco
kot vpadno valovanje, je podana z isto enacbo, v katero moramo nadomestiti vse kolic¢ine z

njihovimi Fourierevimi komponentami: d’ = —w?d’,, #/, = —w?m’,. Tako dobimo
! UJ2 ! / ! ! /
H“’:c2R0 {n' xd,+n’ x (m, xn')}. (79.1)

Nadaljnji ¢leni v razvoju polja bi dali koli¢ine, sorazmerne z vi§jimi potencami majhne
frekvence. Ce so hitrosti vseh delcev majhne (v < ¢), potem lahko v (79.1) zanemarimo
drugi ¢len v primerjavi s prvim, saj magnetni moment vsebuje razmerje v/c. Tedaj je

H, = 62;0 w’n' x d,. (79.2)

Ce je skupni naboj sistema enak nic, potem gresta z w — 0 kolic¢ini d/, in m/, proti
konstantni limiti (¢e bi bila vsota nabojev razlicna od ni¢, potem bi se pri w = 0, torej v
konstantnem polju, sistem zacel gibati kot celota). Zato lahko pri nizkih frekvencah (w <
v/a) d], in m/, smatramo kot frekvencno neodvisni koli¢ini, zato je polje sipanega valovanja
sorazmerno s kvadratom frekvence. Njegova jakost je tedaj sorazmerna z w*. Zato je pri
sipanju nizkofrekvencénega valovanja efektivni sipalni presek za koherentno sipanje sorazmeren
s Cetrto potenco vpadnega valovanja. *

880 Sipanje visokofrekvencnega valovanja

Oglejmo si sipanje valovanja na sistemu nabojev v nasprotni limiti, ko je frekvenca valovanja
w visoka v primerjavi z osnovnimi notranjimi frekvencami sistema. Te so velikostnega reda
wp ~ v/a, zato mora w zadostiti pogoju

WS> wy ~ 2 (80.1)

Poleg tega bomo predpostavili Se, da so hitrosti nabojev v sistemu majhne (v < c).

Zaradi pogoja (80.1) so periode gibanja nabojev v sistemu dolge v primerjavi s periodo
valovanja. Zato smemo za cas velikostnega reda periode valovanja gibanje nabojev v sistemu
smatrati kot enakomerno. To pomeni, da pri obravnavi sipanja kratkih valov ne rabimo
upostevati medsebojnih interakcij nabojev v sistemu, temve¢ smemo naboje smatrati kot
proste delce.

Zato lahko pri racunanju hitrosti v/, ki jo naboj pridobi v polju vpadnega valovanja, vsak
naboj obravnavamo neodvisno od ostalih in zanj zapiSemo gibalno enacbo

dv’ i(wt—k-r)

m—— = ek = eEge” ,
dt 0

*To velja tudi za sipanje svetlobe na ionih ter na nevtralnih atomih. Zaradi velike mase jedra lahko sipanje
zaradi gibanja iona kot celote zanemarimo.

Polje, v. 1



80 SIPANJE VISOKOFREKVENCNEGA VALOVANJA 225

kjer je k = (w/c)n valovni vektor vpadnega valovanja. Krajevni vektor naboja je seveda
casovno odvisna koli¢ina. V eksponentu na desni strani te enacbe je hitrost spreminjanja
prvega clena veliko ve¢ja od drugega (prava hitrost je w, druga pa je reda kv ~ v(w/c) € w).
Zato smemo pri integraciji gibalne enacbe vektor r na desni strani smatrati kot konstanto.
Tako dobimo

v = — S Egeit-kr), (80.2)

iwm

Vektorski potencial sipanega valovanja (pri veliki oddaljenosti od sistema) je (79.1):

1 /
= oRp 24V )i Bt

Al

kjer seStevamo po vseh nabojih v sistemu. V enacbo vstavimo (80.2), pa dobimo

. Rg 2 )
Al = —icéowe i (17 )Eoz%em, (80.3)
kjer je @ = k' —k razlika med valovnim vektorjem k = (w/c)n vpadnega valovanja in valovnim
vektorjem k' = (w/c)n’ sipanega valovanja. * Vrednost vsote v (80.3) moramo izracunati ob
casu t' =t — (Rp/c) (zaradi krajSega pisanja smo kot obic¢ajno izpustili indeks ¢’ pri koli¢ini
r); spremembo vektorja r v ¢asu r-n’/c smemo zanemariti zaradi predpostavke, da so hitrosti
nabojev majhne. Absolutna vrednost vektorja q je

q= 2% sin (80.4)
c

57
kjer je © sipalni kot.

Pri sipanju na atomu (ali molekuli) smemo zanemariti ¢lene v vsoti (80.3), ki jih prispeva
jedro, saj so mase jeder velike v primerjavi z maso elektrona. Ce upostevamo le elektrone,
lahko faktor e?/m izpostavimo pred znak za seStevanje; e in m sta tu seveda naboj in masa
elektrona.

Polje sipanega valovanja H' dobimo z uporabo enac¢be (66.3):

l . R, 2 .
= 2L Y e (80.5)
C 0 m

Pretok energije skozi diferencialni prostorski kot v smeri n’ je

. 2
ol 5B [ 0

To delimo s pretokom energije vpadnega valovanja, c¢|Eg|?/87, in vpeljemo kot  med smerjo
polja vpadnega valovanja E in smerjo sipanja. Kon¢no dobimo naslednji izraz za efektivni

sipalni presek:

2 2 2
do = [ £ ‘E e~tar
o= | —

mc?

Vodoravna Crta oznacuje casovno povprecje, torej povprecje po trajektorijah delcev v sistemu;
povprecje dobimo, ker sipanje opazujemo dolgo v primerjavi s periodami gibanja nabojev v
sistemu.

C|HI|2 e4
o RZdo =

do.

8mc3m?

sin® @ do. (80.6)

*Strogo vzeto je valovni vektor k' = w'n’/c, ker se lahko frekvenca w’ sipanega valovanja razlikuje od w.
Ker pa imamo opravka z visokimi frekvencami, smemo tu razliko w’ — w ~ wo zanemariti.
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Iz pogoja (80.1) sledi neenacba A < ac/v za valovno dolzino vpadnega valovanja. Kar se
tice vrednosti A in @ samih, sta mozna oba mejna primera: A < a in A < a. V obeh primerih
se splosna enacba (80.6) mocno poenostavi.

Ce je A > a, v izrazu (80.6) velja q-r < 1, ker je ¢ ~ 1/X in 7 ~ a. Ce torej e~'aT
nadomestimo z ena, dobimo

2\ 2
do = (%) sin? 0 do, (80.7)

kar pomeni, da je sipanje sorazmerno s kvadratom atomskega stevila Z.

Oglejmo si Se primer, ko je A < a. V kvadratu vsote v (80.6) nastopajo poleg kvadrata
modula vsakega ¢lena tudi krizni ¢leni oblike e~ (F1-r2),

Ko racunamo povprecje po trajektorijah delcev, torej s tem tudi po medsebojnih razdaljah
delcev, zavzamejo razlike r; — ro vrednosti na intervalu velikostnega reda a. Ker je ¢ ~ 1/
in A < a, je e "0 (r1-12) hitro nihajoca funkcija, zato je njeno povprecje enako nic. Zato je
pri A < a efektivni sipalni presek enak

2 2

do =2 (6—2> sin? 0 do, (80.8)
mc

kar pomeni, da je sipanje sorazmerno s prvo potenco atomskega §tevila. Opozorimo naj, da

ta enacba ne velja za majhne sipalne kote (© ~ \/a), saj je v tem primeru q ~ ©/\ ~ 1/a,

tako da eksponent q - r ni velik v primerjavi z ena.

Efektivni koherentni sipalni presek dolo¢imo tako, da pois¢emo tisti prispevek k sipanemu
valovanju, ki ima frekvenco w. V izrazu (80.5) je ¢asovno odvisen faktor e =™ ¢as pa nastopa
tudi v vsoti Y e~"4T, Zaradi slednje ¢asovne odvisnosti so v polju sipanega valovanja poleg
frekvence w vsebovane tudi drugi frekvence (ki pa so v blizini w). Prispevek k polju s frekvenco
w (torej tisti, ki je ¢asovno odvisen le preko faktorja e~™?!)
povprecje po ¢asu vsote Y e "7, Zaradi tega se izraz za efektivni koherentni sipalni presek
dogn od skupnega sipalnega preseka do razlikuje v tem, da namesto povpretne vrednosti
kvadrata modula vsote vsebuje kvadrat modula povprecne vrednosti vsote,

e2 \?
—iq-r
dacoh:<—2> ‘g e "
me

Omenimo naj, da je ta povprecna vrednost vsote kar enaka (e odmislimo konstantni pred-
faktor) prostorski Fourierevi komponenti povprecéne porazdelitve elektri¢nega naboja atoma

p(r):

dobimo tako, da izracunamo

2
sin® @ do. (80.9)

ez e~iaT = Z p(r)e™ 4T AV = pq. (80.10)

Ce je A > a, lahko ponovno €'@™ nadomestimo z ena in dobimo

2 2
doeon = (Ze—2> sin? 0 do. (80.11)
mc
Ko to primerjamo s skupnim efektivnim sipalnim presekom (80.7), ugotovimo, da je do =

docon, torej da se vso valovanje sipa koherentno.

Ce je A < a, potem pri ra¢unanju povprecja v (80.9) vsi cleni vsote odpadejo, ker so
hitro nihajo¢e funkcije ¢asa, in velja doecn = 0. V tem primeru je torej sipanje povsem
nekoherentno.

Polje, v. 1



Poglavje 10

Delec v gravitacijskem polju

881 Gravitacijska polja v nerelativisticni mehaniki

Gravitacijska polja imajo osnovno lastnost, da se v njih vsa telesa gibljejo enako, neodvisno
od mase, ce so le zacetni pogoji vedno enaki.

Na primer, zakon prostega pada v gravitacijskemu polju Zemlje je enak za vsa telesa; ne
glede na njihovo maso vsa telesa padajo z enakim pospeskom.

Ta lastnost gravitacijskih polj omogoca uporabo analogije med gibanjem telesa v grav-
itacijskem polju in prostim gibanjem telesa, ki ga opazujemo iz neinercialnega opazovalnega
sistema. V inercialnem opazovalnem sistemu je namre¢ prosto gibanje teles premocrtno in
enakomerno. Ce so na primer v danem trenutku hitrosti teles enake, bodo ostale enake za
vedno. Ocitno je, da bomo iz nekega neinercialnega opazovalnega to gibanje videli tako, da
se bodo vsa telesa gibala enako glede na nas.

Zato so lastnosti gibanja v neinercialnem sistemu enake lastnostim gibanja v inercial-
nem sistemu v prisotnosti gravitacijskega polja. Z drugimi besedami, neinercialen opazovalni
sistem je ekvivalenten dolo¢enemu gravitacijskemu polju. To je nacelo ekvivalence.

Oglejmo si na primer gibanje v enakomerno pospeSenem opazovalnem sistemu. Telo s
poljubno maso, ki se prosto giba v takSnem sistemu, ima glede na ta sistem konstanten
pospesek, ki je po velikost enak pospesku opazovalnega sistema, kaze pa v nasprotno smer.
Isto velja za gibanje v konstantnem in homogenem gravitacijskem polju, na primer v grav-
itacijskemu polju Zemlje (Ce opazujemo manjse podrocje, kjer je polje priblizno homogeno).
Enakomerno pospesSen opazovalni sistem je ekvivalenten konstantnemu in homogenemu zu-
nanjemu polju. Podobno je neenakomerno pospeseno linearno gibanje opazovalnega sistema
ekvivalentno homogenemu nekonstantnemu gravitacijskemu polju.

Toda polja, katerim ustrezajo neinercialni opazovalni sistemi, niso povsem enaka “pravim”
gravitacijskim poljem, ki jih imamo tudi v inercialnih opazovalnih sistemih. Moc¢no se namrec
razlikujejo v neskoncnosti. Neskoncno dale¢ od teles, ki polje povzrocajo, “prava’ gravitaci-
jska polja vedno padajo proti ni€. V nasprotju s tem pa polja, ki ustrezajo neinercialnim
opazovalnim sistemom, naraScajo preko vseh meja v neskoncnosti, ali pa ostanejo koncna,
vendar razli¢na od ni¢ Na primer, centrifugalna sila, ki se pojavi v rotirajotemu opazovalnemu
sistemu, narasca preko vseh meja, ko se oddaljujemo od osi vrtenja; polje, ki je ekvivalentno
opazovalnemu sistemu, ki se giblje pospeSeno premocrtno, je enako v vsem prostoru, tudi v
neskoncnosti.

Polja, ki so ekvivalentna neinercialnim sistemom, izginejo, ko se preselimo v inercialni
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sistem. Nasprotno pa “pravih” gravitacijskih polj (ki obstajajo tudi v inercialnem opazo-
valnem sistemu) ne moremo izni¢iti z nobeno izbiro opazovalnega sistema. To je razvidno
Ze iz zgornje razprave o razlicnemu obnasanju v neskonc¢nosti med “pravim” gravitacijskim
poljem in poljem, katerim so ekvivalentni neinercialni sistemi; ker zadnja ne tezijo proti nic v
neskonc¢nosti, je o¢itno nemogoce, da bi z izbiro opazovalnega sistema iznicili “pravo” polje,
ker to v neskonénosti tezi proti nic.

Z izbiro primernega opazovalnega sistema lahko izni¢imo gravitacijsko polje le v dolo¢enem
obmocju prostora, ki je dovolj majhno, da lahko polje tam smatramo kot homogeno. V tem
primeru moramo izbrati pospeSen opazovalni sistem, katerega pospesek je enak pospesku, ki
bi ga imel delec na obmocju polja, ki ga obravnavamo.

Gibanje delca v gravitacijskem polju je v nerelativisticni mehaniki dolo¢eno z Lagrangevo
funkcijo, ki ima v inercialnemu opazovalnemu sistemu obliko

mvz

kjer je ¢ funkcija koordinat in ¢asa, ki opisuje polje, in se imenuje gravitacijski potencial. *
Ustrezna enacba gibanja je
v =—-V¢. (81.2)

Masa ali kaksna druga konstanta, ki doloca lastnosti delca, se v enacbi ne pojavlja; na ta
nacin se osnovna lastnost gravitacijskih polj izraza v matematicnem jeziku.

882 Gravitacijsko polje v relativisti¢éni mehaniki

Osnovna lastnost gravitacijskih polj, da se v njih vsa telesa gibljejo na enak nacin, velja tudi
v relativisticni mehaniki. Zato prezivi tudi analogija med gravitacijskimi polji in neinercial-
nimi opazovalnimi sistemi. Zato iz te analogije izhaja tudi obravnava gravitacijski polj v
relativisti¢ni mehaniki.

V inercialnemu opazovalnemu sistemu s kartezi¢nimi koordinatami se interval ds zapise:

ds? = 2 dt? — daz? — dy? — d22.

Kot dobro vemo ostane po Lorentzevi transformaciji v katerikoli drug inercialni sistem ta
integral enak. Ce pa se preselimo v neinercialni opazovalni sistem, ds? ne bo ve¢ vsota
kvadratov diferencialov §tirih koordinat.

Ce se na primer preselimo v enakomerno vrteci se koordinatni sistem

z=1"cosQt —y'sinQt, y=2a'sinQt + 1y cosQt, z =2
(€2 je kotna hitrost vrtenja okoli osi Z), postane interval
ds? = [¢2 — Q*(2 + y*)] dt? — dz"? — dy + 2Qy' dz’ dt — 2Qa’ dy/ dt.

Ne glede na to, kako bi poskusali transformirati ¢asovno koordinato, zgornjega izraza ne
moremo zapisati kot vsoto kvadratov diferencialov koordinat.

*V nadaljevanju ne bomo pogosto potrebovali elektromagnetnega potenciala ¢, zato oznacevanje gravitaci-
jskega potenciala z enakim simbolom ne bo vodilo k nejasnostim.
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Zato je v neinercialnem opazovalnem sistemu kvadrat intervala splosna kvadratna forma
diferencialov koordinat in se zapiSe

ds? = g, dz® da®, (82.1)
kjer so g;; funkcije prostorskih koordinat z!, z?, 3 in ¢asovne koordinate z°. V neinercialnem
opazovalnem sistemu je ¢etverni koordinatni sistem 20, z!', 22, 3 krivoérten. Koli¢ine g;;,, ki
dolocajo vse geometrijske lastnosti krivocrtnega koordinatnega sistema, predstavljajo metriko
prostora in casa.

Vedno lahko privzamemo, da so koli¢ine g;; simetri¢ne v indeksih ¢ in & (gx; = gix),
ker so dolocene s simetri¢no formo (82.1), kjer g;; in gx; nastopata kot faktorja enega samega
produkta dzdz*. V splosnem imamo deset neodvisnih koli¢in g;; — §tiri z enakima indeksoma
in 4-3/2 = 6 z razlicnima indeksoma. V inercialnem opazovalnem sistemu, ko uporabljamo

kartezi¢ne prostorske koordinate z?3 = z,y, z in velja za ¢as 20 = ct, so koli¢ine g;;, enake

goo =1, gin=92=g33=-1, gir =02zai #k. (82.2)

Cetverni koordinatni sistemi s taksnimi vrednostmi g;;, se imenuje Galilejev koordinatni sis-
tem.

V prej$njem razdelku smo pokazali, da je neinercialni koordinatni sistem ekvivalenten
nekemu polju. Kot lahko sedaj vidimo, so v relativisticni mehaniki ta polja dolocena s
koli¢inami g;.

To velja tudi za “prava” gravitacijska polja. Gravitacijsko polje je sprememba metrike
prostora-casa, ki jo dolocajo koli¢ine g;;. To pomembno dejstvo pomeni, da so geometrijske
lastnosti prostora-casa (metrika) dolocene s fizikalnimi pojavi, in niso fiksne, v naprej dolocene
lastnosti prostora in cCasa.

Teorija gravitacijskih polj, zgrajena na temeljih teorije relativnosti, se imenuje splosna
teorija relativnosti. Osnoval, in leta 1915 dokon¢no formuliral, jo je Einstein. To je verjetno
ena najlepsih obstojecih fizikalnih teorij. Einstein jo je — presenetljivo — razvil na povsem
deduktiven nacin, eksperimentalne dokaze so prinesla Sele poznejsa astronomska opazovanja.

Kot v nerelativisticni mehaniki obstaja bistvena razlika med “pravimi” gravitacijskimi
polji in polji, katerim so ekvivalentni neinercialni opazovalni sistemu. Ko se preselimo iz
inercialnega v neinercialni opazovalni sistem, dobimo iz Galilejevih g;; (82.2) nove koli¢ine g;
v kvadratni formi (82.1) s preprosto koordinatno transformacijo. Z inverzno transformacijo
jih lahko ponovno privedemo na Galilejeve vrednosti v vsem prostoru. Koli¢ine g;; so v
vseh taksnih primerih prav posebne: to je razvidno ze iz dejstva, da samo s koordinatno
transformacijo ne moremo vrednostim g;; dati poljubnih vrednosti.

“Pravega” gravitacijskega polja pa ne moremo izniciti z nobeno koordinatno transforma-
cijo. 7 drugimi besedami, v prisotnosti gravitacije je prostor-cas taksen, da kolicin g;, ki
dolocajo njegovo metriko, ne moremo privesti na Galilejeve g;x v vsem prostoru z nobeno
koordinatno transformacijo. TakSen prostor-Cas je ukrivljen, za razliko od ravnega, kjer je
opisana redukcija vedno mogoca.

S primerno izbiro koordinat pa lahko koli¢ine g;; privedemo na Galilejevo obliko v poljubni
tocki negalilejevega prostora-casa: to ustreza diagonalizaciji kvadratne forme s konstantnimi
koeficienti (koeficienti so ravno vrednosti g;; v izbrani tocki). TakSen koordinatni sistem
imenujemo Galilejev v izbrani tocki. *

“Da ne bo nesporazuma, moramo takoj povedati, da izbor taksnega koordinatnega sistema ne pomeni, da
smo odpravili gravitacijsko polje v ustreznem infinitezimalnem delu Cetvernega prostora. Gravitacijsko polje
lahko tako vedno odpravimo z uporabo nacela ekvivalence: to ima tudi globlji pomen (glej § 87).
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Po diagonalizaciji v izbrani tocki ima matrika koli¢in g¢;; eno pozitivno in tri negativne
lastne vrednosti. * Iz tega je razvidno, da je determinanta g matrike g;r vedno negativna v
pravem prostoru-casu:

g <O0. (82.3)

Kadar se spremeni metrika prostora-Casa, se soCasno spremeni tudi ¢isto prostorska
metrika. Galilejevi metriki g;; v ravnem prostoru-¢asu ustreza evklidska geometrija pros-
tora. V gravitacijskem polju postane geometrija prostora neevklidska. To velja tako za
“prava” gravitacijska polja, v katerih je prostor-cas ukrivljen, kot za polja, ki so ekvivalentna
neinercialnim opazovalnim sistemom, v katerih je prostor-cas Se vedno raven.

Problem geometrije prostora v gravitacijskem polju si bomo bolj podrobno ogledali v 84.
Koristno je, da ze sedaj na preprost nacin ilustriramo, kako postane prostor neevklidski, ko
se preselimo iz inercialnega v neinercialni opazovalni sistem. Imejmo dva opazovalna sistema,
inercialnega (K) in tak$nega, ki se enakomerno vrti glede na K okoli skupne osi z (K'). Krog s
srediSCem v izhodis¢u, ki lezi v ravnini z, y sistema K, je krog tudi v ravnini 2/, y' sistema K.
Ce izmerimo obseg in premer kroga z merilno palico v sistemu K, dobimo vrednosti, katerih
razmerje je 7, v skladu z evklidsko geometrijo v inercialnem opazovalnem sistemu. Sedaj pa
opravimo podobno meritev z merilno palico, ki miruje v sistemu K'. Ce opazujemo meritev
iz sistema K, bo palica, ki lezi tangentno na krog, dozivela Lorentzevo skrcéenje dolzin, palica,
ki lezi radialno, pa ne. Jasno je, da bo razmerje med obsegom in premerom pri taks§ni meritvi
veCje od .

V splosnem primeru poljubnega, spreminjajocega se gravitacijskega polja, bo metrika
prostora ne le ne-evklidska, temvec se bo tudi spreminjala s casom. To pomeni, da se razmerja
med razliénimi geometrijskimi razdaljami spreminjajo s casom. Zato medsebojne lege “testnih
teles” v polju ne morejo biti stalne v nobenem koordinatnem sistemu. I Postavimo na primer
telesa po obsegu in po premeru kroga. Ker bo razmerje med obsegom in premerom razli¢no
od 7 in se bo spreminjalo s ¢asom, se bodo razdalje med telesi po obsegu spreminjale, ¢e bodo
razdalje med telesi po premeru kroga ostale enake, in obratno. V splosni teoriji relativnosti
je nemogoce imeti sistem teles, ki mirujejo eno glede na drugo.

To bistveno spremeni sam koncept opazovalnega sistema v splosni teoriji relativnosti v
primerjavi s pomenom opazovalnih sistemov v posebni teoriji. V posebni teoriji relativnosti
smo si pod pojmom opazovalnega sistema predstavljali mnozico mirujocih teles, katerih med-
sebojne lege se ne spreminjajo. V prisotnosti spremenljivega gravitacijskega polja taksnih
sistemov teles ne more biti. Da bi dolocili polozaj telesa v prostoru, si moramo strogo vzeto
predstavljati neskon¢no stevilo teles, ki prostor zapolnjujejo kot neke vrste “medij”. TakSna
mnozica teles z urami, ki te¢ejo poljubno, tvori opazovalni sistem v splosni teoriji relativnosti.

Zaradi proste izbire opazovalnega sistema, morajo zakoni narave biti v splosni teoriji
relativnosti zapisani v obliki, ki je primerna za poljuben §tiridimenzionalen koordinatni sistem.
Tej obliki pravimo “kovariantna” oblika. To seveda ne pomeni, da so vsi opazovalni sistemi
ekvivalentni (kot so fizikalno ekvivalentni vsi inercialni opazovalni sistemi v posebni teoriji).
Prav nasprotno, tako lastnosti gibanja teles kot ostali fizikalni pojavi so videti razlicno v
vsakem izmed moznih opazovalnih sistemov.

*Ta nabor znakov se imenuje signatura matrike.

tBolj natanéno: stevilo delcev mora biti vecje od stiri. Ker lahko konstruiramo tetraeder iz poljubnih §tirih
daljic, je vedno mogoce s primerno definicijo opazovalnega sistema doseci, da Stirje delci tvorijo invariantni
tetraeder. Zato lahko seveda dosezemo tudi to, da imajo delci stalne medsebojne lege tudi v sistemu dveh ali
treh delcev.
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8§83 Krivocrtne koordinate

Pri obravnavi gravitacijskih polj moramo pojave opisati v poljubnem opazovalnem sistemu,
zato moramo nekaj ve¢ povedati o §tiridimenzionalni geometriji poljubnih krivo¢rtnih koor-
dinatnih sistemov. Temu bodo posveceni razdelki 83, 85 in 86.

Oglejmo si transformacijo iz enega koordinatnega sistema z°, z!, 22, 2* v drugega z'°,
:E’l, :E’Z, xl3:

xi — fi($'0,$'1,$'2,$'3),

kjer so f* neke funkcije. Transformaciji koordinat ustreza transformacija diferencialov po
enachbi )
_ oz’ 1k
- ox'*
Vsaka ¢etverica koli¢in A%(i = 0,1,2,3), ki se ob transformaciji koordinat transformira kot
diferenciali koordinat, se imenuje kontravariantni ¢etverec:

da’* (83.1)

Ai _ 8$Z 1k

= o (83.2)

Naj bo ¢ neki skalar. Ob transformaciji koordinat, se koli¢ine 0¢/dz’ transformirajo po
enachbi

dp  0¢ ox'*

ozt Ox'k Oz’
kar je drugacen predpis kot enacba (83.2). Vsaka ¢etverica koli¢in A;, ki se ob transformaciji
koordinat transformira kot odvodi skalarja, se imenuje kovariantni ¢etverec:

(83.3)

B 83)’k ,
T oort Tk
Ker v krivo¢rtnih koordinatah obstajata dve vrsti vektorjev, bodo tenzorji drugega ranga

treh vrst. Kontravariantni tenzor drugega ranga, A, je skupina Sestnajstih kolicin, ki se
transformirajo kot produkti komponent dveh kontravariantnih vektorjev, in sicer po pravilu

A;

(83.4)

ozt o=k,
= o A (83.5)

Kovariantni tenzor drugega ranga se transformira po pravilu

Aik

n m
ox" o™ ,

Aip = =54
' ozt ok ="

(83.6)

mesani tenzor pa po pravilu
; 0t 92’
kT 9gh gzk ™
S tem smo posplosili definicije vektorjev Cetvercev in tenzorjev cetvercev v Galilejevih
koordinatah (6), v skladu s katerimi diferenciali dz’ tvorijo kontravarianten cetverec, odvodi
0¢/0x" pa kovarianten éetverec. *
Pravila za sestavljanje tenzorjev cetvercev z mnozenjem ali kréenjem produktov drugih
tenzorjev Cetvercev veljajo nespremenjena tudi v krivocrtnih koordinatah. S pomocjo pravil

(83.7)

*Ceprav v galilejskemu sistemu koordinate z' same (in ne le njihovi diferenciali) tvorijo vektor cetverec, to
seveda ne velja vec v krivocrtnih koordinatah.
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(83.2) in (83.4) se lahko hitro prepricamo, da je skalarni produkt dveh vektorjev cetvercev
A'B; invarianten: .
4B — ox* O™ ., Oz
Yozt Ot gl
Enotski tenzor cetverec 6,ic je definiran enako kot prej: njegove komponente so Se vedno
r=0zai#k, inlzai=k Ceje AF vektor tetverec, potem pri mnozenju z 03, dobimo

A"B!, = A"B].

Akgp = AT,

torej drug vektor cetverec. S tem smo dokazali, da je 6,ic tenzor.
Kvadrat diferencialne lo¢ne dolzine je kvadratna forma diferencialov dz®:

ds? = g;j, dz’ dz®, (83.8)
kjer so g;; funkcije koordinat; koli¢ine g so simetri¢ne v indeksih ¢ in k:
ik = Gki- (83.9)

Ker je (skréen) produkt koli¢in g;;, in kontravariantnega tenzorja dz’dz* skalar, kolicine
gix tvorijo kovarianten tenzor; imenujemo ga metricni tenzor.
Tenzorja A;; in B sta reciprocna, e velja

Ay, BM = 6.
Kontravariantni metri¢ni tenzor je tenzor ¢**, ki je reciprocen tenzorju g, torej
girg™ = 8. (83.10)

Isto fizikalno koli¢ino lahko zapisemo s kontravariantnimi ali kovariantnimi komponentami.
Ocitno je, da so edine koli¢ine, ki lahko dolocajo povezavo med obema oblikama, komponente
metri¢nega tenzorja. Povezavo lahko zapiSemo z enacbama:

At = g* A, A = ginAF. (83.11)

V Galilejevem koordinatnem sistemu ima metri¢ni tenzor komponente

1 0 0 0
: 0 -1 0 0

g0 = g0 = 0 0 -1 o (83.12)
00 0 -1

Tedaj enacba (83.11) podaja znane relacije A® = Ay, AM?3 = —A; 53, ipd. *
Podobno pravilo velja tudi za tenzorje. Izbran fizikalni tenzor spremenimo iz ene v drugo
obliko s pomocjo metricnega tenzorja po enacbah:

Ay =g" Ay, AT = g'g"m Ay,

*Ko pri opisovanju analogij uporabljamo Galilejev koordinatni sistem, se moramo zavedati, da lahko taksen
sistem izberemo le v ravnem prostoru. V primeru ukrivljenega Cetvernega prostora smemo govoriti le o koor-
dinatnem sistemu, ki je Galilejev v izbranem infinitezimalno majhnem delu prostora-casa (taksen sistem lahko
vedno najdemo). Ta razlika ne vpliva na nobeno izmed izpeljav.
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ipd.

V 6 smo definirali popolnoma antisimetri¢ni enotski psevdotenzor e v Galilejevih ko-
ordinatah. Transformirajmo ga v poljubni koordinatni sistem in ga sedaj oznacujmo z E*im,
Oznako e**'™ bomo obdrzali za koli¢ine, definirane kot poprej (¢°2® =1 ali eg193 = —1).

Naj bo 2 Galilejev, z* pa poljuben krivocrtni koordinatni sistem. V skladu s splognimi
pravili za transformiranje tenzorjev imamo

tklm

) k l m
Eiklm _ 8$ 8$ 8.’E 8.’E 6PTSt
Ox'P 9z'" Oz's D't ’

ali
Eiklm _ Jeiklm
Y
kjer je J determinanta, ki jo tvorijo odvodi dz'/0z', to pa je ravno Jacobijeva determinanta,
za transformacijo iz Galilejevega v krivocrtni koordinatni sistem:

Oz, 2t 22, 23)

J = .
8(:17'0, :E'l, le, xl3)

To Jacobijevo determinanto lahko izrazimo z determinanto metri¢nega tenzorja g;; (v sistemu
z'). V ta namen najprej zapisimo enacbo za transformacijo metricnega tenzorja:

i 9.k
ik Oz Oz Im(0)
- oz’ 8$Img ?
in izena¢imo determinanti obeh strani enacbe. Determinanta reciproénega tenzorja je |g**| =
1/g. Druga determinanta je |¢"(9)| = —1. Sledi 1/g = —J?, torej J = 1//=g.
Zato moramo v krivoértnem koordinatnem sistemu antisimetri¢ni enotski tenzor definirati

ERm = el (83.13)

-

Indekse tega tenzorja spustimo s pomocjo enacbe

ep”tgipgkrglsgmt = —9€iklm, (83.14)

tako da so kovariantne komponente enake
Eikim = V' —9€ikim- (83.15)

V Galilejevemu koordinatnemu sistemu z”* je integral skalarja po d)' = dz® dz'" dz? d2"
tudi skalar, kar pomeni, da se pri integriranju diferencial d©Q" obnasa kot skalar (§6). Pri
transformaciji v krivoértni koordinatni sistem z’ se diferencial dQ)' pretvori v

1
A — —d0 = /=g dQ. (83.16)

Zato je v krivocrtnih koordinatnih sistemih pri integriranju po ¢etverni prostornini (angl. four
volume) invariantna koli¢ina /—g d€2. *

*Ce je ¢ skalar, se \/—g¢, ki po integraciji po dQ2 da invariantno koli¢ino, imenuje skalarna gostota. Podobno
lahko govorimo o vektorski in tenzorski gostoti \/—gA® in \/—gA® ipd. Te koli¢ine nam dajo vektor oziroma
tenzor, ¢e jih pomnozimo z d$ (integral [ Ai\/—_g dQ2 po konénem obmoc¢ju strogo vzeto ne more biti vektor,
saj so pravila za pretvorbo vektorja A’ v vsaki tocki drugaéna).
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Vse opombe na koncu §6 o diferencialih pri integriranju po hiperploskvah, ploskvah in
krivuljah veljajo nespremenjene v krivocrtnih koordinatnih sistemih, spremeni se le definicija
dualnih tenzorjev. Diferencial “ploS¢ine” na hiperploskvi, ki ga napenjajo trije infinitezimalni
premiki, je kontravarianten antisimetriéni tenzor dS’!; dualni tenzor dobimo z mnozenjem s
tenzorjem /—ge;xim, in je enak

1
V—gdS; = — 5 Cikim dskim, /—q. (83.17)

Podobno velja za df*, diferencial (dvodimenzionalne) ploicine, ki ga razpenjata dva
infinitezimalna premika. Tu je dualni tenzor definiran z *

s 1 m
V—gdfi = 5V "9€ikim dfim. (83.18)

Oznaki dS; in df;, kot poprej ohranimo za koliCini %6iklm dSkim in %6iklm df'™ (in ne za
produkta teh koli¢in z /—g); pravila (6.14-19) o transformiranju med razlicnimi vrstami in-
tegralov ostanejo enaka, saj so bila izpeljana formalno, brez sklicevanja ne tenzorske lastnosti
razlicnih koli¢in. NajpomembnejSe je pravilo o transformiranju integrala po hiperploskvi v
integral po Cetverni prostornini (Gaussov izrek), kar dosezemo z substitucijo

0

dS; —» dQ—

g (83.19)

§84 Razdalje in ¢asovni intervali

V splosni teoriji relativnosti izbira koordinatnega sistema ni na noben nacin omejena; trojica
prostorskih koordinat z!, 22, 2% so lahko poljubne koli¢ine, ki dolo¢ajo polozaj telesa v pros-
toru, ¢asovna koordinata z' pa je dolotena z uro, ki te¢e na poljuben nacin. Zanima nas,
kako lahko iz vrednosti koli¢in z!', 22, 23, 2% dolo¢imo dejanske razdalje in ¢asovne intervale.

Najprej poiscimo povezavo med lastnim casom, ki ga bomo v nadaljevanju oznacevali s
7, in koordinato z°. V ta namen si oglejmo dva infinitezimalno zakasnjena dogodka, ki se
dogodita v isti prostorski tocki. Tedaj je interval ds med dogodkoma, kot ze vemo, kar cdr,
kjer dr (lastni) ¢asovni interval med dogodkoma. V splogni izraz ds? = g;;, dz’ dz* postavimo

dz! = dz? = dz? = 0 in dobimo
ds? = % = goo(da?)?,

od koder sledi )
dr = —4/900 d.’L’O, (84.1)
c

¢as med poljubnima dogodkoma, ki se dogodita v isti tocki, pa je

1
T = E/w/ggo dﬂ)o. (842)

*Vedeti moramo, da sta dS*™ in df** sestavljena iz infinitezimalnih premikov dz‘, dz’* in dz”* na enak
nac¢in kot v § 6 ne glede na geometrijski pomen koordinat #*. Formalni pomen diferencialov dS; in df}, je
torej enak kot prej. Kot prej je dSo = dxi drs ders = dV. Ohranili smo torej prejsnjo definicijo diferenciala
dV kot zmnozka diferencialov treh prostorskih koordinat; zavedati pa se moramo, da diferencial geometrijske
prostorske prostornine v krivo¢rtnih koordinata ni podan z dV, temve¢ z ,/ydV, kjer je v determinanta
prostorskega metri¢nega tenzorja (ki ga bomo vpeljali v naslednjem razdelku).
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Ta enacba doloca, koliko ¢asa je v tocki dejansko minilo (od tod ime lastni ¢as za dano
tocko v prostoru) ob spremembi koordinate z°. Mimogrede naj §e omenimo, da je koli¢ina
goo pozitivna, kot je razvidno iz predhodnih enacb:

goo > 0. (84.3)

Poudariti moramo pomensko razliko med enacbo (84.3) in signaturo [to so predznaki
treh glavnih vrednosti tenzorja g;; (§82)]. Tenzor g;z, ki ne zadosti drugemu pogoju, ne
more ustrezati pravemu gravitacijskemu polju in ne more biti metrika prostora-casa. Ce pa.
ne zadostimo prvemu pogoju, (84.3), to pomeni le, da ustreznega opazovalnega sistema ne
moremo dobiti s pravimi telesi; ¢e je izpolnjen pogoj o lastnih vrednostih, potem lahko z
ustrezno transformacijo koordinat dosezemo, da je gop pozitiven (taksen primer je vrteci se
koordinatni sistem, glej 89).

Pois¢imo diferencial prostorske dolzine, dl. V posebni teoriji relativnosti lahko d/ defini-
ramo kot interval med dvema infinitezimalno bliznjima dogodkoma, ki se pripetita ob istem
casu. V splosni teoriji relativnosti je to obi¢ajno nemogoce; nemogoce je doloc¢iti dl z enos-
tavno zahtevo dz” = 0 v enacbi za ds. To je povezano s tem, da je v gravitacijskem polju
lastni éas v razli¢énih tockah odvisen od koordinate dz® na razliéne nacine.

Diferencial dl bomo poiskali drugace.

Predstavljajmo si, da iz prostorske tocke B (s koordinatami z® 4+ dz®) posljemo svetlobni
signal v infinitezimalno bliznjo tocko A (s koordinatami x®), nato pa ga po isti poti posljemo
e nazaj. OCitno je Cas (opazovan iz tocke B) za to pot, pomnozen z ¢, enak dvakratni razdalji
med tockama.

Zapisimo diferencial ds, pri ¢emer lo¢imo prostorske in ¢asovne koordinate:

ds? = gop dz® dz? + 2gpe dz¥ dz® + goo(daz®)?, (84.4)

kjer implicitno seStevamo po ponovljenih grskih indeksih, ki tecejo od 1 do 3. Interval med
dogodkoma, ki ustrezata odhodu in prihodu signala iz ene tocke v drugo, je enak nic. Iz
enatbe ds? = 0 izrazimo dz’. Obstajata dve resitvi

1
dz0(t) = g%{—gga dz® — \/(QOaQOﬂ - gaBQOO) dz® dxﬂ},
84.5)
’ (
dz"?) = QE{_QOQ dz® + \/(QOaQOﬂ — gapgoo) dz* dz},

ki ustrezata potovanju signala v dveh smereh med A in B. Ce je 2° trenutek prihoda signala

(1)

v tocko A, sta trenutka, ko je signal zapustil B in se vrnil v B enaka z° + dz,’ oziroma

20+ dx[()z). Na skici 15 sta polni érti svetovnici, ki ustrezata koordinatam z® in z + dz®,
crtkane Crte pa so svetovunice signalov. * Jasno je, da je celotni “Casovni” interval med
odhodom signala in povratkom v zacetno tocko enak

2
dz°®@ — dz"® = —\/(90(190[3 — gapgoo) dz® dz’.
goo

*Na sliki 15 je predpostavljeno, da je dx(()z) > 0 in dac(()l) < 0, vendar to ni potrebno: dz®® in dz®®

lahko imata isti predznak. Dejstvo, da je lahko v tem primeru vrednost z°(A) v trenutku prihoda signala v
A manjsa od vrednosti 2°(B) v trenutku, ko signal odpotuje iz B, ne vodi v kontradikcijo, saj nismo nikjer
predpostavili, da so hitrosti ur v razli¢nih tockah prostora na kakrsenkoli nacin sinhronizirane.
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A x%+dx?

xO+dx oY

Slika 15:

Ustrezni interval lastnega ¢asa dobimo, ¢e upostevamo enacbo (84.1), z mnozenjem z ,/goo/c,
razdaljo med tockama d! pa z dodatnim mnozenjem z ¢/2. Dobimo

di2 = <—ga5 + L0008 ) dz® dz”.
goo

To je iskani izraz, ki doloca razdalje v odvisnosti od diferencialov prostorskih koordinat.
ZapiSemo ga v obliki

di? = yop dz® dz”, (84.6)
kjer je
Yap = (_gaﬂ + g_OaQOﬂ) (84.7)
goo

tridimenzionalni metriéni tenzor, ki doloca metriko, torej geometrijske lastnosti prostora.
Enacba (84.7) izraza povezavo med metriko prostora in metriko stiridimenzionalnega prostora-
casa. *

Ves ¢as moramo imeti v mislih, da je g;; v splosnem odvisen od z° tako, da se prostorska
metrika (84.6) s Casom spreminja. Zato je nesmiselno integrirati d/; takSen integral bi bil
odvisen od izbire svetovnice, ki povezuje tocki v prostoru. Zato v splosni teoriji relativnosti
pojem dolocene razdalje med telesi v sploSnem izgubi pomen in je smiseln le za infinitezimalne
razdalje. Le tedaj, ko gjx ni odvisen od ¢asa, lahko govorimo o konéni razdalji in integral [ dl
ima dolo¢en pomen.

*Kvadratna forma (84.6) mora oCitno biti pozitivno definitna. Da bo to res, mora biti zados¢eno naslednjim
pogojem, ki jih poznamo iz teorije form:

e Y1 Y1z M3
Y11 > 0, >0, |721 722 y23| > 0.
Y21 a2
Y31 Y3z Y33

Ce izrazimo 7y z gix, lahko hitro pokazemo, da lahko zgornje pogoje zapisemo tudi kot

g0 gor goo goi  go2
<0, |gio g11 gi2|>0, g<O0.
gio gi1
g20 g21  g22

Tem pogojem skupaj z zahtevo (84.3) morajo zados¢ati komponente metricnega tenzorja v vsakem opazovalnem
sistemu, ki ga lahko ustvarimo z realnimi telesi.
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Vredno je poudariti, da je tenzor —v,s reciprocen kontravariantnemu tridimenzionalnemu
tenzorju g%, Iz g"* gy = 6} sledi namre¢

B B

9*% 95y + 990y = 0%, 9*%gg0 + 9*%900 = 0, g°’ggo + 9%g00 = 1. (84.8)

Iz druge enacbe izrazimo ¢®° in vstavimo v prvo. Tako dobimo
—g*P vy = 65, (84.9)

Rezultat lahko formuliramo tudi drugage, in sicer s trditvijo, da so kolicine —¢g®® komponente
kontravariantnega tridimenzionalnega metri¢nega tenzorja, ki ustreza metriki (84.6):
af _

v —g*P. (84.10)

Povezava med determinantama g in -y, ki jo dobimo iz tenzorjev g;; in v4s, je
=9 = 9oo07- (84.11)

V nadaljevanju bomo uporabili tridimenzionalni vektor g, katerega kovariantne kompo-
nente so definirane z

o = — L2, (84.12)
goo

Ker g smatramo kot vektor v prostoru z metriko (84.6), moramo kontravariantne komponente
definirati z g* = y*’g5. Uporabimo (84.10) in drugo izmed enaéb (84.8), in dobimo

g% = 7aﬂgﬂ = —g0, (84.13)
Uporabna je tudi enacba
1
9% = — — gag”, (84.14)
goo

ki sledi iz tretje izmed enacb (84.8).

Oglejmo si sedaj koncept soCasnosti v splosni teoriji relativnosti. Zanima nas, ¢e je mozno
umeriti (sinhronizirati) ure v razli¢cnih tockah prostora tako, da bi obstajala povezava med
vrednostmi, odcitanimi z ur.

Taks$no sinhronizacijo moramo dose¢i z izmenjavo svetlobnega signala med tockama.
Ponovno si oglejmo Sirjenje signala med dvema infinitezimalno oddaljenima totkama A in
B, kot je prikazano na sliki 15. S trenutkom z° v tocki A socasnim trenutkom v tocki B sma-
tramo cas, prikazan na uri v tocki B, ki je na polovici med trenutkom odhoda in trenutkom
povratka signala v tocko B, torej cas

1
20+ Az = 2% + §(d$0(2) + dz"M),
Vstavimo (84.5) in dobimo, da je razlika vrednosti “casa” z° med dvema so¢asnima dogod-
koma, do katerih pride v dveh infinitezimalno bliznjih tockah enaka

d «Q
Az’ = —‘%ZT:E = go dz®. (84.15)
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S pomocjo te enacbe lahko sinhroniziramo ure v poljubnem infinitezimalnem obmocju
prostora. Ce s taksno sinhronizacijo nadaljujemo na enak nacin iz tocke A, je mozno sinhro-
nizirati ure: definiramo lahko so¢asnost dogodkov na poljubni odprti krivulji. *

Izkaze pa se, da je sinhronizacija ur po sklenjeni konturi v splosnem nemogoéa. Ce zacnemo
s sinhronizacijo po konturi in se vrnemo v zagetno tocko, bi dobili Az? razli¢en od ni¢. Zato
je a forteriori nemogoCe sinhronizirati ure po vsem prostoru. Poseben primer so le tisti
opazovalni sistemi, v kateri so vse komponente gy, enake ni¢.

Poudariti moramo, da je nezmoznost sinhronizacije vseh ur lastnost poljubnega opazo-
valnega sistema, in ne lastnost prostora-casa samega. V vsakem gravitacijskem polju lahko
vedno (na neskonéno veliko razli¢nih nacinov) izberemo takSen opazovalni sistem, v katerem
so vse koli¢ine g, identi¢no enake ni¢, kar omogoca popolno sinhronizacijo ur (glej §97).

Ze v posebni teoriji relativnosti lastni ¢as poteka razli¢no za ure, ki so v relativnem gibanju.
V splosni teoriji relativnosti pa lastni ¢as poteka razlicno celo v razliénih tockah prostora v
istem opazovalnem sistemu. To pomeni, da je v sploSnem interval lastnega Casa razlicen za
dva zaporedna dogodka v neki tocki v prostoru in za dva dogodka v drugi tocki v prostoru,
ki pa sta soCasna s prvima.

8§85 Kovariantni odvod

V Galilejevih koordinatah ¥ diferenciali dA; vektorja A; tvorijo vektor, odvodi komponent
vektorja po koordinatah dA;/0x* pa tvorijo tenzor. V krivoértnih koordinatah to ne velja;
dA; ni vektor, 0A;/0x pa ni tenzor. To je posledica tega, da je dA; razlika vektorjev v ra-
zliénih (infinitezimalno lo¢enih) tockah prostora; v razli¢nih tockah se vektorji transformirajo
razlicno, ker so koeficienti transformacijskih pravil (83.2) in (83.4) odvisni od koordinat.

Zgornje trditve lahko neposredno preverimo. V ta namen bomo poiskali pravila za trans-
formiranje diferencialov dA; v krivoc¢rtnih koordinatah. Kovariantni vektor se transformira
po enacbi

83;116 ,
A= g
zato je
8.’1;"k 8.’1;"k 83}’k 82!1;'Ik
dA:—dA, A,d—:—dA, ,7(1[
YT Ogt Rt ox' ox' L koriom

Vidimo, da se dA; transformira drugace kot vektor (isto velja seveda tudi za diferencial
kontravariantnega vektorja). Le kadar so drugi odvodi 0?z'%/0z'dz! = 0, torej kadar so z'*
linearne funkcije z¥, imajo transformacijska pravila obliko

83)’k
ddi = S dAy,

in se dA; transformira kot vektor.

*Ce (84.15) pomnozimo z goo in oba ¢lena prenesemo na levo stran, lahko pogoj za sinhronijo zapisemo
v obliki dzo = go: dz' = 0: o pomeni, da mora biti “kovariantni diferencial” dxo med dvema neskon¢no
bliznjima socasnima dogodkoma enak ni¢.

TV to skupino posebnih primerov pristevamo tudi tiste, kjer lahko goo postavimo na ni¢ s preprosto trans-
formacijo casovne koordinate, ki ni odvisna od izbire sistema predmetov, s katerimi definiramo prostorske
koordinate.

ty sploSnem v koordinatah s konstantnimi g;j.
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Sedaj bomo poiskali definicijo tenzorja, ki v krivocrtnih koordinatah igra isto vlogo kot
0A;/0r* v Galilejevih. Z drugimi besedami, odvod 0A4;/0z" bi radi transformirali iz Galile-
jevih v krivoértne koordinate.

Ce bi radi v krivoértnih koordinatah poiskali diferencial vektorja, ki se obnasa kot vektor,
moramo izracunati razliko dveh vektorjev v isti tocki. Drugace povedano, nekako moramo
“premakniti” enega izmed vektorjev (ki je v infinitezimalni blizini drugega) v tocko drugega
vektorja in Sele nato izraCunati razliko vektorjev, ki se sedaj nahajata v isti tocki. Premik
mora biti vpeljan tako, da bo v Galilejevih koordinatah razlika vektorjev enaka obicajnemu
diferencialu dA;. Ker je dA; kar razlika komponent dveh infinitezimalno oddaljenih vek-
torjev, to pomeni, da operator premika ne sme spremeniti komponent vektorja v Galilejevih
koordinatah. TakSen premik pa je ravno vzporedni premik. Pri vzporednem premiku vektorja
njegove komponente v Galilejevih koordinatah ostanejo enake, v krivo¢rtnih koordinatah pa se
bodo v splosnem spremenile. Zato bo v krivocrtnih koordinatah razlika komponent vektorjev
po premiku enega izmed njih v tocko drugega razlicna od razlike komponent pred premikom,
torej od dA;.

Ko primerjamo dva infinitezimalno oddaljena vektorja moramo torej enega od njiju vz-
poredno premakniti v toCko, kjer se nahaja drugi. Oglejmo si poljubni kontravariantni vektor;
¢e je njegova vrednost v tocki z! enaka A?, potem je vrednost v tocki z* 4+ dz! enaka A’ 4 dA°.
Vektor A’ vzporedno premaknemo za infinitezimalno razdaljo v totko 2’ + dz’; pri tem se
vektor spremeni za 0A’. Raszlika vektorjev, ki se sedaj nahajata v isti tocki, DA’ je

DA’ = dA* — §A". (85.1)

Sprememba komponent vektorja pri infinitezimalnem vzporednem premiku 6 A je odvisna
od vrednosti komponent samih, odvisnost pa mora jasno biti linearna. To sledi iz dejstva, da
se mora vsota dveh vektorjev transformirati po enakem zakonu kot vsak vektor posamezno.
Zato ima §A* obliko

SA" = —T%, Ak da! (85.2)

kjer so F}'Cl neke funkcije koordinat. Njihova oblika je seveda odvisna od koordinatnega sistema;
v Galilejevem koordinatnem sistemu je I'j,; = 0.

Iz tega je Ze razvidno, da koliCine I'};, ne tvorijo tenzorja, saj je tenzor, ki je enak nic v
enem izmed koordinatnih sistemov, enak ni¢ tudi v vseh ostalih. V ukrivljenem prostoru pa
je seveda nemogoce imeti I'};, ki bi bili enaki ni¢ v vsem prostoru. Pozneje, v §87, bomo
videli, da igrajo I';; vlogo jakosti polj. *

Kolicine I'}; se imenujejo “koeficienti povezave” ali “Christoffelovi simboli”.

Poleg koli¢in I'}; bomo v nadaljevanju uporabljali tudi kolic¢ine I'; x t | ki so definirane z

Uikt = gimL']- (85.3)

Obratno velja . .
Lk =9"Tm - (85.4)

Hitro lahko ugotovimo tudi, kako se s pomocjo Christoffelovih simbolov zapiSejo spre-
membe komponent kovariantnega vektorja ob vzporednem premiku. Pri tem upostevamo,

*To je natanko tisti koordinatni sistem, ki ga imamo v mislih, ko zaradi krajSega pisanja govorimo o
Galilejevem sistemu; vseeno pa vsi dokazi veljajo ne le za raven, temvec¢ tudi za ukrivljen prostor-cas.

fNamesto I'}; in ['; 3 vEasih pisemo tudi {kll} in [lzl]
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da se ob vzporednem premiku ohranjajo skalarne koli¢ine, na primer skalarni produkt dveh
vektorjev.

Naj bo A; poljuben kovarianten in B? poljuben kontravarianten vektor. Iz d(A;B*) = 0,
sledi ' ' '

Bi§A; = —A;0B" = T'i, B¥ A; da!
ali, po zamenjavi indeksov, ' '
Bi§A; =Tt ALB dz!.
Ker je B! poljuben, od tod sledi
5A; =Tk A, da!, (85.5)

kar je iskana sprememba kovariantnega vektorja ob vzporednem premiku.
Vstavimo (85.2) in dA® = (9A?/0z') dz! v (85.1). Dobimo

) OA? )
DA = <ﬁ + F}dAk> dz'. (85.6)

Podobno dobimo kovariantni vektor:

A.
DA; = (% - r;?lAk) da!. (85.7)

Izraza med oklepaji v (85.6) in (85.7) sta tenzorja, saj nam pomnozena z vektorjem
dz! dasta vektor. O¢itno sta to iskana tenzorja, ki sta posplositev koncepta odvoda v
krivocrtnih koordinatah. Ta tenzorja se imenujeta kovariantna odvoda vektorja A’ oziroma
A;. Oznacujemo ju z Afk oziroma, A;.. Zato je

DA' = Aljdz'; DA; = Ay da!, (85.8)
kovariantna odvoda pa sta
. 0AY
Ay = 57 + T A, (85.9)
OA;
Ay = 8—x; — Ik A4, (85.10)

V Galilejevih koordinatah je I‘fcl = 0 in kovariantni odvod se poenostavi v obicajni odvod.

Enostavno lahko izracunamo tudi kovariantni odvod tenzorja. V ta namen moramo
poiskati spremembo tenzorja ob infinitezimalnem vzporednem premiku. Oglejmo si poljuben
kontravariantni tenzor, ki ga lahko zapiSemo kot produkt dveh kontravariantnih vektorjev,
A'B*. Ob vzporednem premiku je

§(A'B*) = A'6B* + B*§A' = — AT} B'da™ — BT}, Al da™.
Zaradi linearnosti transformacije mora tudi za poljubni tenzor A% veljati
SA® = —(A™TE 4+ ATRTE ) dat. (85.11)

To vstavimo v

DA™ = dA™ — 64" = AT da'.
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in dobimo kovariantni odvod tenzorja A*:

ik 8AZk k k
Ay = Bl +T¢ AT 4 Tk Aim, (85.12)
Na povsem enak nacin izpeljemo tudi kovariantna odvoda meSanega tenzorja Afc in ko-
variantnega tenzorja A;:

. 0AL
A= - —k _pmAl T AP (85.13)

OA;
A = - — T A — Tt A, (85.14)

Podobno lahko dolo¢imo kovariantni odvod tenzorja poljubnega reda. Uporabimo lahko
naslednje pravilo. Pri kovariantnem odvajanju tenzorja A glede na z! moramo navadnemu
odvodu 0A/8z' dodati ¢élen —I'k A" za vsak kovariantni indeks i (A7) in ¢len +1'%, A-*- za
vsak kontravariantni indeks i (A%).

Hitro se lahko prepri¢amo, da kovariantni odvod produkta dobimo po enakem pravilu kot
pri obicajnem odvajanju. Pri tem obravnavamo kovariantni odvod skalarja ¢ kot obicajni
odvod, torej kot kovariantni vektor ¢, = 0¢/0z*. To je v skladu z dejstvom, da je za skalar

0¢p =0, in zato D¢p = d¢. Kovariantni odvod produkta A; By je na primer
(A;By)y = Ay By + A;Byy.

Ce pri kovariantnem odvodu dvignemo indeks, ki ustreza odvajanju, dobimo kontravari-
antni odvod. Tako je
A;k _ gklAi;la Ai;k — gklAfl.
Sedaj pa izpeljimo pravilo za transformacijo Christoffelovih simbolov iz enega koordinat-
nega sistema v drugega.
Pravilo dobimo s primerjavo dveh enacb za kovariantne odvode in zahtevo, da sta enaki
po obliki. Preprost racun nam da

; m Ozt 0z 0z 9%z'™ 91
KU 2mp gpim gk 9zt drkdat zm”

(85.15)

Iz enacbe je razvidno, da se F}'d transformira kot tenzor samo pri linearnih transformacijah
koordinat (tedaj odpade drugi ¢len v (85.15)).

Opazimo pa, da je drugi ¢len simetricen v indeksih & in [, tako da odpade pri transformaciji
koli¢in S,il = chl — ka, ki se torej transformirajo kot tenzor:

m 0zt 0z Ox'P

ox'™ Ozk Ozl

Kolicine Slil tvorijo “krivinski tenzor” (angl. curvature tensor) prostora.

Sedaj bomo pokazali, da je v splosni teoriji relativnosti, ki temelji na nacelu ekvivalence,
krivinski tenzor enak ni¢. Kot smo ze omenili, zaradi nacela ekvivalence vedno obstaja “Galile-
jev” opazovalni sistem, kjer so v neki tocki koli¢ine F}'d in zato tudi S,il enake ni¢. Ker je S,il
tenzor, so kolic¢ine S,il, ki so enake ni¢ v enem opazovalnem sistemu, enake ni¢ tudi v vseh
ostalih opazovalnih sistemih. To pomeni, da so Christoffelovi simboli simetri¢ni v spodnjih
indeksih:

I, =T (85.16)
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Seveda velja tudi
Uik =T (85.17)

V sploSnem obstaja Stirideset razlicnih koli¢in chl; za vsako izmed §tirih vrednosti indeksa
i obstaja deset razli¢cnih parov indeksov k in [ (pri tem obravnavamo pare, ki jih dobimo z
zamenjavo indeksov £ in [, kot iste).

Enacba (85.15) omogoCa enostaven dokaz zgornje trditve, da lahko ob pogoju (85.16)
vedno najdemo koordinatni sistem, v katerem so vse koli¢ine chl enake ni¢ v vnaprej izbrani
tocki (takSen sistem imenujemo lokalno inercialen ali lokalno geodetski (glej 87)). *

Postavimo izbrano tocko v izhodis¢e koordinatnega sistema in naj bodo vrednosti I'}; (v
koordinatah z*) enake (T'%,;)o. V okolici totke naredimo transformacijo

1.
o' =2 + 5(1“;65)0;13’“;1:% (85.18)
Potem je
92! ot .
(rykaxl—ax’m) (T (85.19)
0

in iz enacbe (85.15) sledi, da so vsi T';;7" enaki nic.

Poudariti moramo, da je pogoj (85.16) kljutnega pomena: izraz na levi strani enacbe
(85.19) je simetriGen v indeksih k in [, zato to velja tudi za desno stran enacbe.

Opazimo lahko, da pri transformaciji (85.18) velja

81E’i> .
) =4,
<8xk 0 ’

tako da se ne spremeni vrednost nobenega tenzorja (niti g;;) v izbrani tocki tako, da lahko
izni¢imo Christoffelove simbole isto¢asno z redukcijo g;x v Galilejevo obliko.

8§86 Povezava med Christoffelovimi simboli in metri¢cnim ten-
zorjem

Pokazimo, da je kovariantni odvod metri¢nega tenzorja g;; enak ni¢c. Upostevajmo, da relacija
DA; = gy DA"

velja za vektor DA; ravno tako kot za ostale vektorje. Po drugi strani imamo A; = ¢;1A*, od
koder sledi
DA; = D(girA*) = gixDA* + A*Dgy..

Primerjamo z DA; = ¢;DAF in upostevamo, da je A¥ poljuben. Od tod sledi
Dgix = 0.

Zato je kovariantni odvod enak ni¢:
Gik; = 0. (86.1)

* Dokazati se da, da lahko s primerno izbiro koordinatnega sistema dosezemo ne le, da je I'y; = 0 v neki
tocki, temve¢ vzdolz cele izbrane svetovnice. (Dokaz te trditve najdemo v P. K. Rashevskii, Riemannian
Geometry and Tensor Analysis, Nauka, 1964, § 91.)
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Pri kovariantnem odvajanju lahko g;; smatramo kot konstanto.
S pomocjo enacbe g;x,; = 0 lahko izrazimo Christoffelove simbole I';; z metri¢nem tenzor-
jem g;x. V skladu z definicijo (85.14) je
9k 9k
Gik;l = 8—:;1 — gmkLly — gimy = 8—:;1 —Tra =T =0.

*

Tako smo odvode tenzorja g;; izrazili s Christoffelovimi simboli. Zapisimo vrednosti

odvodov tenzorja g;; in zamenjajmo indekse 4, k, (:

gk
&;l =Tt + ity
dg1;
8:]5’2 =Lip + Do,
Ogr1

o —Liki = Ui

Enacbe sestejemo in delimo z dva. UpoStevamo, da je I'; ; = I'; jx, pa dobimo

1<89ik d9i1 39kl>

Vi = 2\ 9zt " 9zF O (86.2)

Za simbole I‘fcl = ¢'""T',;, k1 po dobimo

i L i (09mk | Ogmi  Ogp
k=99 < Ox! * ozk  9zm )’ (86.3)

Zapisani enacbi podajata Christoffelove simbole, izrazene z metri¢nim tenzorjem.

Izra¢unajmo sedaj izraz za skréen Christoffelov simbol I‘}'”., ki ga bomo potrebovali v nadal-
jevanju. V ta namen izra¢unajmo diferencial dg determinante g tenzorja g;x; dg dobimo tako,
da odvajamo vsako komponento tenzorja g;; in dobljeno vrednost pomnozimo s koeficientom
komponente v determinanti, torej z njeno poddeterminanto. Komponente reciprocnega ten-
zorja ¢** so enake poddeterminantam determinante g;, deljenim z determinanto. Zato so
poddeterminante determinante g enake gg**. Dobimo torej

dg = gg" dgir = —ggir dg™ (86.4)

(ker iz girg™ = 0} = 4 sledi g dgix = —gi dg™*).
Iz enacbe (86.3) sledi

i _ L im (O9mk | Ogmi _ Ok
ki = 99 oz ozk  dz™ )"

V prvem in tretjem ¢lenu med oklepaji zamenjamo indeksa ¢ in m in ugotovimo, da se ¢lena
okrajSata Velja torej

i _ lgim 9gim
ki 2 ork
ali, e upostevamo Se (86.4),
; 1 Og Jln\/—g
b= 2 NV I 86.5
ki 2g Oxk oxk ( )

*Izbor lokalno geodetskega koordinatnega sistema torej pomeni, da so v izbrani tocki vsi prvi odvodi
komponent metri¢nega tenzorja enaki nic.
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Dobro je poznati tudi izraz za koli¢ino gle}'d; velja

ki _1 kl im [ O9mk  Ogim Ol _ kl_im OGmk 1 Ogy
g kl—§9 = ~5a.m

o' + ozk  Oxm Ozl 2 Ox™

kar lahko s pomodjo (86.4) pretvorimo v

VTR T |
Pri ra¢unanju nam bo pomagalo, ¢e si zapomnimo naslednjo povezavo med odvodi kon-
travariantnega tenzorja ¢** in odvodi kolic¢in g;;:

gklril ="

dg'* ik 99il
. — _glk 2% 86.7
Jil 5 gm e ( )
(kar dobimo, ¢e odvajamo enacbo g;g'* = 5;“) Na koncu naj Se omenimo, da lahko odvode
tenzorja ¢'* vedno zapisemo s koli¢inami '}, 1z identitete gflk = 0 neposredno sledi

8gik
Ox!

mk

= T} = Thug™. (86.8)

S pomocjo izpeljanih formul lahko izraz za Afl-, posploseno divergenco cetverca v
krivo¢rtnih koordinatah, zapiSemo na primeren nacin. Z uporabo (86.5) dobimo

Al = gﬁ; +T4A = ‘Z‘;Z + Al 81{;;}/5,
kar je isto kot '
Al = \/L__g%. (86.9)
Izpeljemo lahko tudi podoben izraz za divergenco antisimetri¢nega tenzorja A*. Iz (85.12)

sledi ]
DA™

A = ——
; ok

+ 18 AR Tk 4im,
Ker je A™ = —AF™ velja ' '
Il AT = -1 AR = 0.
Uporabimo izraz (86.5) za I'* , in dobimo
it — L A=94%) 86.10
ik NET Ok : (86.10)

Sedaj predpostavimo, da je A;; simetri¢ni tenzor; izracunajmo izraz Af,k za mesane kom-
ponente. Velja

DAk 1 9(AfV=9)
Al = 5 + DAy = Ty Ay = G o ThiAL-

Zadnji Clen je enak

1 (0gu , gk Ogir\ 4k
2 \0zF = 0zt Ozt '
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Ker je tenzor A simetricen, se dva ¢lena med oklepajema okrajsata in dobimo

ko _ La(\/ —gAf) _ lagkl AK
ik N 2 Oz’ '

(86.11)

V kartezi¢nih koordinatah je 9A;/0z* — 0Ay/0x® antisimetri¢ni tenzor. V krivocrtnih ko-
ordinatah ta tenzor zapisemo A;.;, — Ay,;. Izkaze pa se (s pomocjo izraza za A,y in upostevajoc
k= Llg), da je
0A; 04
ok ort
Razdelek bomo zakljucili s transformacijo vsote drugih odvodov 0%¢/0r;0x° v krivocrtne
koordinate. O¢itno je ustrezna posplofitev izraz ¢;. Toda ¢,; = 0¢/0z, ker je kovariantni
odvod skalarja kar obi¢ajni odvod. Dvignemo indeks 7 in dobimo
ix 09
oxk’

Ag — Ay = (86.12)

¢ =g

s pomodjo (86.9) pa konéno dobimo

. 1 0 i 09
[ ik
= —— /- — . 86.13
Pomembno je opozoriti, da lahko Gaussov izrek za pretvorbo integrala vektorja po hiper-
ploskvi v integral po ¢etvernem prostoru, (83.19), s pomocjo (86.9) zapiSemo v obliki

}[Ai\/—_gdsi = /Afi\/—_ng. (86.14)

8§87 Gibanje delca v gravitacijskem polju

Gibanje prostega delca dolo¢imo v posebni teoriji relativnost s pomocjo nacela najmanjse
akcije,

08 = —mcé/ ds =0, (87.1)

po katerem se delec giblje tako, da je njegova svetovnica med izbrano dvojico tock v prostoru-
casu ekstrem akcije. Za prosti delec je to kar ravna ¢rta (v obi¢ajnem tridimenzionalnem
prostoru to ustreza enakomernemu premocrtnemu gibanju).

Zakon gibanja delca v gravitacijskem polju dobimo s pomocjo istega nacela najmanjse
akcije (87.1), ker gravitacijsko polje ni ni¢ drugega kot sprememba metrike prostora-casa,
ki doloca, kako je ds izrazen z dz’. Zato se v gravitacijskem polju delec giblje tako, da je
njegova svetovnica ekstremna Taksno svetovnico imenujemo tudi geodetka v éetvernem pros-
toru %, !, 2,23, Ker v prisotnosti gravitacijskega polja prostor-cas ni Galilejev, geodetka
ni “ravna ¢rta” in prostorsko gibanje delca ni ne enakomerno, niti premocrtno.

Enacbe gibanja delca v gravitacijskemu polju lahko dobimo s primerno posplositvijo difer-
encialne enacbe za prosto gibanje v posebni teoriji relativnosti, torej v Galilejevem koordi-
natnem sistemu. Tak$na izpeljava je bolj preprosta, kot ¢e bi si za izhodis¢e izbrali princip
najmanjSe akcije (glej nalogo na koncu tega razdelka). Enacba gibanja v Galilejevem ko-
ordinatnem sistemu je du;/ds = 0 ali du; = 0, kjer je u; = dz'/ds cetverec hitrosti. V
krivo¢rtnem koordinatnem sistemu se ta enacba posplosi v

Du; = 0. (87.2)
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1z izraza (85.6) za kovariantni diferencial vektorja dobimo
du® + 1% uf da! = 0.

Delimo z ds in dobimo )
d2z’ ;. dzk da! B
@ M ds

To je iskana enacba gibanja. Vidimo, da gibanje delca v gravitacijskem polju dolocajo
koli¢ine Ffd. Odvod d%z'/ds? je cetverec pospeska delca. Zato lahko imenujemo koli¢ino
—meclukul “Cetverec sile”, ki deluje na delec v gravitacijskem polju. Tenzor g;; zato igra
vlogo “potenciala” gravitacijskega polja, njegovi odvodi pa dolocajo “jakost” polja I'},;. *

V §85 smo videli, da lahko s primerno izbiro koordinatnega sistema vedno dosezemo, da
so vse koli¢ine Ffd enake ni¢ v izbrani tocki prostora-casa. Sedaj vidimo, da ta izbira lokalno
inercialnega opazovalnega sistema pomeni, da smo iznicili gravitacijsko polje v izbranem in-
finitezimalnem delu prostora-casa. Moznost takSne izbire je izraz nacela ekvivalence v rela-
tivistiéni teoriji gravitacije.

Kot prej definiramo Cetverec gibalne koli¢ine delca v gravitacijskem polju kot

(87.3)

p' = meu'. (87.4)

Kvadrat te kolic¢ine je '
pipt = m?c2. (87.5)

Namesto p; vstavimo —dS/dz' in dobimo Hamilton-Jacobijevo enacbo za delec v grav-
itacijskemu polju:
508 05
Azt Oxk
Enacbe geodetke oblike (87.3) ne moremo uporabiti za opis Sirjenja svetlobnega sig-
nala, saj na svetovnici svetlobnega zarka velja, kot vemo, ds = 0, zato postanejo vsi cleni
v enacbi (87.3) neskon¢ni. Enacbe ustrezne oblike dobimo, ¢e upoStevamo, da je smer
Sirjenja zarka v geometrijski optiki dolocena z valovnim vektorjem, ki je tangenten na zarek.
Stiridimenzionalni valovni vektor zapisemo kot k' = da /dA, kjer je A nek parameter, s
katerim parametriziramo pot zarka. V posebni teoriji relativnosti se valovni vektor ne sprem-
inja med potovanjem zarka skozi vakuum, dk® = 0 (glej §53). V gravitacijskem polju enacbo
posplogimo v D! = 0 ali

—m?c? =0. (87.6)

ki
-+ I8 kRE =0 (87.7)

(ta enacba doloca tudi parameter \). ¥

*Gibalno enacbo lahko izrazimo tudi s kovariantnimi komponentami ¢etvernega pospeska Iz pogoja Du; = 0

sledi
dui

ds
V enacbo vstavimo Iy ;; iz (86.2), dva izmed ¢lenov se med seboj okrajsata in dobimo

kL
—Teau v =0.

du;  109gu Bl —

ds 2 o 0-

'V opombi na strani 242 smo omenili, da si lahko izberemo taksen opazovalni sistem, ki je “inercialen vzdolz
izbrane svetovnice”. Ce si za svetovnico izberemo asovno os (vzdolz katere velja ' = x? = z® = konst),
potem lahko v izbranem majhen delu prostora gravitacijsko polje odpravimo za vse Case.

tGeodetke, vzdolz katerih velja ds = 0, se imenujejo nicelne (angl. null) ali izotropne geodetke.

Polje, v. 1



87 GIBANJE DELCA V GRAVITACIJSKEM POLJU 247

Kvadrat valovnega Cetverca je enak nic¢ (glej §48):

ik = 0. (87.8)
Namesto k; vstavimo 9vy/0x, kjer je ¢ eikonal, in dobimo enac¢bo ikonala v gravitacijskem
polju
ik OY O
ik
i 87.9
dzt Oxk (87.9)

V limiti majhnih hitrosti moramo iz relativisticnih enacb gibanja delca v gravitacijskem
polju dobiti ustrezne nerelativisticne enacbe. Pri tem upostevamo, da predpostavka majhnih
hitrosti pomeni, da mora biti majhno tudi gravitacijsko polje. V nasprotnem primeru bi lahko
delec dosegel visoke hitrosti.

Oglejmo si, kako v limiti majhnega polja metriéni tenzor ¢* doloca nerelativisticni po-
tencial gravitacijskega polja ¢.

V nerelativisticni mehaniki gibanje delca v gravitacijskemu polju opisemo z Lagrangevo
funkcijo (81.1). Zapisimo jo v obliki

2

mu
L=—-mc+ s mae. (87.10)
Dodali smo konstantno —mc?. * To smo storili zato, da je nerelativisticna Lagrangeva
funkcija v odsotnosti polja, L = —mc? + mwv?/2, enaka limiti relativistiéne funkcije L =

—mec?\/1 —v2/c2, ko gre v/c — 0.

Nerelativisticna akcija S za delec v gravitacijskemu polju je torej

2
S:/Ldt:—mc/<c—”—+f> dt.
2c c

To primerjamo z izrazom S = —mc [ ds in vidimo, da v limitnem primeru velja
2
v
ds = (c———l-?) dt.
2¢c ¢

To kvadriramo in zanemarimo clene, ki odpadejo v limiti ¢ — co. Dobimo
ds? = (¢® 4 2¢) dt? — dr?. (87.11)

pri ¢emer smo upostevali, da je vdi = dr.
V limitnem primeru je zato komponenta ggy metricnega tenzorja enaka

2
goo =1+ C—f (87.12)

Iz (87.11) sledi, da za ostale komponente velja gog = a8, goa = 0. V resnici so popravki k
tem ¢lenom v splosnem istega velikostnega reda kot popravek k ggp (ve¢ podrobnosti o tem je
v §106). Teh popravkov ne moremo dolociti z zgornjo metodo, ker bi popravki k g,s — ¢eprav
so istega velikostnega reda kot popravki k ggo — v Lagrangevo funkcijo prinesli ¢lene viSjega
reda. Vzrok je v tem, da komponente g,s v izrazu za ds? niso pomnozene z c¢?, tako kot goo.

*Potencial ¢ je seveda doloGen le do poljubne aditivne konstante natan¢no. Predpostavljali bomo, da smo
si to konstanto izbrali tako, da je potencial enak ni¢ dale¢ stran od teles, ki ustvarjajo polje.
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NALOGA

NALOGA Izpelji gibalno enacbo (87.3) iz nacela najmanjse akcije (87.1).
Resitev: Velja

§ds? = 2dsdds = §(gix dz? da:’“) = da’ dwk%(sxl + 2gir dz’ doz®.
x
Zato je

27ds ds oz " * s ds

1 dz® dz* g d da?
- S @ 99k s L (g, s2*| d
mc/b ds ds oat ¥ ds(gkds> m] °

(pri integriranju per partes smo upostevali, da je na mejah dzF = 0). V drugem ¢lenu v integralu
nadomestimo indeks k z indeksom [. Ce tedaj koeficient poljubne variacije éz! izena¢imo z ni¢, dobimo

i 3.k . i k
65:—mc/{1dm di591k51+g dz* déx } ds

1, w09 d w1 1 O0gik du’ i 109
U Gl T qs W) = U e T gy T
Opazimo, da lahko tretji ¢len zapisemo kot

1 ;. (90g9a | Ogu
Y <8$’“ T o )

=0.

vpeljemo Christoffelove simbole I'; ;5 v skladu z (86.2) in dobimo

du? .
gila + I‘l7iku’uk = 0.

Od tod dobimo enacbo (87.3), ¢e dvignemo indeks I.

8§88 Nespremenljivo gravitacijsko polje

Gravitacijsko polje imenujemo nespremenljivo ali konstantno, ¢e si lahko izberemo taksSen
opazovalni sistem, v katerem so vse komponente metriCnega tenzorja neodvisne od casovne
koordinate z°. Casovno koordinato v tem primeru imenujemo svetovni ¢as.

Izbira svetovnega Gasa ni povsem enoli¢na. Ce k 2% dodamo poljubno funkcijo prostorskih
koordinat, koli¢ine g;;, §e vedno ne bodo odvisne od z°. Ta transformacija izraza poljubnost
izbire izhodisca za merjenje Casa v vsaki tocki prostora. * Poleg tega lahko svetovni cas
pomnozimo s poljubno konstanto, saj so enote v katerih merimo ¢as poljubne.

Strogo vzeto je gravitacijsko polje nespremenljivo le tedaj, ko ga ustvarja eno samo telo.
V sistemu vec teles bo medsebojna privla¢nost povzrocila gibanje, kar pomeni, da polje, ki
ga telesa ustvarjajo, ne more biti nespremenljivo.

* Hitro se lahko prepricamo, da se ob tak$ni transformaciji prostorska metrika ne spremeni, kot je
pricakovano. Ob spremembi
2 520+ f(:cl,:cz,x3),
kjer je f(z', z?,23) poljubna funkcija, se komponente g; spremenijo v

9o — gap + goofaf.s + goaf,s + gosf.a,

goa — goa + goof.as  goo — goo,

pri Cemer je fo = 0f/0z". Pri tem se tenzor (84.7) o€itno ne spremeni.
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Ce je telo, ki ustvarja polje, nepremicno (v opazovalnem sistemu, kjer g;; niso odvisne od
1Y), potem sta obe smeri v ¢asu enakovredni. Ob primerni izbiri izhodi$¢ za merjenje ¢asa v
vseh tockah prostora se diferencial ds ne bo spremenil, ko 20 sprevrze predznak. Zato morajo
biti vse komponente metricnega tenzorja go, identicno enake ni¢. TakSna nespremenljiva
gravitacijska polja imenujemo staticna polja.

Nespremenljivo polje lahko ustvarijo tudi telesa, ki niso pri miru. Tudi polje osno
simetricnega telesa, ki se enakomerno vrti okoli svoje osi, bo konstantno. Vendar v tem
primeru obe smeri v ¢asu nista ve¢ enakovredni. Ce zamenjamo predznak ¢asa, so bo spre-
menil tudi predznak vrtilne koli¢ine. Zato so komponente metricnega tenzorja go, v taksnih
poljih (ki jih imenujemo stacionarna) v splo$nem razli¢ne od nic.

Fizikalni pomen svetovnega ¢asa v nespremenljivem gravitacijskem polju je sledec. Interval
svetovnega Casa med dvema dogodkoma v neki toCki prostora je enak intervalu svetovnega
casa med dvema dogodkoma v drugi tocki prostora, ¢e so dogodki paroma socasni (pojem
socasnosti je razlozen v §84). Toda istemu intervalu svetovnega ¢asa x° ustrezajo v razli¢nih
tockah prostora razliéni intervali lastnega casa 7.

Povezavo med svetovnim in lastnim ¢asom (84.1) lahko tu zapiSemo v obliki

1
T = EVQOOfEO (88.1)

in velja za poljuben koncen ¢asovni interval.
Ce je gravitacijsko polje §ibko, lahko uporabimo priblizen izraz (87.12) in iz (88.1) dobimo

Lo <1 + ;i;) _ (88.2)

C

Lastni cas tece tem pocasneje, ¢im manjsi je gravitacijski potencial v izbrani tocki prostora,
torej ¢im vecja je absolutna vrednost potenciala (pozneje, v §96, bomo videli, da je potencial
¢ negativen). Ce eno izmed dveh enakih ur postavimo za nekaj ¢asa v gravitacijsko polje, bo
ura v polju zaostajala.

Kot smo omenili, so komponente gy, metricnega tenzorja v staticnem gravitacijskem polju
enake ni¢c. Na podlagi rezultatov iz §84 lahko ugotovimo, da lahko v taksnem polju sinhro-
niziramo ure po vsem prostoru. Opazimo tudi, da je diferencial prostorske lo¢ne dolzine v
stati¢nem polju kar

di? = —gop da® dzP. (88.3)

V stacionarnem polju so g, razlicne od ni¢ in sinhronizacija ur po celotnem prostoru ni
mogoca. Ker gy, niso odvisne od z°, lahko enacbo (84.15) za razliko vrednosti svetovnega
casa za dva socasna dogodka, do katerih pride v dveh razli¢nih tockah prostora, zapiSemo v

obliki
d [0
Ag® = —/go‘;Tx. (88.4)

Na ta nacin lahko sinhroniziramo ure na krivulji, ki povezuje tocki. Ce skuSamo ure sinhro-
nizirati po sklenjeni konturi, je razlika svetovnega casa, ki bi jo ugotovili ob vrnitvi v zacetno
tocko, enaka integralu

o dz®
Az = — 7{ J0a CT (88.5)
goo
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kjer integriramo po sklenjeni poti. *

Oglejmo si Sirjenje svetlobnega Zarka v nespremenljivem gravitacijskem polju. V 8§53
smo videli, da je frekvenca svetlobe ¢asovni odvod ikonala v (z nasprotnim predznakom).
Frekvenca izrazena s svetovnim ¢asom z°/c je torej wy = —c(91/01°). Ker enacba ikonala
(87.9) v nespremenljivemu polju ne vsebuje koli¢ine z° eksplicitno, je frekvenca wg konstantna
med Sirjenjem zarka. Frekvenca, izmerjena z lastnim casom je w = —(0¢/07); ta frekvenca
je razli¢na v razli¢nih tockah prostora.

Iz izraza

oY 8¢8$0_ oY c
or 91 ot 92 \/goo

dobimo w
w=—2 (88.6)

v/ 900 '

V sibkemu gravitacijskemu polju velja priblizek

W = wp ( - Cf%) . (88.7)

Frekvenca svetlobe se povecuje, ko se povecuje absolutna vrednost gravitacijskega potenciala,
torej ko se pribliZujemo masivnemu telesu; obratno pa frekvenca upada, ko se od telesa
oddaljujemo. Ce ima oddani svetlobni zarek v zacetni tocki, kjer je gravitacijski potencial
enak ¢1, frekvenco w, potem bo imel v ciljni tocki, kjer je potencial enak ¢o, frekvenco
(merjeno v enotah lastnega Casa v tej tocki)

¢ b8
S5 (1-8) e (+257)

Crtasti spekter, ki ga oddajajo atomi na povrsini Sonca, zgleda tam enako kot spekter, ki
ga isti atomi oddajajo na Zemlji in ga opazujemo tukaj. Ce pa z Zemlje opazujemo spekter,
ki ga oddajajo atomi na povrsini Sonca, potem iz predhodno povedanega sledi, da bodo ¢rte
premaknjene glede na Crte istega spektra, ki ga oddajajo atomi na Zemlji. Vsaka frekvenca
¢rte w bo premaknjena za 5

| —

P2

kjer sta ¢; oziroma ¢9 potenciala gravitacijskega polja v tocki, kjer je bila svetloba izsevana,
oziroma v tocki, kjer spekter opazujemo. Ce na Zemlji opazujemo spekter oddan na Soncu
ali na zvezdah, potem je |¢1| > |¢2| in iz (88.8) sledi, da je Aw < 0: spekter se premakne
proti nizjim frekvencam. Opisani pojav se imenuje rdec¢i premik.

Pojav lahko neposredno pojasnimo s pomocjo tega, kar vemo o svetovnem casu. Ker je
polje nespremenljivo, je interval svetovnega Casa, med katerim se neko nihanje v sevanju Siri
od ene tocke v prostoru do druge, neodvisen od z°. Zato je jasno, da je stevilo nihljajev
na enoto svetovnega Casa enako v vseh tockah zarka. Toda istemu intervalu svetovnega casa
ustreza vedno ve(ji interval lastnega casa, dlje ko smo od teles, ki ustvarjajo polje. Od tod
sledi, da se bo frekvenca, torej stevilo nihljajev na enoto lastnega casa, zmanjSevala, ko se
svetloba oddaljuje od teh mas.

*Integral (88.5) je identi¢no enak ni¢, ¢e je vsota goo dz®/goo tocen diferencial neke funkcije prostorskih
koordinat. Vendar bi ta rezultat preprosto pomenil to, da imamo v resnici opravka s staticnim poljem, zato
lahko vse gon postavimo na ni¢ s pretvorbo oblike 20— 2%+ f(z%).
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Med gibanjem delca v nespremenljivem polju, se njegova energija, dolocena z
oS
"0

odvodom akcije po svetovnem ¢asu, ohranja. To sledi iz tega, da z° ne nastopa eksplicitno v
Hamilton-Jacobijevi enacbi. Energija, ki smo jo definirali na tak nacin, je ¢asovna komponenta
cetverca gibalne koli¢ine py = mcuy, = megp;u’. V staticnem polju je ds? = goo(dz?)? — di?
tako, da je energija, ki jo oznacimo z &p, enaka

da? da®

Eo = mc*gop—— = mcgoo :
ds Vg00(dz0)2 — di?

Vpeljemo hitrost delca, merjeno v enotah lastnega cas:
dl ed
dr N 1/ 3900 dﬂ)o '

To je torej hitrost, ki bi jo izmeril opazovalec v tocki, kjer se trenutno nahaja delec. Energijo
lahko tedaj zapiSemo kot

2
& = me v 900 (88.9)

e
To je koli¢ina, ki se ohranja med gibanjem delca.
Preprosto lahko dokazemo, da velja izraz (88.9) tudi za stacionarno polje, ¢e je hitrost
v merjena v enotah lastnega Casa z urami, ki so sinhronizirane po tiru delca. Ce se pot
delca zac¢ne v tocki A ob svetovnem ¢asu z° in konéna v infinitezimalno oddaljeni tocki B ob
¢asu ¥ + dz¥, potem hitrosti v tem primeru ne smemo izracunati glede na ¢asovni interval
(2°+ dz®) —2° = dx, temvet glede na razliko med z° + dz? in trenutkom z° — (goa /goo) dz®,
ki je v tocki B socasen s trenutkom z° v tocki A:

(z° + dz°) — <a;0 — Ha dma> = dz® + 20 gz,
goo goo

Pomnozimo z ,/goo/c in dobimo ustrezen interval lastnega ¢asa, tako da je hitrost enaka

d (6]
v = e : (88.10)
Vh(dz® — go dz®)

kjer smo uvedli oznake

go

goo
za tridimenzionalni vektor g (o katerem je ze bilo govora v §84) in za tridimenzionalni skalar
goo- Kovariantne komponente hitrosti v sestavljajo tridimenzionalni vektor v prostoru z

metriko 7,4, zato moramo kvadrat hitrosti izracunati z *

Vo = Yap?®, v* = va0". (88.12)

* V nadaljevanju bomo pogosto uporabljali poleg vektorjev in tenzorjev Cetvercev tudi tridimenzionalne
vektorje in tenzorje, definirane v prostoru z metriko v,3; te vrste sta na primer vektorja g in v, ki smo ju
ze uporabljali. Podobno kot moramo v §tirih dimenzijah tenzorske operacije (na primer dviganje in spuscanje
indeksov) opraviti z uporabo metri¢nega tenzorja g;z, moramo v treh dimenzijah v ta namen uporabljati
tenzor y,3. Da se bomo izognili nesporazumom, bomo tridimenzionalne koli¢ine oznacevali z drugimi znaki
kot stiridimenzionalne kolicine.
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S tako definirano hitrostjo lahko diferencial ds zapiSsemo kot

ds® = goo(dz°)® + 290 dz® dz® + gop dz® da’
= h(dz’ — g4 dz®)? — dI?

0 2 .2 (88.13)
= h(dz” — g dz) (1 - c_2>
Komponente Cetverne hitrosti '
ui — dz’
~ds
S0 « «
Y QY S S, (88.14)
cy/1— Z—; Vhy/1 — 10’—5 cy/1— Z—;
Energija je

Eo = mcgoiu’ = me*h(u’ — gou®),

in ko vstavimo (88.14), dobimo (88.9).
V limiti $ibkega gravitacijskega polja in nizkih hitrosti lahko vstavimo gop = 1 + (2¢/c?)

v (88.9) in dobimo priblizek
2

Eo = mc® + % +mé, (88.15)

kjer je m¢ potencialna energija delca v gravitacijskem polju. Izraz je skladen z Lagrangevo
funkcijo (87.10).

NALOGE

NALOGA 1. Dolodi silo, ki deluje na naboj v nespremenljivem gravitacijskem polju.
Resitev: Potrebne komponente I'}; lahko zapisemo kot

1
T, = ~h®
00 2 ’

o h, . ‘o 1 ‘o
08 = 5(9;3 — 93 ) — 59671’ ) (1)

h _ . 1 _
I3, = A3, + 3 [gﬂ (6 —9%) + 9+ (9’5“ - g;‘};)] + 593%’1’“-

V teh izrazih so vse tenzorske operacije (kovariantno odvajanje, dvigovanje in spuscanje indeksov)
opravljene v tridimenzionalnem prostoru z metriko 7,3 z uporabo tridimenzionalnega vektorja g% in
tridimenzionalnega skalarja h (88.11); Aj, je tridimenzionalni Christoffelov simbol, ki ga sestavimo
iz komponente tenzorja v,5 na enak nacin, kot dobimo I, iz komponente g;; v ra¢unih uporabimo
(84.10)-(84.13).
V gibalno enacbo
du®
ds
vstavimo (1) in uporabimo izraz (88.14) za komponente ¢etverca hitrosti. Po nekaj preprostih pretvor-
bah dobimo

= T (u’)? - 2F8‘5u0uﬂ - I‘gfvuﬁu7

d e hic \/ﬁ(g% — g;Bo‘)vf8 /\gvvﬁw

- = - N 2 - w2 (2)
ds e i 20(1-%) c(l-%&) ¢ (1- %)
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Sila f, ki deluje na delec, je odvod gibalne koli¢ine delca p po (sinhroniziranem) lastnem casu, ki
ga vpeljemo kot tridimenzionalni kovariantni odvod:

v2 Dp® v2 d mo® muBvY
Y=\ [1— = =c\ll - 5 —F—— + A}, —/——.
f ¢ 2 ds ¢ 2 ds /1_£+B7 2
c? c?
Iz (2) dobimo (zaradi prikladnosti spustimo indeks «):

2 B
fam —C [_iln\/gﬂ/g(%_%) v_],

1 Oz« x> 028 ) ¢
e

*

oziroma v obic¢ajnem tridimenzionalnem zapisu:

mc2

f:————PvmVﬁHm%xWny (3)

Opazimo, da ima sila na mirujoce telo [prvi ¢len v (3)] potencial. Pri majhnih hitrostih se drugi
clen v (3) zapise kot mevhv x (V x g), kar je podobno Coriolisovi sili, ki bi se pojavila (v odsotnosti
polja) v koordinatnem sistemu, ki se vrti s kotno hitrostjo

Q:%ﬁNXg

NALOGA 2. Izpelji Fermatovo nacelo za gibanje zarka v nespremenljivem gravitacijskem polju.
Resitev: Fermatovo nacelo (§ 53) trdi

5/kad$°‘:0,

* V tridimenzionalnih krivoértnih koordinatah je enotski antisimetri¢ni tenzor podan z

1
Napy = ﬁea577 WOLM = Weaﬂ'y’

kjer je e1n3 = e'?® = 1, predznak pa se spremeni ob transpoziciji dveh indeksov [glej (83.13)-(83.14)]. Zato
ima vektor ¢ = a x b, ki je definiran kot dualni vektor antisimetricnemu tenzorju cg, = agb, —a,bg, naslednje
komponente:
1 1 1
Ca =5 Neapr ! = \reap,d’b, & = meaﬂ%M = Weaﬂvagb»,.
Obratno velja

— 2
CaB = \/V€ap~C ¢ = e ey
B \/_ ByE \/,7 Y
Tudi V x a je vektor, ki je dualen tenzorju ag,q — aa,p = (Jag/0z*) — (8aa /0x”), zato so njegove kon-

travariantne komponente
1 Oa Oa
V x a)® = aBy Yo By
( a) 2,/v ¢ ozf Oz

Mimogrede naj spomnimo, da je tridimenzionalna divergenca vektorja definirana kot [glej (86.9)]

1 0
a=—-——

V7Y Oz
Da ne bo tezav med primerjanjem z izrazi, ki jih obicajno uporabljamo pri tridimenzionalnih vektorskih

operacijah v pravokotnih krivo¢rtnih koordinatah (glej na primer Elektrodinamika zveznega sredstva, dodatek),
naj poudarimo, da si v teh izrazih kot komponente vektorjev predstavljamo kolicine \/gitA'(= VA AD),

VG2 A%, \/gaz A%

(v7a®).
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kjer moramo integrirati vzdolz poti zarka, integral pa moramo izraziti s frekvenco wp (ki je konstantna
vzdolz zarka) in diferenciali koordinat. Upostevamo, da je ko = —01/0x° = (wp/c), in zapisemo

e S 0 « _ 10 _ - qa
. ko = goik" = gook” + goak®™ = h(k” — go k).

To vstavimo v izraz k;k* = g;xk'k* = 0, ki ga v ta namen zapisemo kot
h(k® = gak®)?* = yashk®k’ =0,

in dobimo 1 won?

7 () — sk’ =0,

Ker mora vektor £* imeti enako smer kot vektor dz®, dobimo
_ wo dz®

T ov/h dl’

kjer je dl (84.6) diferencial lo¢ne dolzine vzdolz zarka. Zapisemo

«

kY = gaiki — gaoko _'_gaBkB _ _ga% _,YaBkB7

od koder dobimo izraz za k,:

w w dz?
b = =0 (1 + L) = -2 (280 4y )

Konéno pomnozimo z dz® in dobimo naslednji zapis Fermatovega nacela (izpustimo konstantni faktor

o (& sgam) o

V stati¢nem polju velja preprosto kar
()
vh)

Poudarimo naj, da se v gravitacijskem polju zarek ne giblje po najkrajsi poti v prostoru, saj bi ta bila
dolocena z enacbo d [ di = 0.

8§89 Rotacija

Kot posebni primer stacionarnega gravitacijskega polja si oglejmo enakomerno vrteci se opa-
zovalni sistem. Diferencial ds izra¢unamo tako, da se preselimo iz mirujocega inercialnega
sistema v enakomerno rotirajocega se. V koordinatah r', ¢, z’, ¢ mirujocega sistema (uporabl-
jamo cilindri¢ne koordinate), se diferencial zapise

ds® = * dt* — dr’* —r"?d¢” — dz"”. (89.1)

Cilindri¢ne koordinate v vrtecem se sistemu naj bodo r,¢ in z. Ce os vrtenja sovpada z osmi
Z in Z', potem veljar’' = r, 2/ = zin ¢’ = ¢+ Qt, kjer je Q kotna hitrost vrtenja. To vstavimo
v (89.1) in dobimo iskani izraz za ds? v vrteéem se koordinatnem sistemu:

ds? = (¢ — Q*r?) dt* — 2Qr? dg dt — d2? — r?d¢? — dr. (89.2)

Opozoriti moramo, da lahko uporabimo vrteci se sistem le do razdalj enakih ¢/€2. Iz (89.2) je
razvidno, da pri r > ¢/€2 postane ggy negativen, kar je prepovedano. Neveljavnost vrtecega
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opazovalnega sistema pri velikih razdaljah je povezana s tem, da bi hitrost postala vecja od
svetlobne, kar pomeni, da tak$nega opazovalnega sistema ne moremo doseci z realnimi telesi.

Kot v ostalih stacionarnih poljih ur na rotirajocem telesu ne moremo enoli¢no sinhro-
nizirati v vseh tockah. Ce sinhronizacijo opravimo po sklenjeni krivulji, bomo po povratku v
zaCetno toctko izmerili Cas, ki se od zaCetnega razlikuje za (glej (88.5))

At = _ly{go_adxa _ _7{ Qr* d¢ (89.3)
C

goo 1—922’

ali, ob predpostavki Qr/c < 1 (torej da je hitrost vrtenja majhna v primerjavi s svetlobno
hitrostjo),

Q 20
At—-él/' ap =25, (89.4)

kjer je S plos¢ina projekcije obmodja, ki ga omejuje integracijska kontura, na ravnino, pra-
vokotno na os vrtenja. Predznak + ali — izberemo v skladu s tem, ali kontura poteka v smeri
vrtenja ali pa v obratni smeri.

Predpostavimo, da se svetlobni zarek giblje po doloceni zakljuceni konturi. Izra¢unajmo
do ¢lenov reda v/c natancéno ¢as ¢, ki mine med odhodom zarka in njegovim povratkom v
zaCetno tocko. Svetlobna hitrost je po definiciji vedno enaka ¢, ¢e so ure sinhronizirane po
zakljuceni krivulji in ¢e v vsaki tocki uporabljamo lastni ¢as. Ker je razlika med lastnim in
svetovnim ¢asom reda v?/c?, lahko to razliko zanemarimo pri izra¢unu ¢asovnega intervala t
do ¢lenov reda v/c natancno. Zato je

L, 20
t="+28,
C C

kjer je L dolzina konture. Hitrost svetlobe, izracunana kot razmerje med L in ¢, je zato
S
+20—. 89.5
¢ 420 (59.5)
To enacbo, podobno kot prvi priblizek za Dopplerjev pojav, lahko izpeljemo po povsem

klasi¢ni poti.

NALOGA

NALOGA Izracunaj diferencial prostorske razdalje v vrte¢em se koordinatnem sistemu.
Resitev: Z uporabo (84.6) in (84.7) dobimo

rZ d¢?

di* = dr* + d2? + ———,
1-023

ki dolo¢a geometrijo prostora v vrteCem se opazovalnem sistemu. Opazimo, da je razmerje med
obsegom kroga v ravnini z = konst (s sredis¢em v osi vrtenja) in polmerom 7 enako

2 /1 = Q2r2 /2.
Razmerje je vecje od 2.
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890 Enacbe elektrodinamike v prisotnosti gravitacijskega
polja

Enacbe elektromagnetnega polja v posebni teoriji relativnosti lahko preprosto posplo§imo
tako, da bodo veljale v poljubnem stiridimenzionalnem krivocrtnem koordinatnem sistemu,
torej v prisotnosti gravitacijskega polja.

Tenzor elektromagnetnega polja v posebni teoriji relativnosti je definiran kot Fj, =
(0Ag)0z") — (0A;/0xF). Sedaj moramo definicijo posploiti v Fy, = Apii — Ajg. Zaradi
(86.12) pa je

0A 0A;
Fy, = Ay — Ajp = 8—;1; - &U,ia

zato se povezava med potencialom A; in Fj; ne spremeni. Po obliki ostane enak tudi prvi par
Maxwellovih enacb (26.5): *

(90.1)

OFy,  OF;  OF

ozt ozk  Ox

Na poti do drugega para Maxwellovih enacb moramo najprej poiskati Cetverec toka v

krivocrtnih koordinatah. To storimo po postopku, analognemu tistemu iz §28. Diferencialna

prostornina, sestavljena iz diferencialov prostorskih koordinat dz', dz?in dz? je V7 dV, kjer

je v determinanta tenzorja prostorske metrike (84.7) in dV = dz!dz?dz3. Gostoto naboja

p vpeljemo po definiciji de = p,/ydV, kjer je de naboj, ki se nahaja znotraj diferencialne
prostornine /7y dV. Ena¢bo pomnozimo na obeh straneh z dz’ in dobimo

= 0. (90.2)

: : ) da?
deds® = pdat\/ydet de? da® = ——/—gdQ—
VI V900 dz®
[kjer smo uporabili ena¢bo —g = yggp (84.11)]. Zmnozek /—g df? je invariantna diferencialna
prostornina Cetvernega prostora, zato Cetverec toka definiramo z enacbo

g pc dz’
j =
V900 daz®

(kolicine dz’/dz” so hitrosti spreminjanja koordinat s “¢asom” dz” in ne tvorijo etverca).
Komponenta j° éetverca toka, pomnozena z V/900/c je prostorska gostota naboja.

Za tockaste naboje lahko gostoto p zapiSemo kot vsoto funkcij 4, podobno kot v (28.1).
Definicijo funkcij § moramo posplositi za uporabo v krivoértnih koordinatnih sistemih. Zato
naj d(r) pomeni produkt &(z')d(z?)d(x?), ne glede na geometrijski pomen koordinat z!, z?
in 2%: tedaj bo integral po dV (in ne po \/ydV) enak ena: [§(r)dV = 1. Z uporabo te
definicije funkcije § zapiSemo gostoto naboja v obliki

p=2 bl —ra),

(90.3)

cetverec toka pa je

%
e“cga(r g,z (90.4)

jl:;\/_— @

*Hitro uvidimo, da lahko enacbo zapiSemo tudi v obliki
Fixy + Fri + Fry; =0,

od koder je njen kovariantni znacaj ociten.
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Ohranitev naboja zapisemo s kontinuitetno enacbo, ki se od (29.6) razlikuje samo v tem,
da navadne odvode zamenjamo s kovariantnimi:

i_ L 0
Ji = /—g 0
[pri ¢emer smo uporabili (86.9)].

Drugi par Maxwellovih enacb (30.2) posplosimo podobno: navadne odvode nadomestimo
s kovariantnimi. Dobimo

(vV=9i") =0 (90.5)

47 -3

B = <=2 (/=gr) = -2 (90

N
[z uporabo enacbe (86.10)].

Enacbo gibanja nabitega delca v gravitacijskem in elektromagnetnem polju dobimo tako,
da du'/ds v enacbi (23.4) nadomestimo z Du;/ ds:

Du/ du’ ;
me di = mc <d—i + chlukul> = gFlkuk. (90.7)
NALOGA

NALOGA Zapisi Maxwellove enatbe v izbranem gravitacijskem polju v tridimenzionalni obliki (v
tridimenzionalnem prostoru z metriko v,3). Tridimenzionalna vektorja E in D, ter antisimetri¢na
tridimenzionalna tenzorja B,g in H,g vpelji kot

Ea:FOOt BaB:Faﬁa

0 (90.8)
D¢ = —\/gogF & Ha’B = \/gogFa’B.
Resitev: Zgoraj vpeljane koli¢ine niso med seboj neodvisne. Zapisemo enacbi
Foo = gOlgoszlma FP = galgﬂmFlm:
in vpeljemo tridimenzionalni metri¢ni tenzor o3 = —gas + hgags [z g in h iz (88.11)]. Uporabimo
enacbi (84.10) in (84.13) in dobimo
E, HoB
Dy, =—2>+¢°H,3, B = +gPEY — g°EP. 1
o= 5 T 9 Has =+ g (1)
Vpeljemo Se vektorja B in H, ki sta dualna tenzorjema B,g in H,g:
a _ 1 aBy _ 1 By
B* = —me Bﬂfy, Ha = —5 ’}/eaﬁfyH (2)

(glej opombo na strani 253; znak minus smo dodali zato, da sta v Galilejevem koordinatnem sistemu
vektorja H in B enaka obicajnim jakostim magnetnega polja). Sedaj lahko (2) zapisemo kot

E H
D=—+Hxg, B=—+gxE. 3
Vh 5 Vi E ®)

Definicije (1) uporabimo v enac¢bi (90.2) in dobimo enacbi

0Bas B , 083, _
Ox" 0xP oz>
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0B.s  OE, 0Bz

0z0 oxf  Oxe

Ko uporabimo dualne koli¢ine (3), od tod sledi

sB =0, VXE__LQ(WB)

e/ 0

(2% = ct; definiciji operacij divergence in rotorja smo podali v opombi na strani 253). Podobno dobimo
z (90.6) enacbi

f e (VAD) = 47,
1 0 1 0 dz®
- 7 H8 - DY = —drp——
ali v tridimenzionalnem zapisu
0 4
D =14 H=——-(/D)+ — 4
wp, V X \/_8t(\/_ )+CS, (4)

kjer je s vektor s komponentami s® = pdz®/ dt.
Zapisimo $e kontinuitetno enacbo (90.5) v tridimenzionalni obliki:

T3 (VAR + s =0 5)

Bralec lahko opazi (povsem formalno) analogijo med enacbami (5) in (6) ter enacbami za elek-
tromagnetno polje v snovi. Ce je polje staticno, odpade koli¢ina \/7 iz Clenov s Casovnimi odvodi in
enacha (4) se poenostavi na D = E/v/h, B = H/v/h. Rekli bi lahko, da kar se tice njegovih ucinkov
na elektromagnetno polje, staticno gravitacijsko polje igra vlogo sredstva z elektri¢no in magnetno
permeabilnostjo € = p = 1/v/h.
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Poglavje 11

Enacbe gravitacijskega polja

891 Krivinski tenzor

Vrnimo se k pojmu vzporednega premika vektorja. Kot smo zapisali v §85, je v sploSnem
ukrivljenem ¢etvernem prostoru infinitezimalni vzporedni premik vektorja definiran kot pre-
mik, pri katerem se komponente vektorja ne spremenijo v koordinatnem sistemu, ki je Galilejev
v izbranem infinitezimalnem delu prostora.

Ce je 2 = #'(s) parametriéna enacba neke krivulje, pri ¢emer je s loéna dolzina, merjena
iz poljubno izbrane tocke, tedaj je vektor u’ = dz’/ds enotski tangentni vektor na krivuljo.
Ce je obravnavana krivulja geodetka, potem je Du’ = 0. To pomeni sledece. Vektor u;
vzporedno premaknemo iz tocke z* v totko ¢ + dz’ na isti krivulji. Dobljeni vektor je enak
vektorju u’ + du’, ki je tangenten na geodetko v tocki z¢ + dz’. Ko se tangenta na geodetko
premika po krivulji, se torej premika vzporedno sama nase.

Med vzporednim premikanjem dveh vektorjev se “kot” med njima ne spreminja. To
pomeni, da se med vzporednim premikanjem poljubnega vektorja po geodetki kot med tem
vektorjem in tangento na geodetko ne spremeni. Z drugimi besedami, med vzporednim pre-
mikanjem vektorja se njegova komponenta v smeri geodetke ohranja.

Sedaj pridemo do zelo pomembne ugotovitve, da je pri vzporednem premiku vektorja iz
ene v drugo tocko v ukrivljenem prostoru dobljeni vektor odvisen od poti, po kateri smo
vektor premikali. To pomeni tudi, da ¢e vektor vzporedno premaknemo po sklenjeni konturi,
po povratku v zacetno tocko dobljeni vektor ne bo enak zatetnemu.

cr .3

Slika 16:
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To lahko nazorno ilustriramo na primeru ukrivljenega dvodimenzionalnega prostora, torej
ukrivljene ploskve. Slika 16 prikazuje del takSne povrSine, omejen s tremi geodetkami. Vektor
1 vzporedno premaknemo vzdolz konture, sestavljene iz treh geodetk. Med premikanjem po
krivulji AB je vektor 1 ves ¢as pod istim kotom glede na krivuljo in dobimo vektor 2. Podobno
dobimo po premiku po krivulji BC' vektor 3. Kon¢no dobimo, po premiku iz C' v A, vektor
1/, ki ne sovpada z vektorjem 1.

Sedaj bomo izpeljali enacbo, ki podaja spremembo vektorja med vzporednim premikom
po poljubni infinitezimalni sklenjeni konturi. To spremembo AA; lahko seveda zapiemo v
obliki ¢ 0 Ay, kjer integriramo po izbrani konturi. Koli¢ino d Ay nadomestimo z izrazom (85.5)
in dobimo

AAy = j{FZzAz’ da’ (91.1)

(vektor A; pod integralom se med gibanjem po konturi spreminja).

Pri nadaljnjih pretvorbah integrala moramo upoStevati sledece. Vrednosti vektorja A; v
tockah znotraj konture niso enoli¢ne; odvisne so od poti, po kateri do njih pridemo. Kot pa
bomo razbrali iz spodnjega rezultata, je ta enoli¢nost povezana s ¢leni drugega reda. Zato
smemo z natancnostjo do prvega reda, ki pa zadostuje za pretvorbo integrala, smatrati, da
so komponente vektorja A; v tockah v notranjosti infinitezimalne konture enoli¢no dolocene
z vrednostmi na konturi po enacbi 64; =174, dz!, torej z odvodi

0A;
8—x; =T2A,. (91.2)

Sedaj integral (91.1) pretvorimo s pomocjo Stokesovega izreka (6.19). Naj ima povrsina,
ki jo omejuje kontura, infinitezimalno vrednost Af™. Dobimo

A= [8(F§§Ai> RGN
- [Ghea- Ghaen, S - r g ar
Vstavimo vrednosti odvodov iz (91.2) in konéno dobimo
AAL = %RiklmAiA flm (91.3)
kjer je Rfdm tenzor Cetrtega reda
Ry = 8;%?‘ - gﬁiﬁ 4+ T¢, e Tt T (91.4)

Da je Ri,  tenzor, je razvidno iz enacbe (91.3), kjer je leva stran enacbe vektor — razlika A Ay,
vrednosti dveh vektorjev v isti tocki. Tenzor R};lm se imenuje krivinski tenzor ali Riemannov
tenzor.

Preprosto izpeljemo podobno enaé¢bo za kontravariantni tenzor A¥. Upostevamo, da se ob
vzporednem premiku skalar ne spremeni, torej A(AkBk) = 0, kjer je By poljubni kovariantni
vektor. S pomocjo (91.3) dobimo

1 , 1.
A(AFBy) = A*FAB,+BRAAF = 5A’fBilelmA iy By AAF = Bk(AA’“JrEA’Rk“mA fimy = o,
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oziroma, ker je Bj poljuben,
1 .
AAF = —ERkﬂmAlA flm (91.5)

Ce vektor A; dvakrat kovariantno odvajamo, po z* in po z!, potem je rezultat v splosnem

odvisen od vrstnega reda odvajanja, kar se razlikuje od lastnosti obi¢ajnega odvajanja. Izkaze
se, da razliko A;..; — Aj.x podaja isti krivinski tenzor, ki smo ga pravkar vpeljali. Dobimo
namrec¢ enacbo

Ay — Ajiie = A R™ i, (91.6)

ker lahko preprosto preverimo z neposrednim izracunom v lokalno geodetskem koordinatnem
sistemu. Podobno enac¢bo dobimo tudi za kontravariantni vektor: *

Al — Al = —ATR . (91.7)

Podobne enacbe veljajo tudi za druge odvode tenzorjev. Najlaze jih dobimo, ¢e uporabimo
tenzor oblike A; By, in upostevamo enacbi (91.6) in (91.7). Zaradi linearnosti morajo dobljeni
izrazi veljati za poljuben tenzor A;;. Tako dobimo

Aiktim — Aikmg = AinR" kim + Apie R it - (91.8)

V ravnem prostoru je krivinski tenzor enak ni¢, saj lahko v ravnem prostoru izberemo
taksne koordinate, da so F}'d povsod enaki ni¢, od koder takoj sledi Ry, = 0. Ker je Ry
tenzor, je enak ni¢ tudi v vseh drugih koordinatnih sistemih. To je povezano s tem, da je v
ravnem prostoru vzporeden premik enolicna operacija. Ce vektor premaknemo po sklenjeni
konturi, se ne bo spremenil.

Velja pa tudi obratno: ¢e je Ry, = 0, potem je prostor raven. V vsakem prostoru
si lahko izberemo koordinatni sistem, ki je Galilejski v infinitezimalno majhnem obmocju.
Ce je Riyym = 0, potem je vzporedni premik enoli¢na operacija, in z vzporednimi premiki
Galilejskega sistema iz infinitezimalnega obmocja v preostale tocke prostora lahko sestavimo
opazovalni sistem, ki je Galilejski po celotnem prostoru. TakSen prostor pa mora biti Evklid-
ski. Konec dokaza.

To, ali je krivinski tenzor enak ni¢ ali ne, je torej kriterij, ki doloca, ali je prostor raven
ali ukrivljen.

Opozoriti moramo, da si lahko v ukrivljenem prostoru izberemo opazovalni sistem, ki je
lokalno geodetski v dani tocki, vendar pa to Se ne pomeni, da bo zato tudi krivinski tenzor
enak nic v tej isti tocki (koli¢ini I‘fcl so sicer enake ni¢, to pa ne velja za odvode).

NALOGE

NALOGA 1. Izracunaj Cetverec relativnega pospeska med dvema delcema, ki se gibljeta po in-
finitezimalno bliznjima geodetkama.

Resitev: Oglejmo si druzino geodetk, ki se med seboj locijo po vrednosti nekega parametra v; to
pomeni, da lahko koordinate svetovnih to¢k zapisemo kot funkcije # = xi(s,v), tako da je ta funkcija
enacba geodetke za vsako vrednost v (s je dolzina intervala, merjenega vzdolz svetovnice od presecisca
svetovnice z neko hiperploskvijo). Vpeljemo Getverec

ol .
= dv =v'év
Ui o0 )
*Enac¢bo (91.7) lahko izpeljemo tudi neposredno iz (91.6), tako da dvignemo indeks ¢ in upostevamo simetri-
jske lastnosti tenzorja Ririm (glej § 92).
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ki povezuje tocki na neskonéno bliznjih geodetkah (ki ustrezata vrednostim parametra v in v + dv) z
isto vrednostjo s.
Iz definicije kovariantnega odvoda in enakosti du’/0v = 0v'/0s (kjer je u' = Oxt/ds) sledi

k

U,i;k’l} = vi;kuk. (1)

Sedaj si oglejmo drugi odvod

D*v? i kY ol i k,l i ok
0 = (v put)u = u vty + utput .

Z uporabo izraza (1) ponovno preoblikujemo drugi ¢len in spremenimo vrstuni red kovariantnega odva-
janja v prvem ¢lenu z uporabo (91.7). Dobimo

D2yt

ds?

= (u'gul) po® + u™RE L ubol

Prvi ¢len je enak ni¢, saj vzdolz geodetke velja u’yu! = 0. Vstavimo konstantni faktor dv in dobimo
konéni izraz )
D2nz

o Rlypmutuln™, (2)

ki se imenuje geodetski uklon.
NALOGA 2. Zapisi Maxwellove enacbe v odsotnosti nabojev za Cetverni potencial v Lorentzevi

umeritvi.
Resitev: Kovariantna posplositev pogoja (46.9) je

Al =0. (1)
Z uporabo enacbe (91.7) lahko Maxwellove enacbe zapisemo kot

F bk = A}g’fi — A = A+ ARy — A = 0,
kjer je Ry definiran z (92.7). Nato upostevamo enacbo (1) in dobimo

Ai* — Ry AF = 0. (2)

8§92 Lastnosti krivinskega tenzorja

Krivnksi tenzor ima simetrijske lastnosti, ki postanejo ocitne, ko spremenimo mesane kom-
ponente R’yj,, v kovariantne:
n
Rikim = gin B kim-

S pomocjo preprostih pretvorb dobimo naslednji izraz:

1 ( O gim % gri d%gi % km

Riklm = 5 Ok ! + Ortorm™ o ozkorm B 0zt 0x!

)+ o (TR = LT, (02)
Iz tega izraza takoj razberemo naslednje simetrijske lastnosti:

Rikim = —Riitm = —Rikmi (92.2)
Rikim = Rimik (92.3)

kar pomeni, da je tenzor antisimetri¢en v parih indeksov 7, k in [, m, ter simetri¢en na zamen-
javo istih parov indeksov med seboj. Zaradi antisimetricnosti so vse komponente R;g;,, pri
katerih je 4 = k ali [ = m, enake nic.
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Preverimo lahko tudi, da je cikliéna vsota komponent Rz, ki jo dobimo s permutacijo
poljubnih treh indeksov, enaka ni¢c. Na primer

Rikim + Rimki + Rigmi = 0. (92.4)

[Ostale enacbe te vrste takoj sledijo iz (92.4) zaradi lastnosti (92.2) in (92.3).]
Dokazemo lahko tudi Bianchijevo identiteto:

R" ikt + R" ik + R itk = 0. (92.5)

Identiteto najlaze preverimo v lokalno geodetskem koordinatnem sistemu. Zaradi njenega
tenzorskega znacaja bo enatba (92.5) veljala tudi v vseh ostalih koordinatnih sistemih.
Enacbo (91.4) odvajamo, vanjo vstavimo I'}; = 0 in dobimo

OR"ipy  O°T% T

n. = = —
R iktzm Ox™ oxmozk  Oxmoz!’ (92.6)

Z uporabo tega izraza se hitro prepricamo, da (92.5) dejansko velja.

Iz krivinskega tenzorja dobimo po skré¢itvi tenzor drugega reda. Taksna skrcitev je ena
sama: pri skréitvi tenzorja Ry, po indeksih ¢ in k£ ali [ in m dobimo ni¢ zaradi anti-
simetricnosti teh indeksov, pri skréitvi po poljubnem drugem paru pa dobimo enak rezultat
(do predznaka natancéno). Tenzor R;; (Riccijev tenzor) vpeljemo torej kot *

Rit = ¢ Riigmi, = Ritg.- (92.7)
Upostevamo (91.4) in dobimo

orl, or,

Ry, = oxt Ok

+rt e et (92.8)

Tenzor je o¢itno simetricen:

Rir = Ry (92.9)

Ce skréimo e R;;, dobimo invarianto
R = g" Ryt = g"¢"" Ripim, (92.10)

ki se imenuje skalarna ukrivljenost prostora.
Komponente tenzorja R;p zadoSCajo diferencialni identiteti, ki jo dobimo s skréitvijo
Bianchijeve identitete (92.5) po parih indeksov ik in In:

1 OR
Ry =>-—. 92.11
kT Gm ( )
Zaradi relacij (92.2), (92.3) in (92.4) vse komponente tenzorja niso med seboj neodvisne.
Poisc¢imo Stevilo neodvisnih komponent.
Zgornja definicija krivinskega tenzorja velja za poljubno dimenzionalen prostor. Ogle-
jmo si najprej dvodimenzionalni primer, torej obicajno ploskev. Zaradi lazjega loCevanja s

§tiridimenzionalnimi koli¢inami bomo tukaj oznacili krivnski tenzor z P,j.q, metri¢ni tenzor

*V literaturi najdemo tudi drugacno definicijo tega tenzorja, po kateri tenzor R;j, dobimo s skréitvijo prvega
in zadnjega indeksa. Ta definicija se od nase razlikuje le po nasprotnem predznaku.
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Z Yab, indeksi a, b, ... pa tecejo po vrednostih 1 in 2. Ker morata biti v vsakem paru ab in
cd indeksa razlicna, je oCitno, da so vse od ni¢ razlicne komponente tenzorja enake ali pa se
razlikujejo za predznak. V tem primeru imamo torej eno samo komponent, na primer Pjsis.
Hitro se lahko prepri¢amo, da je skalarna ukrivljenost enaka

2P
p — 21212

» Y= el = m1722 — (112)* (92.12)

Koli¢ina P/2 je enaka Gaussovi ukrivljenosti ploskve K:

P 1
—=K=—, 92.13
2 p1P2 ( )

kjer sta p; in po glavna krivinska polmera ploskve v izbrani tocki (p; in py imata isti predznak,
Ce lezita ustrezni srediSci pritisnjenih krogov na isti strani ploskve in nasprotna predznaka, ce
ti tocki lezita na razlicnih straneh ploskve; v prvem primeru je K > 0, v drugem pa K < 0).
%

Oglejmo si krivnski tenzor v tridimenzionalnem prostoru; oznacimo ga z FPyg,¢, metricni
tenzor z 7,g, indeksi a, 3,... pa tecejo od 1 do 3. Para indeksov of3 in yd imata lahko tri
razlicne vrednosti: 23, 31 in 12 (permutacija dveh indeksov samo spremeni predznak kom-
ponente tenzorja). Ker je tenzor Png.s simetricen na zamenjavo teh parov, imamo skupno
3 - 2/2 neodvisnih komponent z razlicnima paroma indeksov in tri komponente z enakima
paroma. Identiteta (92.4) ne prinese dodatne omejitve. V tridimenzionalnem prostori ima
zato krivnski tenzor Sest neodvisnih komponent. Simetriéni tenzor P, ima enako §tevilo
neodvisnih komponent. Zato lahko s pomocjo linearne enacbe P,z = g”‘sPamg vse kompo-
nente tenzorja P,gs izrazimo z P,g in metricnim tenzorjem 7,5 (glej prvo nalogo). Ce si
izberemo koordinatni sistem, ki je kartezi¢en v izbrani tocki, potem lahko s primerno rotacijo
tenzor FP,s diagonaliziramo. ' Zato je krivnski tenzor v izbrani tocki tridimenzionalnega
prostora dolocen s tremi koli¢inami. ¥

Koncno si oglejmo Se Stiridimenzionalni prostor. Para indeksov ¢k in Im v tem primeru
teceta po Sestih razlicnih parih vrednosti: 01, 02, 03, 23, 31, 12. Obstaja Sest komponent
tenzorja Pjy, z enakima paroma indeksov in 6 - 5/2 z razlicnima paroma indeksov. Zadnji

*Izraz (92.13) hitro dobimo, ¢e enacbo ploskve v blizini izbrane tocke (r = y = 0) zapiSemo kot z =

(z?/2p1) + (y°/2p2).
Kvadrat lo¢ne dolzine na ploskvi je tedaj

2 2
arz = (1 + :”—2) dz® + (1 + y—2> dy® + 22 dz dy.
P1 P2 p1p2

Ce izracunamo Pi12 v tocki £ = y = 0 z uporabo (92.1) (pri Gemer potrebujemo le druge odvode tenzorja
Yag), dobimo (92.13).
Pri ra¢unanju lastnih vrednosti tenzorja P, ni potrebe, da bi opravili prehod v koordinatni sistem, ki je v
izbrani tocki kartezicen. Lastne vrednosti lahko dolo¢imo tako, da izracunamo korene enacbe |Pag —Ayap| = 0.
 Poznavanje tenzorja P,35; nam omogoca dolociti Gaussovo ukrivljenost K poljubne ploskve v prostoru.
Omenimo naj, da ¢e z', 22 in &> tvorijo pravokotni koordinatni sistem, potem je

. Pio1o
Y1122 — (Y12)2

Gaussova ukrivljenost “ravnine” pravokotne (v izbrani tocki) na os 2%, z “ravnino” imamo v mislih ploskev,
ki jo tvorijo geodetke.
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pa niso vsi med seboj neodvisni; tri komponente, pri katerih so vsi stirje indeksi razli¢ni, so
povezani z identiteto (92.4):
Roi123 + Rog12 + Ro231 = 0. (92.14)

V stiridimenzionalnem prostoru ima krivinski tenzor dvajset med seboj neodvisnih kompo-
nent.

Izberemo si opazovalni sistem, ki je v obravnavani tocki Galilejski, in ga zasukamo (pri
tem se komponente g;; v dani tocki ne spremenijo) na tak nacin, da postavimo Sest komponent
krivinskega tenzorja na ni¢ (to lahko storimo, ker obstaja Sest med seboj neodvisnih rotacij
v §tiridimenzionalnem koordinatnem sistemu). Zato je v sploSnem ukrivljenost Cetvernega
prostora doloCena s Sestnajstimi koli¢inami.

Ce je R;; = 0, * ima krivinski tenzor deset neodvisnih komponent v poljubnem koordinat-
nem sistemu. 7 ustreznimi transformacijami lahko tenzor Rjk;,, (v izbrani tocki Getvernega
prostora) pretvorimo v “kanoni¢no” obliko, v kateri lahko komponente v splosnem izrazimo s
§tirimi neodvisnimi koli¢inami; v posebnih primerih je to stevilo lahko Se manjse.

Ce pa je Rj; # 0, potem lahko uporabimo isto klasifikacijo krivinskega tenzorja, ¢e od
njega odstejemo posebni del, ki ga izrazimo s komponentami R;j,. Sestavimo tenzor

1 1 1 1 1
Cikim = Rikim — §Ril9km + iRimgkl + QRklgim - ikagil + ER(gilgkm — gimgkt)- (92.15)

Hitro se lahko prepri¢amo, da ima ta tenzor enake simetrijske lastnosti kot tenzor Rk, ima
pa dodatno lastnost, da postane enak ni¢ po skrcitvi para indeksov ¢l ali km.

Oglejmo si sedaj klasifikacijo moznih kanoni¢nih oblik krivinskega tenzorja, ko je R;r = 0.
(A. Z. Petrov, 1950).

Predpostavimo, da smo metriko v dani tocki ¢etvernega prostora privedli na Galilejsko
obliko. Mnozico dvajsetih neodvisnih komponent tenzorja Rk, zapiSemo s tremi tridimen-
zionalnimi tenzorji, definiranimi z

1 1
Aaﬂ = ROonBa Caﬂ = Zea'yde,@/\uRny/\ua Baﬁ = 560476}%0676- (92-16)

(eapy je enotski antisimetricni tenzor; ker je tridimenzionalna metrika kartezi¢na, ni potrebno
razlikovati med spodnjimi in zgornjimi indeksi). Tenzorja A,z in Cypg sta po definiciji
simetricna; tenzor B,g je antisimetricen, njegova sled pa je enaka ni¢ zaradi (92.14). Po
definiciji (92.16) imamo, na primer,

Bi1 = Ro123, Bo1 = Ro131, Bs1 = Ro112, Ci1 = Ra323, ...

Hitro uvidimo, da je pogoj Rg,, = g”Riklm = 0 ekvivalenten naslednjim povezavam med
komponentami tenzorjev (92.16):

Aga =0, Bag = Bga, Agg=—Cap. (92.17)

*Kasneje (v § 95) bomo videli, da krivinski tenzor za gravitacijsko polje v vakuumu ima to lastnost.
TTa dolgi izraz lahko zapisemo bolj strnjeno kot

1
Cikim = Rikim — Rijigrjm + Ronigry + gRl[iRk]m;
kjer oglata oklepaja oznacujeta antisimetrizacijo po indeksih, ki jih oklepaja okvirjata:
1
Ay = 5 (Aie = Aga).

Tenzor (92.15) se imenuje Weylov tenzor.
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Vpeljemo simetricen kompleksen tenzor

1
5 (4as +2iBag — Cap) = Aap + iBap. (92.18)

Ta kombinacija dveh realnih tridimenzionalnih tenzorjev A,g in B,g v enega kompleksnega je
podobna kombinaciji (glej §25) dveh vektorjev E in H v en kompleksni vektor F, posledi¢na
povezava med D,z in tenzorjem Cetvercem Ry, pa je podobna povezavi med F in ¢etvernim
tenzorjem Fj,. Iz tega sledi, da so Stiridimenzionalni zasuki tenzorja R;j;, ekvivalentni
tridimenzionalnim kompleksnim zasukom tenzorja Dgg.

Definiramo lahko lastne vrednosti A = X' +i\” in (v splosnem kompleksne) lastne vektorje
ngo. TOo se reSitve sistema enacb

Dyg =

Dogng = Ang. (92.19)

Koli¢ine A so invariante krivinskega tenzorja. Ker je sled D, = 0, je vsota korenov enacbe
(92.19) enaka nic:
A 2@ 16 = o, (92.20)

Glede na stevilo neodvisnim lastnih vektorjev n, dobimo naslednjo klasifikacijo razlicnih
primerov redukcije krivinskega tenzorja na tri kanonicne tipe Petrova:

(I) Obstajajo trije neodvisni lastni vektorji. V tem primeru so njihovi kvadrati n,n®
razli¢ni od ni¢ in z ustrezno rotacijo lahko tenzor D,s (in s tem A, in Byg) diagonaliziramo:

AL 0 AW 0
Agp = 0o A2 0 , Bapg = 0o \®" 0
0 0 AW )\ 0 0 AL \@"

(92.21)
V tem primeru ima krivinski tenzor $tiri med seboj neodvisne invariante. *

Kompleksni invarianti A(Y) in A(2) lahko izrazimo algebrai¢no s kompleksnima skalarjema

1 . ' « iklm,
I = 4_8(Riklleklm — iRigim R ),
| o (92.22)
I, = %(Rikllemerprlk + i Rikim R Ryr
kjer zvezdica nad simbolom oznac¢uje dualni tenzor
* 1
Rikim = iEikerprlm- (92.23)
Koli¢ini I; in I3 izrac¢unamo z uporabo vrednosti iz (92.21) in dobimo
1 1
L= -(AW2 2 X222y - = AW X@(\D) L \@), 2.24
L= SO A2 4 302) L, = WA 4 )2) (92.24)

Ta izraza omogocata izracun koli¢in 2D in A®) z vrednostmi Ry v poljubnem opazovalnem
sistemu.

(IT) Obstajata dva neodvisna lastna vektorja. Kvadrat enega izmed njiju je enak ni¢, tako
da tega vektorja ne moremo izbrati za smer ene izmed koordinatnih osi. Lahko pa si izberemo,
da lezi v ravnini !, z2: tedaj je ng = iny in n3 = 0. Enacbe (92.19) se v tem primeru glasijo

Dy +iD1g2 = A, Dap —iD12 = A,

*Degeneriran primer, ko je AW = /\(2)I, 2D = /\(2)”, se v literaturi imenuje tip D.
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tako da je
Dy = )\—iu, Doy = )\—i-iu, Dqy = U.

kompleksna koli¢ina A = X'+ )" je skalar in je s transformacijami ne moremo spremeniti.
Toda koli¢ina p ima lahko poljubno od ni¢ razlicno vrednost, ¢e opravimo primerno komplek-
sno rotacijo; predpostavimo lahko, da ima p realno vrednost, ne da bi izgubili na splosnosti.
Tako dobimo naslednjo kanoni¢no obliko realnih tenzorjev A,g in B,g:

N w0 N0 0
Aaﬂ = 7’ N 0 s Baﬂ = 0 N+ 7’ 0 . (92.25)
0 0 =2X 0 0 —2)\"

V tem primeru obstajate le dve invarianti A’ in A”. Iz (92.25) dobimo I} = A2, I = )3, tako
da je I;® = I,%.

(III) Obstaja en sam lastni vektor, katerega kvadrat je enak ni¢. Vse lastne vrednosti A
so tedaj enake ni¢. Resitev enacb (92.19) lahko zapisemo v obliki D1y = D9 = Dyy = 0,
D13 = p, D3 = 1, tako da je
0 0
0 0

0 0
Ang = 0 0 , Bag =
w0

o oOox

0

uwol . (92.26)
0 p O
V tem primeru krivinski tenzor sploh nima invariant. Opravka imamo s prav posebnim

primerom: prostor ¢as je ukrivljen, ne obstaja pa nobena invarianta, ki bi igrala vlogo mere
ukrivljenosti. *

NALOGE

NALOGA 1. Zapisi krivinski tenzor Pygs tridimenzionalnega prostora s tenzorjem drugega reda
Pys.
Resitev: Istemo P,g+s oblike

Popys = Aaryss — AasVsy + AgyYay — ApyYas)

ki zadosca vsem simetrijskim zahtevam; A,g je nek simetri¢ni tenzor, ¢igar povezavo z P,z dolo¢imo
tako, da zgoraj zapisani izraz skrc¢imo po indeksih « in . Tako dobimo

1
P, = Ayag + Aag, Aap = Pap — ZP%"B’

kon¢ni izraz pa je

P
Pa,nyJ = Pory'}//j’é - Paé%@’y + Pﬂ’y’)/ory - P,B'y’YarS + 5(7(167,87 - ’Yory’Y,BzS)-

NALOGA 2. Izracunaj komponente tenzorjev Rk, in R za metriko, v kateri je g;r = 0 za

i # k.

Resitev: Od nit razli¢ne komponente metri¢nega tenzorja zapisemo kot

— 2F; — —
gii = €4€ ) €0 = 17 €q = —-1.

*Do tega pride tudi v degeneriranem primeru (II), ¢e je X' = \”; ta primer se imenuje tudi tip N.
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Z uporabo enac¢be (92.4) dobimo naslednje izraze za od ni¢ razli¢ne komponente krivinskega tenzorja:
Ry = ee® ' [Fy Fri+ FipFri— FiiFig — Flagl, i#k#L

Rii = et (F, i Fyi — Fii* — Fiiq) + et (Fy Fyy — Fy* — Fipg)—
— e 3" eI B, DAL
m##i,l
(tuka]j po ponovljenih indeksih ne sestevamo!). Indeksi, ki sledijo vejici, ozna¢ujejo obic¢ajno odvajanje
po ustrezni koordinat.
Ce krivinski tenzor skréimo po paru indeksov, dobimo

Riy, = Z (FinFri+ FipFii— FaFi g — Frig), @#Fk;
Ik

R;; = Z[FHFM ~F—Fi+ eiele2(Fi_Fl)(E7lFi7l —F ) —Fy —Fyy Z Fog)l

)

I#£i m#i,l

893 Akcija gravitacijskega polja

Na poti do enacb, ki dolocajo gravitacijsko polje, moramo najprej poiskati akcijo S, tega
polja. Te enacbe bomo potem dobili z variacijo vsote akcij za polje in za snovne delce.

Kot pri elektromagnetnem polju moramo akcijo S, izraziti s skalarnim integralom
[ G/=gdQ, kjer integriramo po celotnem prostoru, po ¢asovni koordinati z° pa integriramo
med dvema izbranima vrednostma Iskanje skalarja bomo zaceli z ugotovitvijo, da enacbe
gravitacijskega polja ne smejo vsebovati odvodov “potencialov”, ki so visji od drugega reda
(podobno kot pri elektromagnetnem polju). Ker dobimo enacbe polja z variacijo akcije, inte-
grand G ne sme vsebovati odvodov, vi§jih od prvega reda; zato sme G vsebovati le tenzor g
in koli¢ine I'%,.

Izkaze se, da je nemogoce sestaviti invarianto le s koli¢inami g;; in F}'cl. To je razvidno
iz tega, da lahko s primerno izbiro koordinatnega sistema vedno postavimo koli¢ine chl na
ni¢ v izbrani tocki. Obstaja pa skalar R (ukrivljenost Cetvernega prostora), ki poleg g in
njegovih prvih odvodov vsebuje tudi druge odvode, vendar je linearen v prvih odvodih. Zaradi
linearnosti je mozno invariantni integral [ R,/—¢gdQ s pomo¢jo Gaussovega izreka pretvoriti
v izraz, ki drugih odvodov ne vsebuje. Integral [ R\/—g d) najprej zapiSemo v obliki

/R\/—_ng:/G\/—_ng—i—/%agwi)dQ,

kjer G vsebuje le tenzor g;; in njegove druge odvode, integrand drugega integrala pa se zapiSe
kot divergenca neke koli¢ine w' (izracun z vsemi podrobnostmi je na koncu tega razdelka).
Po Gaussovem izreku lahko drugi integral pretvorimo v integral po hiperploskvi, ki obkroza,
del Cetvernega prostora, po katerem integriramo v dveh preostalih integralih. Ko variiramo
akcijo, bo variacija drugega clena na desni odpadla, ker je po principu najmanjse akcije
variacija polja na mejah integracijskega obmocja enaka ni¢. Zato lahko zapisemo

6/R\/—ng = (5/G\/—ng.
Leva stran je skalar, zato je tudi izraz na desni skalar (koli¢ina G' sama pa seveda ni skalarna).

Polje, v. 1



93 AKCIJA GRAVITACIJSKEGA POLJA 269

Koli¢ina G zadosca pogoju na zacetku razdelka, saj vsebuje le g;; in njegove odvode. Zato
lahko zapiSemo

08y = 16 ? 16 2 Ry/—gdQ, (93.1)
kjer je k nova splosna fizikalna konstanta. Podobno kot pri obravnavi akcije elektromagnet-
nega polja v §28, se lahko prepricamo, da mora biti konstanta k pozitivna (glej konec tega
razdelka).

Konstanta k se imenuje gravitacijska konstanta. Dimenzija k je razvidna iz (93.1). Akcija
ima dimenzijo gm cm? sec™!; vse koordinate imajo dimenzijo cm, komponente g;. so brezdi-

menzijske, R pa ima dimenzijo cm™2. Sledi, da ima k dimenzijo cm®gm~'sec™2. Vrednost
konstante je

k=6.67 x 107 cm®gm ™ 'sec 2. (93.2)
Vredno je omeniti, da bi lahko postavili £ na 1 (ali na kak$no drugo brezdimenzijsko
vrednost), vendar bi s tem dolo¢ili enoto za maso. *
Kon¢no izrac¢unajmo kolicimo G v (93.1). Iz izraza (92.8) za Rj; sledi
ir Ol ik 81—‘”

vV—9gR =+—gg kRzk Y {g o l -9 8:Ek lkrlkr ikrﬁrkm} :

Prva ¢lena na desni pretvorimo v

zka

9 i
V=99 S = (V=99 T) - mal(\/ 99™),
zkarzl

Vg T = O (gl T (™),

Totalne odvode izpustimo, in dobimo

P .
V=9G =T 5 (vV=99") = Tiy 2 (V=ag") - (T4, im)g" V=g
S pomocjo enacb (86.5)-(86.8) ugotovimo, da sta prva ¢lena na desni enaka zmnozku /—g z

2Tl I}, g"" — T T g™ — T T g™ = g (2Tt T — T Th — DL )
= 29" (U Tl — L LT)-

Kon¢éno dobimo '
G = gk@mrt,, —rhLrm). (93.4)

Komponente metricnega tenzorja so koliCine, ki doloCajo gravitacijsko polje. Zato pri
uporabi nacela najmanjse akcije za gravitacijsko polje variiramo spremenljivke g;z. Moramo
pa upostevati naslednji temeljni pridrzek. Ne moremo namrec¢ trditi, da ima v dejansko
uresnicljivem polju integral akcije minimum (in ne le ekstrem) glede na vse mozne variacije

*Ce si izberemo k = ¢, bi maso merili v cm, pri Gemer bi veljalo 1cm = 1,34 x 10%® g. Véasih namesto k

uporabljamo koli¢ino

K= 8:—k =1,86 x 10"*"em/g, (93.3)

ki jo imenujemo Einsteinova gravitacijska konstanta.
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koli¢in g;x. To je povezano z dejstvom, da ne vodijo vse spremembe tenzorja g;; k spremembi
metrike prostora-casa, torej k dejanski spremembi gravitacijskega polja. Komponente g;; se
spremenijo tudi pri preprosti transformaciji koordinat pri kateri se le preselimo iz enega koor-
dinatnega sistema v drugega v istem prostoru-casu. Vsaka taksna transformacija koordinat je
v sploSnem skupina §tirih neodvisnih transformacij. TakSne spremembe g;, ki ne spremenijo
metrike, bomo izkljucili iz obzira tako, da dolo¢imo §tiri pomozne pogoje, ki bodo morali
biti izpolnjeni pri variaciji Zato lahko pri uporabi nacela najmanjse akcije pri gravitacijskem
polju trdimo le, da je mogoce zahtevati pomozne pogoje, ki jim mora g;; zadostiti, ¢e naj ima
akcija minimum glede na variacije koli¢in g;. *

Upostevajoc te opombe bomo sedaj pokazali, da mora biti gravitacijska konstanta pozi-
tivna. Kot stiri dodatne pogoje si bomo izbrali

goa = 0, |gaﬂ| =0;

iz zadnjega pogoja sledi

a8 9903 0
" oa0 = ganl9asl =0

Tu nas zanimajo tisti ¢leni v integrandu izraza za akcijo, ki vsebuje odvode koli¢ine g;;, po z°

(glej str. ) Preprost izracun z uporabo (93.4) pokaze, da so ti ¢leni v izrazu za G enaki

_lgaﬂg'yd 00 89&’7 89&5.

4 0z0 0z
Hitro se lahko prepricamo, da je ta koli¢ina striktno negativna. 7 izbiro prostorskega
koordinatnega sistema, ki je karteziGen v izbrani tocki ob danem trenutku (tako da je

JaB = g8 = —0q3), dobimo
2
L g 99as
49 ox0 ) 7’

in ker je g% = 1/ggp > 0, je predznak zgornje koli¢ine o¢iten.

Ce se komponente gap zadosti hitro spremenijo s casom 10 (znotraj éasovnega intervala, po
katerem integriramo), je koli¢ina G' lahko poljubno velika. Ce bi bila konstanta k negativna,
bi lahko akcija dosegla poljubno majhno vrednost in minimum ne bi obstajal.

8§94 Napetostni tenzor

V §32 je bilo podano splosno pravilo za racunanje napetostnega tenzorja poljubnega fizikalnega
sistema, katerega akcija je podana v obliki integrala (32.1) po ¢etvernem prostoru. V
krivocrtnih koordinatah lahko ta integral zapiSsemo v obliki

= %/A\/—_ng (94.1)

(v Galilejevih koordinatah je g = —1 in S = [ AdV dt). Integriramo po celotnem prostoru,
po casu pa med dvema izbranima trenutkoma. Integral torej poteka po neskonénem obmocju
Cetvernega prostora, ki ga omejujeta dve hiperploskvi.

“Poudariti moramo, da povedano ne vpliva na izpeljavo enacb polja z uporabo nacela najmanjse akcije
(§ 95). Da dobimo te enacbe, zadostuje zahteva, da ima akcija ekstrem (torej da je prvi odvod enak ni¢), ki ni
nujno minimum. Zato bomo pri izpeljavi enacb neodvisno variirali vse g;.
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Kot smo omenili v §32, napetostni tenzor, izracunan po enacbi (32.5), v splosnem ni
simetricen, kot bi to moral biti. Da smo ga simetrizirali, smo morali k (32.5) dodati ¢lene
oblike (0/0z');1;, kjer je wiry = —tuk. Sedaj bomo opisali drugacen pristop k racunanju
napetostnega tenzorja, katerega prednost je ta, da takoj dobimo pravilen izraz.

V (94.1) pretvorimo koordinate z' v koordinate 2" = 2t + £ kjer so ¢ majhne kolicine.
Pri tej transformaciji se g** spremenijo po enacbi

| oz’ 9a'* o o¢t
g”k(.’L‘,l) _ glm(xl)w(?x_m — glm (5; + @> <5fn + —>
ogr | ki0g

ik, .l m

gr (@) +9" 5

Tenzor ¢'** smatramo kot funkcijo spremenljivk z'', medtem ko je tenzor gt funkcija zacetnih

spremenljivk z!. Ce zelimo zapisati vse ¢lene kot funkcije enega samega nabora spremenljivk,

moramo ¢’ Zk(acl + ¢! razviti po potencah ¢!, Poleg tega lahko, ¢e zanemarimo vse clene visjih
redov v &, v vseh ¢lenih, ki vsebujejo ¢!, zamenjamo ¢’ ik g**. Tako dobimo

s
ozt

8ik ~8k
g _'_gzli

rik Uy ik Iy gl
g " (z') =g¢"(z") S 9l T 9

Z neposrednim izracunom se lahko prepricamo, da lahko zadnje tri ¢lene na desni zapiSemo
kot vsoto 4% 4 €53 kontravariantnih odvodov kolicine ¢. Konéno dobimo pravilo za trans-
formacijo ¢'* v obliki

Za kovariantne komponente pa velja

9'ik = Gik +0gik, 0gir = —Eik — ks (94.3)

(do ¢lenov prvega reda natancéno velja pogoj gig' o~ §F).

Ker je akcija S skalar, se ob koordinatni transformaciji ne spremeni. Po drugi strani
pa se lahko sprememba akcije §S ob koordinatni transformaciji zapiSe na naslednji nacin.
Kot v §32 naj g oznacuje koli¢ine, ki dolocajo fizikalni sistem z akcijo S. Ob koordinatni
transformaciji se koli¢ine ¢ spremenijo za dg. Pri ratunanju §S ne rabimo zapisati koli¢in,
ki vsebujejo spremembe spremenljivk g. Taksni ¢leni se med seboj okrajsajo zaradi “enacb
gibanja” fizikalnega sistema, saj te enacbe dobimo z izenaCenjem z ni¢ variacije S glede
na koli¢ine ¢. Zato zadostuje, da zapiSemo ¢lene, povezane s spremembami g;;. 7Z uporabo
Gaussovega izreka in upostevajo¢, da je §¢** = 0 na integracijskih mejah, dobimo 6.5 naslednje

*Omenimo naj, da enacbe
é-i;k + gk;i =0

opisujejo infinitezimalne pretvorbe koordinat, ki ne spremenijo metrike. V literaturi te ena¢be pogosto imenu-
jemo Killingove enacbe.
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oblike: *

1 V=OA s Oy=gA 0gik
55 =L [JOV9 s VoA 09T
c dgik 83(991 8.’1;'l

;/{L——w_iaim}égim
C

Og'k Ox! 889_1k
Ox!

Vpeljemo zapis

Ov/—gh 0 Oy—gA
3V T = S gt (944)

o'
Potem lahko S zapisemo kot '
1
08 = o / k0gF/—gdQ = — / T*5gi/—g dQ (94.5)
(tu smo upostevali, da je ¢"*6gy, = —gidg”* in zato T%*dgy, = —Tj;0¢%). Variacije dg'*

nadomestimo z izrazom (94.2) in dobimo, ¢e upostevamo Se simetri¢nost tenzorja Tj,

1

8 = 5 [ Twle® +¢viyy=gan = ¢ [ Tuety=gao,

Ta izraz pretvorimo v naslednjo obliko:
1 . 1 .
o5 = [@iehvmgae - [ Thevgan (94.6)

Z uporabo (86.9) lahko pri integral zapisemo kot

s [ stvEateag

in ga pretvorimo v integral po hiperploskvi. Ker so & enake ni¢ na robovih integracijskega
obmocja, ta integral odpade.
Ce izenacimo S z ni¢, dobimo

1 .
08 = - /n’fkga/_—g dQ = 0.

Ker so ¢* poljubni, dobimo
Th, =0. (94.7)

*Potrebno je poudariti, da ima tu vpeljan zapis za odvajanje po komponentah simetri¢nega tenzorja g;
v nekem smislu simboli¢ni pomen. Odvod 0F/dg;r (kjer je F' neka funkcija koli¢in g;) je namreé¢ smiseln le
kot izraz dejstva, da je dF = (0F/3gir) dgix. V vsoti (0F/dgir) dgir se ¢leni z diferenciali dg;r komponent,
za katere je ¢ # k, pojavljajo dvakrat. Zato bi pri dejanskem odvajanju izraza za F' po poljubni komponenti
gir (z @ # k) dobili dvakrat ve¢jo vrednost, kot je ta, ki jo oznacujemo z OF/0g;;. To opombo moramo nujno
upostevati, ko priredimo vrednosti indeksoma %, k v enacbah, v katerih se pojavljajo odvodi po g;x.

TV obravnavanem primeru vseh deset koli¢in dg;x ni med seboj neodvisnih, saj so te posledica pretvorbe
koordinat, ki pa so le Stiri. Zato iz §S = 0 ne sledi T, = 0.
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To primerjamo z enacbo (32.4) 0Ty, /0z* = 0, ki velja v Galilejevih koordinatah. Ugotovimo,
da je tenzor Ty, definiran z izrazom (94.4), enak napetostnemu tenzorju — vsaj do konstant-
nega faktorja natanc¢no. Hitro lahko preverimo, na primer z izracunom tenzorja napetosti za
elektromagnetno polje

(A = —% P = —ﬁ iszmgllgkm>
in uporabo izraza (94.4), da je ta konstanta enaka ena.

Z enacbo (94.4) lahko torej izra¢cunamo napetostni tenzor z odvajanjem funkcije A po kom-
ponentah metri¢nega tenzorja in njegovih odvodov. Tako dobljeni tenzor Tj; je simetricen.
Enacba (94.4) je uporabna ne le za racunanje napetostnega tenzorja v prisotnosti gravitaci-
jskega polja, temvec tudi za podobne racune v ravnem prostoru. V tem primeru metricni
tenzor nima posebnega pomena, prehod v krivoc¢rtne koordinate uporabimo le formalno, kot
vmesni korak pri izracunu tenzorja Tj.

Izraz (33.1) za napetostni tenzor elektromagnetnega polja moramo napisati v krivocrtnih
koordinatah v obliki

1 1
Ty = o | —FulFy' +  FunF ™ gur, ) - (94.8)
47 4
Napetostni tenzor makroskopskega telesa je
Tik = (p + €)ugur, — pYik- (94.9)

Naj opozorimo, da je koli¢ina Tyy vedno pozitivna: *

Too > 0. (94.10)

(Ni¢ pa ne moremo v splognem povedati o mesani komponenti 7}).)

NALOGA

NALOGA Obravnavaj razlitne primere poenostavitve simetri¢nega tenzorja drugega reda v psev-
doekvlidskem prostoru na kanoni¢no obliko.
Resitev: Poenostavitev simetri¢nega tenzorja A;;, na lastne osi pomeni, da moramo poiskati
lastne vektorje n?, za katere velja
Aiknk = /\nl (].)

Ustrezne lastne vrednosti A dobimo iz karakteristi¢ne enacbe
|Aik — )‘gik| = 0 (2)

Lastne vrednosti so invariante tenzorja. Tako lastni vektorji kot lastne vrednosti so lahko kompleksni.
(Predpostavili pa seveda bomo, da so komponente tenzorja A;; realne.)

*Velja Too = eud + p(ud — goo). Prvi élen je vedno pozitiven. V drugem élenu zapisemo

dz® dz®
1o = goot’ + goau® = goodF T Goou OF ngoa ad

in po preoblikovanju dobimo goop( dl/ ds)?, kjer je di diferencial prostorske razdalje (84.6); od tod je razvidno,
da je tudi drugi ¢len pozitiven. Isti rezultat lahko dobimo tudi z uporabo zapisa tenzorja iz enacbe (94.8).
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S pomocjo enacbe (1) na obicajen nac¢in pokazemo, da sta vektorja ;M in n;®, ki ustrezata
razli¢nima lastnima vrednostma A" in A®), med seboj pravokotna:

ngl)ni@) =0. (3)

V posebnem primeru, ko ima enacba (2) kompleksno konjugirana korena A in A*, ki ustrezata kom-
pleksno konjugiranima vektorjema n; in n}, mora veljati

nin™ = 0. 4)

Tenzor A;, zapiSsemo z lastnimi vrednostmi in lastnimi vektorji kot

A, = Z AL (5)

nn!

(¢e le ni kaksna izmed koli¢in nyn! enaka ni¢ — ve¢ o tem primeru je v nadaljevanju).
Odvisno od tega, kaksni so koreni enacbe (2), lahko nastopijo trije primeri:

(a) Vse stiri lastne vrednosti A so realne. Tedaj so tudi vektorji n; realni, in ker so ti med seboj
pravokotni, morajo trije izmed njih imeti prostorske smeri, eden pa ¢asovno smer (normaliziramo
jih lahko s pogoji mn! = —1 oziroma mn=1). Ce si izberemo koordinatne osi vzdolz teh

vektorjev, lahko tenzor A;; zapiSemo kot

A0 0 0 0
0 —-A\@ 0 0
0 0 0 -3

(b) Enacba (2) ima dva realna korena (A®), A(®) in en par kompleksno konjugiranih korenov (X' %
i\""). Kompleksno konjugirana vektorja n;, n}, ki ustrezata zadnjima dvema korenoma, zapisemo
kot a; £1ib;; ker sta vektorja definirana do poljubnega kompleksnega faktorja natanéno, ju lahko
normiramo s pogojem n;n’ = nin™ = 1. S pomo¢jo enacbe (4) dobimo Se

a,-ai + b,bz =0, aibi =0, a,-ai — blbz =1,

od koder sledi . .
57 bzbl = _57
kar pomeni, da je eden izmed obeh vektorjev prostorski, drugi pa ¢asoven. * Koordinatne osi si
izberemo vzdolz vektorjev af, b, n®?* in n®) in tenzor zapisemo kot

a;a' =

AN 0 0
NN 0 0

Adr=109 o0 _\® o | (7)
0 0 0 -G

(c) Ce je kvadrat enega izmed vektorjev n! enak ni¢ (mn! = 0), potem tega vektorja ne moremo
izbrati kot smer koordinatne osi. Lahko pa si izberemo eno izmed ravnin z°, % tako, da bo
vektor n' lezal v njej. Naj bo to ravnina z°, z*; tedaj iz nyn! = 0 sledi n° = n! in iz enacbe (1)
dobimo Aog + A()l = )\, A10 + A11 = —)\, zato je A11 =-A + M, Ago =A + M, A01 = — W, kjer
4 ni invarianta, temveé se spreminja ob zasukih v ravnini 2°, '; s primernim zasukom lahko

*Ker ima lahko le eden izmed vektorjev ¢asovno smer, enac¢ba (2) ne more imeti dveh parov kompleksno
konjugiranih resitev.
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3

vedno naredimo p realen. Osi 22 in z® si izberemo vzdolz ostalih dveh (prostorskih) vektorjev

n@in ) in tenzor Ay, zapisemo kot
A4 —u 0 0
| e At 0 0
0 0 0 -\®

Ta primer ustreza slucaju, ko sta dva korena (A(?) in A(1)) enacbe (2) enaka.

Pri napetostnemu tenzorju T;; snovi, ki se giblje s hitrostjo, manjSo od svetlobne, imamo lahko
le primer (a); to je povezano z dejstvom, da si vedno lahko izberemo taksen opazovalni sistem,
da bo v njem pretok energije snovi (torej komponente Ty, ) enake ni¢. Prinapetostnem tenzorju
elektromagnetnega valovanja pa imamo vedno primer (c), z A(?) = A(®) = X\ = 0 (glej stran 85);
dokazati je mozno, da bi v nasprotnem primeru obstajal opazovalni sistem, v katerem bi pretok
energije bil vecji od gostote energije, pomnozene s c.

8§95 Einsteinove enacbe

Sedaj bomo izpeljali enacbe gravitacijskega polja. Dobili jih bomo iz nacela najmanjSe akcije
0(Sm + Sg) = 0, kjer sta Sy in S,, akciji gravitacijskega polja in snovi. Sedaj variiramo
gravitacijsko polje, torej kolic¢ine g;.

Variacija 05, je

5/R\/_—ng = 5/gikRik\/_—ng
= / {Rik\/ —90g" + Rixg™6v/—g + g™ v —95Rz'k} dQ.

Iz enatbe (86.4) dobimo

1

N

1 i
09 = =5V =99ixdg";
to vstavimo v izraz za 05, in sledi
1 . .
6/R\/—g dQ = /(Rzk - EgikR)ég’k\/—ng—i— /glkéRik\/—ng. (95.1)

Izrac¢unati moramo Se dR;,. Pri tem upostevamo, da koli¢ine chl ne tvorijo tenzorja, nji-
hove variacije (5I‘§Cl pa so tenzor, saj je FﬁAk dz! sprememba vektorja ob vzporednem premiku
(glej (85.5)) iz neke tocke P v infinitezimalno oddaljeno tocko P'. Zato je 01, Ay dz! razlika
dveh vektorjev, ki je posledica dveh vzporednih premikov (enega z nevariirano, drugega z
variirano I‘fd) iz tocke P v eno in isto totko P’. Razlika dveh vektorjev v isti tocki je vektor,
zato je 5F}'€l tenzor.

Sedaj uporabimo lokalno geodetski koordinatni sistem. V izbrani tocki je torej I‘fd =0.%
uporabo izraza (92.8) za R;; in upostevajoé, da so prvi odvodi koli¢in ¢%* enaki ni¢, dobimo

0 0 i 0 a0

k§Ry, = g% d Lot — L sl L — gk L spt it sk Ou!
g ik = g ik il g ik — 3 il

! Ozk ozt ozt ~ ol
kjer je . .
w' = g% 8Ty, — g" oL
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Ker je w' vektor, lahko zapisemo dobljeni izraz v obliki, ki velja v poljubnem koordinatnem
sistemu:
ik =g

[pri tem smo Ow'/dz! zamenjali z w', in uporabili (86.9)]. Zato je drugi integral na desni

strani (95.1) enak
. —
/ g*6Rip/—g dQ = / v=gw) Val‘””)dg
x

in z uporabo Gaussovega izreka lahko ta ¢len pretvorimo v integral w! po hiperploskvi, ki
obkroza celoten del ¢etvernega prostora. Ker so variacije polja enake ni¢ na robovih inte-
gracijskega obmocja, ta Clen odpade. Zato je variacija 65, enaka *

3

_ ¢ o1 ik
054 = 167rk/<le lekR> 0g"™/—gdQ. (95.2)

Ce bi izpeljavo zaleli z izrazom

Sg=—

16k

za akcijo polja, bi dobili

c’ 0(GV—g) 9 AGV—=9) | :
(559 - _lﬁﬂ_k/{ 891,]6 83;[ 8%91 (59 dQ.

To primerjamo z (95.2) in dobimo naslednjo relacijo:

o Lopo L [oGv=g) o 0GV=g)

Variacijo akcije snovi lahko takoj zapiSemo s pomocjo (94.5):

1

58, = P /Tikégik\/—_gdfl, (95.4)

kjer je Tj, napetostni tenzor snovi (vkljuéno z elektromagnetnim poljem). Gravitacijska in-
terakcija je opazna le pri telesih z zadosti veliko maso (ker je gravitacijska konstanta majhna),
zato se pri obravnavi gravitacijskega polja obicajno ukvarjamo z makroskopskimi telesi. Za

napetostni tenzor moramo zato obi¢ajno uporabiti (94.9).
Iz nacela najmanjse akcije 0.5, + S, = 0 sledi

3

c 1 8mk ;
167k / (Rik - igikR - C—4Tzk> dg™*v=gdQ =0,

*Omenimo naslednje hecno dejstvo. Ce bi racunali variacijo § [ R\/—gdQ [z Ry iz (92.11)], pri ¢emer
bi kot neodvisne spremenljivke smatrali I'y;, g;x pa kot konstante, nato pa uporabili izraz (86.3) za I'};, bi
dobili identicno ni¢, v kar se lahko brez tezav prepricamo. Velja tudi nasprotno: zvezo med I'}; in metri¢nim
tenzorjem lahko dobimo z zahtevo, da je omenjena variacija enaka nic.
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in ker je 6g’* poljuben, dobimo

1 8k
R, — EgikR = 0—4Tika (95.5)
ali v meSanih komponentah
1 8k
RE — 5(sz = 0—4Ti’“. (95.6)

To so iskane enacbe gravitacijskega polja, osnovne enacbe splosne teorije relativnosti. Imenu-
jejo se Einsteinove enacbe.
Enac¢bo (95.6) skré¢imo po indeksih 4 in k. Dobimo

S (95.7)

(T = T}). Zato lahko enacbe polja zapiSemo tudi v obliki

Rix = @ (Tz - lgikT> : (95.8)
c 2
Einsteinove enacbe so nelinearne. Zato za gravitacijsko polje nacelo superpozicije ne velja.
To nacelo velja le priblizno za §ibka polja, pri katerih lahko Einsteinovo enacbo lineariziramo
(taksno je na primer gravitacijsko polje v klasi¢ni Newtonovi limiti, §99).
V praznem prostoru je T;; = 0 in enacbe gravitacijskega polja se poenostavijo v obliko

Ry = 0. (95.9)

Poudariti moramo, da to ne pomeni, da je v vakuumu prostor-cas raven; za to bi bil potreben
strozji pogoj Rfdm = 0.

Napetostni tenzor elektromagnetnega polja ima lastnost 77 = 0 [glej (33.2)]. Iz (95.7)
sledi, da je v elektromagnetnem polju v odsotnosti mas skalarna ukrivljenost prostora-casa
enaka nic.

Kot Ze vemo, je divergenca napetostnega tenzorja enaka nic:

Th, =0 (95.10)
zato je enaka ni¢ tudi divergenca leve strani enacbe (95.6). To je res ze zaradi identitete
(92.14).

Zato je enacba (95.10) pravzaprav Ze vsebovana v enacbah polja (95.6). Po drugi strani pa
enacba (95.10), ki izraza zakon o ohranitvi energije in gibalne koli¢ine, vsebuje gibalne enacbe
fizikalnega sistema, na katerega se nanaSa obravnavani napetostni tenzor (na primer enacbe
gibanja snovnega delca ali pa drugi par Maxwellovih enacb). Zato enacbe gravitacijskega
polja vsebujejo tudi gibalne enacbe snovi, ki povzrocajo polje. Zato si ne moremo poljubno
izbrati porazdelitve in hitrosti snovi, ki ustvarjajo gravitacijsko polje, temvec jih moramo
dolociti (z reSevanjem enacb polja ob danih zacetnih pogojih) sotasno s poljem, ki ga snov
povzroca.

Poudariti moramo nacelno razliko med tem primerom in primerov elektromagnetnega
polja. Enacbe elektromagnetnega polja (Maxwellove enatbe) vsebujejo le enac¢bo o ohranitvi
celotnega naboja (kontinuitetno enacbo), ne pa enacb gibanja samih nabojev. Zato si lahko
porazdelitev in gibanje nabojev poljubno izberemo, ¢e je le skupni naboj konstanten. Izbira
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porazdelitve nabojev tedaj preko Maxwellovih enacb doloca elektromagnetno polje, ki ga
ustvarjajo naboji.

Opozoriti moramo na to, da potrebujemo poleg Einsteinovih enacb tudi enacbo stanja
snovi, torej enacbo, ki podaja povezavo med pritiskom in gostoto, ¢e zelimo povsem dolociti
porazdelitev in hitrost snovi. *

Cetverne koordinate lahko poljubno transformiramo. S taksnimi transformacijami si lahko
poljubno izberemo vrednosti stirih izmed desetih komponent tenzorja g;,. Zato obstaja le Sest
neodvisnih koli¢in g;;. Poleg tega so stiri komponente éetverca hitrosti u’, ki se pojavljajo v
napetostnem tenzorju snovi, med seboj povezane z relacijo u'u; = 1, tako da so le tri izmed
njih neodvisne. Zato imamo deset enacb polja (95.5) z desetimi neznankami: Sest komponent
tenzorja g;x, tri komponente etverca u’ in gostoto snovi e/c? (ali pritisk snovi p).

Za gravitacijsko polje v vakuumu ostane skupaj Sest neznanih koli¢in (komponente g;1)
in Stevilo neodvisnih enacb polja je ustrezno manjSe: deset enacb R;; = 0 je med seboj
povezanih s §tirimi identitetami (92.11).

Omenimo Se nekaj posebnosti v strukturi Einsteinovih enacb. Te so sistem parcialnih difer-
encialnih enacb drugega reda, ki pa ne vsebujejo ¢asovnih odvodov vseh desetih komponent
gik- 1z enatbe (92.1) je namrec razvidno, da drugi odvodi po ¢asu nastopajo le v komponentah
Rynop krivinskega tenzorja , kjer se pojavljajo v obliki ¢lena —gap (tocka oznacuje odvod po
1%); drugih odvodov komponent go, in goo v enacbah ni. Zato je jasno, da tenzor Ry, ki ga
dobimo s skréitvijo krivinskega tenzorja, in zato tudi enacba (95.5), vsebujejo druge odvode
po casu izkljucno Sestih prostorskih komponent g,g.

Hitro se lahko tudi prepri¢camo, da se ti odvodi pojavljajo le v 5_enacbah sistema (95.6),

torej v enacbah
8k

1
8 By _ 8
R} - 50.R=—1T}. (95.11)

Enacbi, kjer nastopajo komponente 8 in 0, torej enacbi

8k
A

1 8k
RY — SR = 9, RY = 6—4T3, (95.12)
vsebujeta le prve odvode po ¢asu. V to se lahko prepricamo tako, da ugotovimo, da se pri
tvorjenju koli¢in RS in RY — %R = %(Rg — RY) s skréitvijo tenzorja R, komponente oblike
Rynop okrajsajo Se bolj preprosto lahko to preverimo s pomocjo identitete (92.11), ce jo

zapiSemo v obliki
1 1
(B) — 50/R)0 = —(Rf — 507 R):a (95.13)

(i=0,1,2,3). Najvigji casovni odvodi, ki se pojavljajo na desni strani te enacbe, so drugi
odvodi (ki nastopajo v koli¢inah R{ in R). Ker je (95.13) identiteta, leva stran ne more
vsebovati casovnih odvodov, vi§jih od drugega. Toda odvajanje po ¢asu se v enacbi ze pojavlja
eksplicitno, zato lahko izraz R? — %5?]% vsebuje kvec¢jemu prve odvode po ¢asu.

Poleg tega enatbi (95.12) ne vsebujeta niti prvih odvodov §oq, niti gog (temvec le odvode
Gap)- 1zkaze se, da izmed vseh kolicin I'; 5 le 'y oo in I'g g0 vsebujejo te odvode, kolicine I', po
in I'g oo pa se po drugi strani pojavljajo le v komponentah krivinskega tenzorja oblike Ry.oz,
ki se — kot ze vemo — okrajsajo, ko tvorimo leve strani enacb (95.12).

*Pravzaprav enacba stanja med seboj ne povezuje le dveh, temvec tri termodinamicne koli¢ine, na primer
pritisk, gostoto in temperaturo snovi. Pri uporabi teorije gravitacije ta podrobnost ni pomembna, saj priblizne
enacbe stanja, ki jih pri tem uporabljamo, pravzaprav niso odvisne od temperature (kot na primer enacba
p = 0 za redko snov, mejna ultrarelativisti¢cna enacba p = €/3 za mocno stisnjeno snov, ipd.).

Polje, v. 1



95 EINSTEINOVE ENACBE 279

Ce nas zanima resitev Einsteinovih enacb pri zadanih zacetnih pogojih, moramo obrav-
navati vpraSanje Stevila koli¢in, katerih zacetno prostorsko porazdelitev si lahko poljubno
izberemo.

Zagetni pogoji sistema enacb drugega reda morajo vsebovati tako vrednosti odvisnih spre-
menljivk, kot njihove prve odvode. Ker pa v nasem primeru enacbe vsebujejo druge odvode
izkljucno Sestih spremenljivk g,g, ne moremo vsem g;; in g; predpisati poljubnih zacetnih
vrednosti. Zato lahko poleg zacetne porazdelitve hitrosti in gostote snovi predpisemo zacetne
vrednosti koli¢inam gqg in gos. Tedaj enacbe (95.12) dolocijo dopustne zacetne vrednosti za
goe 1IN goo, v enacbi (95.11) pa so zatetne vrednosti za go, Se poljubne.

Med izbranimi zacetnimi pogoji so tudi taksni, katerih poljubnost je preprosto posledica
poljubnosti izbire Cetvernega koordinatnega sistema. Toda edino, kar ima pravi fizikalni
pomen, je Stevilo “fizikalno razlicnih” poljubnih zacetnih pogojev, ki jih ne moremo odpraviti
z nobeno izbiro koordinatnega sistema. S fizikalnimi argumenti se lahko prepricamo, da je to
Stevilo osem: zaCetni pogoji morajo predpisati porazdelitev gostote snovi in tri komponente
hitrosti, ter stiri druge koli¢ine, ki dolo¢ajo prosto gravitacijsko polje v odsotnosti snovi (glej
§107); za prosto gravitacijsko polje v vakuumu moramo predpisati le zadnje §tiri koli¢ine.

NALOGA

Zapisi enacbe za konstantno gravitacijsko polje: vse operacije odvajanja po prostorskih koordi-
natah zapisi kot kovariantne odvode v prostoru z metriko v, (84.7).

Resitev: Vpeljemo zapis goo = h, goa = —hgs (88.11) in tridimenzionalno hitrost v (88.10). V
nadaljevanju bomo vse operacije dvigovanja in spuscanja indeksov ter kovariantnega odvajanja nad
tridimenzionalnima vektorjema g, in v® ter nad skalarjem A izvajali v tridimenzionalnem prostoru z
metriko vag.

Iskane enacbe morajo biti invariantne proti pretvorbi

(e}

z® = a2, 2% = 20+ f(z?), (1)

ki ne spremeni stacionarnega znacaja polja. Ob taksni transformaciji se, kot lahko zlahka pokazemo
(glej opombo na strani 248), g, spremeni v g, — 0f/0z®, medtem ko skalar h in tenzor v, =
—9gap + hgaygs ostaneta nespremenjena. Od tod je razvidno, da iskane enacbe (Ce jih izrazimo z 43, b
in g,) lahko g, vsebujejo samo kot kombinacijo odvodov, ki sestavljajo tridimenzionalni antisimetri¢ni
tenzor:

e o995 0Oga
fos =980 = 9aip = 5 5 ~ 5.5 (2)

ki je invarianten proti taksnim pretvorbam. Ce to upoStevamo, si lahko racunanje moéno olajsamo,
saj lahko postavimo g, = 0 in gu,3 + 98;o = 0, potem ko izrac¢unamo vse odvode, ki se pojavljajo v
Ri. *

*Da ne bo nesporazuma, moramo poudariti, da ta poenostavljen racunski postopek, ki nam sicer da pravilne
enacbe polja, ni primer za racunanje poljubnih komponente tenzorja R;; samega, saj te niso invariantne proti
pretvorbi (1). V levih straneh enacb (3)-(5) nastopajo tiste komponente Riccijevega tenzorja, ki so dejansko
enake zapisanim izrazom. Te komponente so invariantne proti (1).
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Christoffelovi simboli so:
1

Fgo = igah;a,
1
rs, = =hi¢
00 2 ’
1 h
Fgo = ﬁh;a + §gﬂfaﬂ +.
h,, 1 .
o8 = 5f5" = 5980°%,
1 6ga 895 1
1'\0 _ _ I [ ah' h'a AW ceey
of 2 <8w3 +8.r0‘ Qh(g 8+ 9shia) + 9, ap T

h
ng = Agv - E(gﬂfﬁ’a + g’Yfﬂa) +.

Izpuséeni ¢leni (oznaceni s pikami) so kvadratni v go; te €leni bodo odpadli, ko bomo po odvajanju
v R (92.11) postavili go = 0. Pri racunanju uporabimo enacbe (84.10), (84.13),(84.14); A5, so
tridimenzionalni Christoffelovi simboli, ki jih sestavimo iz metrike y,3.

Tenzor Ty, izratunamo z uporabo (94.9) ter z u® iz (88.14) (tudi tu postavimo g, = 0).

Kot kon¢ni rezultat dobimo iz (95.8) naslednje enacbe:

1 1 . h 8tk [ e+p €—p

— = — o — O[ﬂ:— —

- Roo \/E(\/E);a+4faﬂf i ( ' 5 ) (3)
1 Vvh 3 8tk p+e v®
_— pe—_YUyraB _ 2 raB L= TR T 4
\/ERO 2 f B 2f (\/E),B ! 1_2_; c’ ( )

h 1 o 87k | (p+e)v*v® e—p
af _ paB o oy eB )b — aB|
R +5% = VR T om0 (5)

Tenzor P*? je tridimenzionalni tenzor, ki ga sestavimo iz Yag, tako kot je R sestavljen iz g;.

*

896 Napetostni psevdotenzor gravitacijskega polja

V odsotnosti gravitacijskega polja zapiSemo zakon o ohranitvi energije in gibalne kolicine
snovi (in elektromagnetnega polja) z enacbo 9T /0z* = 0. Posplositev te enacbe na primer,
ko je gravitacijsko polje prisotno, je enatba (94.7):

1 A(Tfv=g) 109k
———=T"* =0. .1
v—g  OzF 2 Ozt 0 (96.1)

V tej obliki pa ta enatbe ne izraza nobenega ohranitvenega zakona. f

*Einsteinove enacbe lahko na podoben nacin zapiSemo tudi za splosni primer ¢asovno odvisne metrike.
Poleg ¢asovnih odvodov bodo enacbe vsebovale tudi ¢asovne odvode koli¢in va8, go in h. Glej A. L. Zel’'manov,
Doklady Acad. Sci., S. Z. 107, 815 (1956).

tKer se integral J Tf\/=g dS} ohranja le, ¢e je izpolnjen pogoj

o(v/=gT?)

w0
ne pa pogoj (96.1). To lahko zlahka preverimo, ¢e v krivoértnih koordinatah opravimo racune, ki so bili v § 29
narejeni v Galilejevih koordinatah. Poleg tega zadostuje ze, da opazimo, da imajo ti izracuni povsem formalen
pomen, ki ni povezan s tenzorskimi lastnostmi ustreznih koli¢in, podobno kot dokaz Gaussovega izreka, ki ima
isto obliko (83.19) tako v krivocrtnih kot v kartezi¢nih koordinatah.
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To je povezano z dejstvom, da se v gravitacijskem polju ne ohranja lo¢eno cetverec gibalne
koli¢ine snovi, temvec le cetverec gibalne koli¢ine snovi in gravitacijskega polja; slednje v izrazu
za Tf ni vsebovano.

Sedaj bomo dolocili ohranjeni skupni ¢etverec gibalne koli¢ine gravitacijskega polja in
snovi v njem (L. D. Landau in E. M. LifSic, 1947). Izberemo si taksen koordinatni sistem,
v katerem so v izbrani tocki prostora-casa vsi prvi odvodi koli¢in g;; enaki ni¢ (koli¢ine g
zato Se nimajo nujno Galilejevih vrednosti). V tej tocki drugi ¢len v enacbi (96.1) odpade, v
prvem ¢lenu pa lahko \/—g¢ izpostavimo iz odvoda in preostane

9 .k
7k —
PRy 0,

kar s kontravariantnimi komponentami zapisemo kot

0 .
—T* =0.

ok
Koli¢ine T, ki identi¢no zadovoljijo to enacbo, lahko zapisemo v obliki

9 ikl

-
T —@77 )

kjer so n®*! koli¢ine, ki so antisimetri¢ne v indeksih & in I:

Pravzaprav ni tezko zapisati T°F v taksni obliki. Za¢nemo z enaibo polja

. 4 . 1 .
Tzk — C_ ik~ ik
87k (R 29 B,

tenzor R pa zapisemo po (92.1) kot

1 im kp ln{ 82glp 82gmn 82gln 829mp }
0

MOz OxldxP  OxmOxP  Ozloz"

Rik:gg g*7g

(spomnimo se, da so v obravnavani tocki vsi Ffd = 0). Po preprostih pretvorbah lahko tenzor
T zapisemo v obliki

. 0 ct 1 0 ) )
T = 3l {ﬁ@—axm [(—g) (g™ g™ — g”gkm)]} :

Izraz med zavitimi oklepaji je antisimetricen v indeksih £ in [, in je koli¢ina, ki smo jo
zgoraj oznaéili z n**!. Ker so prvi odvodi koli¢in g;; enaki ni¢ v obravnavani tocki, lahko
faktor 1/(—g) izpostavimo pred znak za odvajanje 9/9z'. Vpeljemo zapis

) o .
hlkl — )\Zklm 92
ikl ct ik 1 il _k
AN = ——(=g)(9" g™ — g"g"™). (96.3)

167k
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Koli¢ine h**! so antisimetricne v indeksih & in [:

hikl = _pik, (96.4)
Zapisemo lahko torej
ahzkl
oo ( )Tzk

Ta relacija, ki smo jo izpeljali ob predpostavki dg;;,/0z! = 0, ne velja veé, ko se preselimo
v poljubni koordinatni sistem. V splognem je razlika Oh'*/0z! — (—g)T" razlicna od nié;

oznaéimo jo z (—g)t**. Tedaj imamo po definiciji
. . 8hikl
(—g)(T™ + %) = o (96.5)
Koli¢ine t** so simetri¢ne v indeksih i in k:
tth = ¢kt (96.6)

To je takoj razvidno iz definicije, ker so, podobno kot tenzor T%, odvodi Oh**! /9! simetricne
kolicine. * Tenzor T izrazimo z R* v skladu z Einsteinovimi ena¢bami in dobimo identiteto

4 ik ik ik 8h2kl
(- ){8 (R*— g R) +1 }: T (96.7)

od koder dobimo po dokaj dolgem izra¢unu naslednji izraz za t*:

4

. c
% = {(20], %, — T, — TRI%,) (99" — g™*g'™)+

+g'g™ (U Th, + T T — T T — T3, T8 )+
+ gklgmn (Flprzr)nn + Flmnrfp - F%prfm - %mrgp)"i_

l k i Tk
+gm np( lnrmp - %mrnp)h

(96.8)

kar lahko zapiSemo tudi s prvimi odvodi komponent metri¢cnega tenzorja kot

. . 1.
(_g)tzk {gzk glm gll,lgkm,m + 5gzlcglmgln,pgpm,n_

- (gZ gmngkn,pgmp,l + gklgmngm,pgmp,l) + glmgnpgil,ngkm,p‘F (96.9)

(291l km gzk lm) (29npgqr gpqgnr)gnr,lgpq,m}a

16k

T3

kjer je G* = \/=gg'*, in indeks , i oznacuje obic¢ajni odvod po z'.
Bistvena lastnost koli¢in #** je ta, da ne tvorijo tenzorja; to je razvidno iz tega, da v
Oh*! /92! nastopa obicajni, in ne kovariantni odvodi. Toda ¢* lahko izrazimo s koli¢inami

chl, slednje pa se obnaSajo kot tenzor pri linearnih koordinatnih transformacijah (glej §85),
zato to velja tudi za t**.

*Prav zato smo (—g) izpostavili pred znak za odvajanje v izrazu za T'F. V nasprotnem primeru 9h™*/dz!
in zato tudi ¢** ne bi bila simetri¢na v indeksih 7 in k.
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Iz definicije (96.5) sledi, da za vsoto T% + t** identi¢no velja enacba

0

(=g (T + %) = 0. (96.10)

To pomeni, da obstaja ohranitveni zakon za koli¢ine

Pt = l/(—g)(T““ + %) dS. (96.11)

c
V odsotnosti gravitacijskega polja in v Galilejevih koordinatah je t** = 0, in zgoraj zapisani
integral postane (1/c) [ T dSk, kar je cetverec gibalne koli¢ine snovi. Zato mora biti koli¢ina
(96.11) skupni Getverec gibalne koli¢ine snovi in gravitacijskega polja. Skupina koli¢in ¢ se
imenuje napetostni psevdotenzor gravitacijskega polja.

Integral v (96.11) lahko izra¢unamo po poljubni neskoncni h1perploskv1 vkljuéno s celot-
nim tridimenzionalnem prostorom. Ce si izberemo hiperploskev z° = konst, potem lahko P’
zapiSemo v obliki tridimenzionalnega prostorskega integrala

Pl = - /(—g)(TZ'O + 110y av. (96.12)

To dejstvo, da je skupni cetverec gibalne koli¢ine snovi in polja mozno izraziti kot integral
koli¢ine (—g) (T +t*), ki je simetri¢na v indeksih 7 in , je zelo pomemben. Pomeni namre,
da obstaja ohranitveni zakon za vrtilno koli¢ino, definirano kot (glej §32) *

Mik:/(g;idp’“ £ APy = /{m (TH 4 41y — gk (Tl 1 4} (—g)dS,.  (96.13)

Zato se tudi v splosni teoriji relativnosti skupna vrtilna koli¢ina izoliranega sistema grav-
itirajocih teles ohranja. Poleg tega lahko ponovno definiramo tezisce, ki se giblje enakomerno
premocrtno. Slednje dejstvo je povezano z ohranjanjem komponent M%* (glej §14), kar
zapiSemo z enacbo

z° /(TO‘O + 1) (—g)dV — /:150‘(T00 4 199)(—g) AV = konst.
Koordinate tezisca lahko zapiSemo kot

[z (T + %) (—g) dV

= Taw (g av

(96.14)

Z izbiro koordinatnega sistema, ki je inercialen v izbranem diferencialnem delu prostora,
lahko izni¢imo vse koli¢ine ¢** v poljubni tocki prostora-¢asa (ker so tedaj vsi Ffd enaki nic).
Po drugi strani lahko dobimo od ni¢ razliéne kolicine t** tudi v ravnem prostoru, torej v
odsotnosti gravitacijskega polja, ¢e uporabljamo krivo¢rtne koordinate namesto kartezi¢nih.
Zato ni smiselno govoriti o doloceni lokalizaciji v prostoru energije gravitacijskega polja. Ce je

“Poudariti moramo, da dobljeni izraz za Cetverec gibalne koli¢ine snovi in polja nikakor ni edini mozni.
Prav nasprotno: obstaja neskoné¢no veliko izrazov (glej na primer nalogo v tem razdelku), ki se v odsotnosti
polja poenostavijo na T in ki, integrirani po dSk, opisujejo ohranitev iste koli¢ine. Vseeno pa je nasa izbira
edina, pri kateri napetostni psevdotenzor polja vsebuje le prve odvode (ne pa visjih) metrike g;x (pogoj, ki je
povsem naraven iz fizikalnega vidika) in ki je poleg tega simetri¢na, tako da lahko postavimo zakon o ohranitvi
vrtilne koli¢ine.
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tenzor T;; enak ni¢ v doloceni svetovni tocki, potem je enak ni¢ tudi v vseh ostalih opazovalnih
sistemih, zato lahko recemo, da v tej tocki ni niti snovi, niti elektromagnetnega polja. Povsem
drugace je s psevdotenzorjem, pri katerem njegova ni¢nost v dani tocki v enem opazovalnem
sistemu nikakor ne pomeni, da je enak ni¢ tudi v drugih opazovalnih sistemih, zato se je
nesmiselno vprasati, ¢e je v dani tocki gravitacijska energija ali ne. To ustreza dejstvu, da
lahko s primerno izbiro koordinat vedno “iznic¢imo” gravitacijsko polje v danem diferencialnem
delu prostora. V tem primeru, kot smo Ze pokazali, psevdotenzor t** prav tako postane enak
ni¢ v tem istem diferencialnem delu prostora.

Koli¢ine P* (¢etverec gibalne koli¢ine snovi in polja) imajo povsem doloéen pomen in so
neodvisne od izbire opazovalnega sistema do tiste mere, ki je potrebna na osnovi fizikalnih
pogojev.

Okoli obravnavanih mas nari§imo tako veliko obmocje prostora, da lahko recemo, da zunaj
obmocja ni gravitacijskega polja. S ¢asom bo to obmocje orisalo “kanal” v ¢etvernem prostoru-
casu. Zunaj tega kanala polja ni in tam je prostor-cas raven. Ko racunamo energijo in gibalno
koli¢ino polja, si moramo zato izbrati takSen opazovalni sistem, da bo zunaj kanala Galilejev
in bodo koli¢ine t** enake nic.

S to zahtevo opazovalni sistem nikakor ni enoli¢no dolo¢en — v notranjosti kanala je Se
povsem poljuben. Toda izkaze se, da so koli¢ine P’ povsem neodvisne od izbire koordinatnega,
sistema v notranjosti kanala, kot to tudi morajo biti zaradi njihovega fizikalnega pomena.
Mislimo si, da imamo dva koordinatna sistema, ki se razlikujeta v notranjosti kanala, zunaj
njega pa sta oba enak Galilejev sistem. Primerjajmo vrednosti ¢etverca gibalne koli¢ine P* in
P'" v teh dveh sistemih v dolocenih trenutkih “casa” z° in z'°. Vpeljimo §e tretji opazovalni
sistem, ki se v notranjosti kanala ob ¢asu z° ujema s prvim sistemom, ob ¢asu z’ 0y drugim,
zunaj kanala pa je Galilejev. V skladu z zakonom o ohranitvi energije in gibalne koli¢ine so
koli¢ine P’ konstantne (sz/ dz? = 0). To velja tako za tretji, kot za prva dva sistema, zato
od tod sledi, da je P* = P".

Omenili smo, da se koli¢ine t** obnagajo kot tenzor ob linearnih koordinatnih transforma-
cijah. Zato kolicine P! tvorijo ¢etverec glede na taksne transformacije; med te transformacije
spadajo tudi Lorentzeve transformacije, ki v neskonénosti preslikajo en Galilejev opazovalni
sistem v drugega. * Cetverec gibalne koli¢ine P* lahko izrazimo tudi kot integral po oddaljeni
tri-dimenzionalni ploskvi, ki obkroza “celoten prostor”. V enacbo (96.11) vstavimo (96.5) in
dobimo

1 8hikl

Pr== [ Z=_d8,.
c Ox! k

Ta integral lahko pretvorimo v integral po navadni ploskvi s pomocjo (6.17):

1

P = Q—thi’“ dfy;. (96.15)

Ce si za integracijsko ploskev v (96.11) izberemo z° = konst., potem je integracijska ploskev

*Strogo vzeto je po definiciji (96.11) P’ Getverec le proti linearnim transformacijam z determinanto ena;
med njimi so Lorentzeve transformacije, ki so edine fizikalno zanimive. Ce dopustimo tudi pretvorbe, katerih
determinanta ni enaka ena, moramo v definicijo P® dodati vrednost g v neskonénosti, tako da zapisemo
v/—goo P* namesto P’ na levi strani (96.11).
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v (96.15) ploskev v obicajnem prostoru: '

1 )
Pl = E%hwa dfo. (96.16)

Analogno formulo za vrtilno koli¢ino lahko izpeljemo tako, da (96.5) vstavimo v (96.13)
in A zapisemo v obliki (96.2). Z integracijo per partes dobimo

. 1 . 82)\klmn 52 \dmn
ik _ k .
M= E/ (‘” damagn " awa:w) d5:

A\ kimn ilmn . klmn ilmn
1 (mzm ) )dﬁm_l/@ oA O )dsl
C

~ 2 ox" ox" o Qzn Qg
_ i (.’L‘ihklm _ xkhilm) df* _ 1 i(}\klin _ )\Zlkn) ds
2 m ¢ | ozn r

Iz definicije koli¢in A**' lahko hitro razberemo, da velja

)\ilkn _ )\klin _ )\ilnk )\inlk _ _)\ilnk
s = .

Preostali integral po dS; je torej enak

1 [ NIk 1 ilnk 1 px
p gy ds, = 2—6/)\ dfy,,

Ponovno si kot integracijsko obmocje izberemo povsem prostorsko hiperploskev in konc¢no
dobimo

Mlk) _ = /(xzhkOa _ xkhan + )\ank) dfa- (9617)
C

NALOGA

Izpelji izraz za skupni cetverec gibalne kolicine snovi in gravitacijskega polja z uporabo enacbe
(32.5).
Resitev: 'V krivocrtnih koordinatah namesto enacbe (32.1) velja

S = /A,/_—g av dt,

zato bomo dobili ohranjeno koli¢ino, ¢e v (32.5) vstavimo A,/—g namesto A. Cetverec gibalne kolicine
zapisemo torej kot
1
het
c

Ko to enacbo uporabimo za snov, pri kateri kolicine ¢(' niso odvisne od g, lahko /=g izpostavimo
pred znak za odvajanje in integrand postane enak \/—¢T*, kjer je T} napetostni tenzor snovi. Ko

— 8q"" 8(v/=gA)
ozk

TKolicina dff; je “pravokotna” na infinitezimalno ploskvico; s “tangentnim” diferencialom je povezana preko
dfs = %eiklm df'™. Na ploskvi, ki omejuje hiperploskev, ki je pravokotna na os z°, so edine od ni¢ razliéne
komponente df'™ tiste, za katere je [, = 1,2, 3, zato je pri od ni¢ razliénih komponentah tenzorja df, vsaj
eden izmed indeksov i in k enak ni¢. Komponente dfg, pa so kar enake komponentam tridimenzionalnega
diferenciala plosc¢ine obicajne ploskve, ki jih oznacujemo z df,.
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286 ENACBE GRAVITACIJSKEGA POLJA 97

uporabimo isto ena¢bo za gravitacijsko polje, moramo vzeti A = —(c*/167k)G, koli¢ine ¢V pa so
komponente g;; metricnega tenzorja. Celotni ¢etverec gibalne koli¢ine polja in snovi je torej enak:

1 3 Im —
P=- /Tik\/_—gdSk + & [ ay=ger - 20EV=9) | g,
¢ 167k T

Z uporabo izraza (93.4) za G, lahko to zapisemo kot

1 k c* k r 09" V=9) ; 0(g™V=9)
Pizz/[Ti\/—_!]‘i'm (G\/__g(si +FimT_leT dSy.

Drugi ¢len med oglatima oklepajema je cetverec gibalne koli¢ine gravitacijskega polja v odsotnosti

snovi. Integrand ni simetricen v indeksih ¢ in k, zato ne moremo od tod dobiti zakona o ohranitvi

vrtilne koli¢ine.

897 Sinhroni opazovalni sistem

Iz 84 vemo, da lahko ure sinhroniziramo v razlicnih tockah prostora, ¢e so komponente ggq
metricnega tenzorja enake ni¢. Ce poleg tega velja Se goo = 1, je ¢asovna koordinata z0 = ¢
v vsaki tocki prostora lastni ¢as. * Opazovalni sistem, v katerem velja

goa =0, goo =1, (97.1)
je sinhroni opazovalni sistem. Diferencialna dolzina v takSnem sistemu je podana z
ds? = dt* — y,5 dz® da?, (97.2)

kjer so komponente prostorskega metri¢nega tenzorja enake (do predznaka natanc¢no) kom-
ponentam gqg:

YaB = —YGaB- (97.3)

V sinhronem opazovalnem sistemu so ¢asovnice (angl. time lines) geodetke v prostoru-
casu. Cetverec u’ = dz'/ds, ki je tangenten na svetovnico z!, 22, 23 = konst, ima komponente

u® = 0,u’ = 1, in avtomati¢no zadosti enacbam geodetke:

dut

ok .
P +I'uu" =T =0,

ker sta Christoffelova simbola I'§, in I'}, identi¢no enaka ni¢ zaradi pogoja (97.1).

Hitro se lahko prepricamo, da so te krivulje normalne na hiperploskve ¢ = konst. Normalni
Cetverec na taksno hiperploskev, n; = 0t/ dz', ima kovariantne komponente ng = 1,1, = 0.
Zaradi pogoja (97.1) so tudi ustrezne kontravariantne komponente enake: n’ = 1,n% = 0,
torej so enake komponentam ¢etverca u’, ki je tangenten na Gasovnice.

Te lastnosti pa lahko uporabimo tudi za geometrijsko konstrukcijo sinhronega opazoval-
nega sistema v poljubnem prostoru-casu. V ta namen si na zacetku izberemo prostorsko
hiperploskev, torej taksno hiperploskev, na kateri so normale v vsaki tocki v Casovni smeri
(torej lezijo znotraj svetlobnega stozca, katerega vrh lezi v izbrani tocki). Nato poisemo
druzino geodetk, normalnih na to hiperploskev. Te geodetke si izberemo kot krivulje casovne

*V tem odseku postavimo ¢ = 1.
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koordinate in vpeljemo ¢asovno koordinato ¢ kot lo¢no dolzino geodetk, merjeno iz izhodisé¢
na zacetni hiperploskvi. Tako dobimo sinhroni koordinatni sistem.

Ocitno je, da je konstrukcija in izbira sinhronega koordinatnega sistema vsaj naceloma
vedno mogoca. Poleg tega ta izbira ni enoli¢na. Metrika oblika (97.2) dopusca poljubne
transformacije prostorskih koordinat, ki ne prizadenejo Casovne koordinate, ter transformacije,
ki ustrezajo poljubnosti izbire zacetne hiperploskve pri geometrijski konstrukciji.

Prehod v sinhron opazovalni sistem lahko naceloma pois¢emo tudi analiticno z uporabo
Hamilton-Jacobijeve enacbe; temelj tega pristopa je dejstvo, da so trajektorije delcev v grav-
itacijskem polju prav geodetke.

Hamilton-Jacobijeva enacba za delec (katerega maso postavimo na ena) v gravitacijskem
polju je

e OT OT

-—— =0 97.4
Ozt Ok ’ (974)
(kjer akcijo ozna¢imo z 7). Popolni integral enacbe je oblike

T=f(€"a") + A(£Y), (97.5)

kjer je f funkcija §tirih koordinat z* in treh parametrov £%; éetrto konstanto A smatramo kot
poljubno funkcijo koli¢in £€%. S tak$nim zapisom akcije 7 lahko enaCbe za trajektorije delcev
dobimo tako, da postavimo odvode 07/9¢% na ni¢, in dobimo

of 04
o o
Za vsako skupino izbranih vrednosti parametrov £% imajo desne strani (97.6) doloCene kon-
stantne vrednosti in svetovnica, ki jo te enacbe doloc¢ajo, je ena izmed moznih poti delca.
Ce si izberemo koli¢ine £%, ki so konstantne po trajektoriji, kot nove prostorske koordinate
in koli¢ino 7 kot novo ¢asovno koordinato, dobimo sinhroni opazovalni sistem; transforma-
cija, ki nas preseli iz starih v nove koordinate, je podana z enac¢bama (97.5) in (97.6). Se
veC: pri taksni transformaciji bodo dobljene ¢asovnice geodetke in bodo normalne na ploskve
7 = konst. Slednje sledi iz analogije z mehaniko: ¢etverec —07/dz', ki je normalen na hiper-
ploskev, v mehaniki ustreza cetvercu gibalne koli¢ine delca, in je zato v smeri ¢etverca hitrosti
u', torej v smeri Getverca, ki je tangenten na trajektorijo. Zados¢eno je tudi pogoju goo = 1,
saj je odvod akcije v smeri trajektorije —d7/ds enak masi delca, ki smo jo postavili na ena,
zato je |dr/ds| = 1.
Zapisimo Einsteinove enacbe v sinhronem opazovalnem sistemu, pri ¢emer bomo locili
casovne in prostorske odvode.
Vpeljimo zapis

(97.6)

M
Fag = gtﬁ. (97.7)

za Casovne odvode tridimenzionalnega metri¢nega tenzorja; te koli¢ine tvorijo tenzor. Vse
premike indeksov in kovariantno odvajanje tridimenzionalnega tenzorja k,s bo opravili v
tridimenzionalnem prostoru z metriko v,5. * Opazimo, da je vsota kg, enaka logaritmi¢nemu
odvodu determinante v = |y,5| = —¢:

0Ya 0
kS = yaﬁa—tﬂ =5 In(y). (97.8)

“To pa seveda ne velja za operacije premikanje indeksov prostorskih komponent $tiridimenzionalnih ten-
zorjev Ry, Tir (glej opombo na strani 251). Zato moramo T5 razumeti kot gﬂ”’Tw + ¢°°To., kar se v
obravnavanem primeru poenostavi na gﬂ”’, kar se od 'yB”Tw razlikuje v predznaku.
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Christoffelove simbole zapisemo kot

o = Iy =0 =0 ( )
1 1 97.9
0
Pap = ghas: Tog = 585 T3y = Ay,
kjer so )\% tridimenzionalni Christoffelovi simboli, ki jih dobimo iz tenzorja 7y,g. Izracun z
uporabo enacbe (92.8) da naslednje izraze za komponente tenzorja R;:

1
Roo = — = 2 k% — ~KPr
00 = 79 e T gl
1
ROa = i(ﬁg;ﬂﬁg;a), (97.10)
10 y y
Rup = 5 8tﬁaﬁ + 4(&@&7 — 260 Kgy) + Pag.

Tenzor P,g je tridimenzionalni Riccijev tenzor, ki ga z 7,4 zapiSemo na enak nacin kot R;
s kolicinami g;;. Vse operacije dvigovanja indeksov in kovariantnega odvajanja opravimo z
uporabo tridimenzionalnega metriCnega tenzorja vus.

Einsteinove enacbe zapiSemo z meSanimi komponentami:

10 1 1
0____a__ﬂa: 0o_ -
Ry = 5 5pfa — 71als 8mk(Ty ZT), (97.11)
1
R® = E(nfé; 5 — Kig) = 8TKTY, (97.12)
R Lg(fnﬂ) = 8rk(T? — L50T) (97.13)
« [e% 2\/’7825 Y [e% [e% 2 [e% . :

Posebna lastnost sinhronih opazovalnih sistemov je ta, da niso stacionarni; v njih gravitaci-
jsko polje ne more biti nespremenljivo. V nespremenljivem polju bi namrec veljalo k.5 = 0.
Toda v prisotnosti snovi bi bila ni¢nost vseh k.5 v nasprotju z enacbo (97.11) (katere desna
stran bi bila od ni¢ razlicna). V praznem prostoru bi iz (97.13) sledilo, da so vsi Pyg (in
z njimi tudi vse komponente tridimenzionalnega krivinskega tenzorja P,g.5) enaki nic, torej
polja ne bi bilo (v sinhronem opazovalnem sistemu z evklidsko prostorsko metriko je prostor-
¢as raven).

Velja tudi, da snov v prostoru v sploSnem ne more mirovati glede na sinhroni opazo-
valni sistem. To je razvidno iz dejstva, da se delci snovi, znotraj katere obstaja koncen
pritisk, ne gibljejo po geodetkah; svetovnica mirujocega delca pa je Casovnica in zato geode-
tka sinhronega opazovalnega sistema. Posebni primer je le “prah” (p =0). V tem primeru se
bodo interagirajoci delci gibali po geodetkah, zato v tem primeru ni protislovja med pogojem
za sinhroni opazovalni sistem in pogojem, da se ta sistem sogiblje (angl. comove) s snovjo. *

* Celo v tem primeru se more snov gibati “brez vrtenja”, ¢e si zelimo izbrati “sinhrono sogibljiv” opazovalni
sistem \Y% sogibljivem sistemu SO kontravariantne komponente hitrosti enake u® = 1,u* = 0. Ce je opazovalni

rotor enak nic:

Uik — Uk = - - = U.

Ta tenzorska enacba mora veljati tudi v vsakem drugem opazovalnem sistemu. Zato lahko v sinhronem, a ne
sogibljivem, sistemu zapisemo pogoj V X v = ( za tridimenzionalno hitrost v.
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Pri drugacnih enacbah stanja je stanje podobno pravkar opisanemu le v posebnih primerih,
ko ni gradienta pritiska v vseh ali v nekaterih smereh.

Z uporabo enacbe (97.11) lahko pokazemo, da mora determinanta metri¢nega tenzorja
—g = 7 v sinhronem opazovalnem sistemu v konénem c¢asu doseci vrednost 0.

Na poti do dokaza najprej ugotovimo, da je izraz na desni strani te enaCbe pozitiven za
poljubno porazdelitev snovi. V sinhronem opazovalnem sistemu dobimo za napetostni tenzor
(94.9):

1 1 (p + €)v?

Ty =T = gle+3p) + 75—

[komponente Cetverca hitrosti so podane z (88.14)]; ta koli¢ina pa je oCitno pozitivna. Isto
velja tudi za napetostni tenzor elektromagnetnega polja (T = 0, T3 pa je pozitivna gostota
energije polja). Iz (97.11) zato sledi

KoKG <0 (97.14)

(enakost velja v praznem prostoru).
Z uporabo algebrajske neenacbe *

lahko (97.14) zapiSemo v obliki

ali 5 . .
— (=) > = 1
ot (m&) =6 (97.15)

Naj bo ob nekem casu % > 0. Z upadajoc¢im ¢ se koli¢ina 1/k% zmanjsuje s kon¢nim (od ni¢
razlitnim) odvodom, tako da mora doseci vrednost 0 (po pozitivnih vrednostih) v kon¢nem
casu. Tedaj gre k% proti 400, toda ker je k& = 0ln~y/0t, to pomeni, da gre determinanta -y
proti ni¢ [najhitreje kot %, kar nam pove neenacba (97.15)]. Ce je ob zacetnem casu k2 < 0,
potem dobimo isti rezultat za narascajoci cas t.

Ta rezultat pa Se ne dokazuje, da imamo opravka s pravo fizikalno singularnostjo metrike.
Fizikalna singularnost je lastnost prostora ¢asa samega in ni povezana z vrsto opazovalnega
sistema, ki smo si ga izbrali (pravo singularnost bi zaznali kot neskon¢no narascanje razli¢nih
skalarnih koli¢in — gostote snovi ali invariant krivinskega tenzorja). Singularnost v sinhronem
opazovalnem sistemu, ki se ji — kot dokazano — ne moremo izogniti, je obicajno le navidezna
in izgine, ko se preselimo v drugi (nesinhroni) opazovalni sistem. Izvor singularnosti postane
razviden s preprostim geometrijskim razmislekom.

Pokazali smo, da sinhron opazovalni sistem konstruiramo tako, da nariSemo druzino
geodetk, ki so pravokotne na poljubno prostorsko hiperploskev. Geodetke poljubne druzine
se bodo v splosnem med seboj sekale na neki ogrinjalni hiperploskvi, ki so Stiridimenzionalna
posplositev kavsticnih ploskev v geometrijski optiki. Vemo pa, da sekanje koordinatnih ¢rt
vodi k singularnosti metrike koordinatnega sistema. To je torej geometrijski vzrok singu-
larnosti, ki je povezan z lastnostmi, ki so specificne za izbrani sinhroni opazovalni sistem,
in zato niso fizikalnega znacaja. V splosnem dopusca poljubna metrika Cetvernega prostora

*Veljavnost te enacbe lahko preverimo tako, da tenzor K2 diagonaliziramo (v izbranem trenutku).
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obstoj druzine geodetk, ki se ne sekajo. Nicelnost determinante v sinhronem opazovalnem
sistemu, ki se ji ne moremo izogniti, pomeni, da je ukrivljenost realnega (neravnega) prostora
(ki je izrazena z R} > 0), ki jo dopuséajo enacbe polja taksna, da se ¢asovne érte v sinhronem
opazovalnem sistemu vedno sekajo.

Prej smo omenili, da je v prasni (angl. dustlike) snovi sinhroni opazovalni sistem lahko
sogibljiv. V tem primeru gre gostota snovi proti neskon¢nosti na kavstiki kot posledica sekanja
svetovnic delcev, ki sovpadajo s casovnicami. Jasno pa je, da se lahko singularnosti gostote
izognemo, ¢e predpostavimo obstoj poljubno majhnega od nic¢ razlicnega pritiska v snovi, zato
tudi ta singularnost ni fizikalnega znacaja.

NALOGE

NALOGA 1. Poisci obliko resitve za enacbe gravitacijskega polja v blizini tocke, ki ni singularna,
temvec je regularna v casu.
Resitev: Omenjeni trenutek si izberemo kot izhodisce za merjenje ¢asa, zato i§¢emo 7,3 oblike

YaB = Gap + tb +tcag +-- -, (1)
kjer so ang, bap in cqp funkcije prostorskih koordinat. V istem priblizku je recipro¢ni tenzor enak
7B = q® — 1p*F 4 2 (bmbg — P,
kjer je tenzor a®’ reciprocen tenzorju a,ps, indekse drugih tenzorjev pa dvigujemo z uporabo a®’.
Velja:
Kag = bag + 2tcas, K5 =% + (22 — basbP7).

Einsteinove enac¢be (97.11)-(97.13) nam dajo naslednje zveze:

1
R&:w+1@@:m (2)
RO—Hw —b.o) +t[—c +§de% +¢8 +1wb—1ww%]—o (3)
a T 2 a;B S Q 8 b v/ ;B 4« B g ety Bl =Y
1 1
lﬁz—Rﬂiﬁ@+§@£—ﬂ:0 (4)

(b = b%m ¢ = ¢%). Operacije kovariantnega odvajanja opravljamo v tridimenzionalnem prostoru z
metriko aqg; tudi tenzor P,g je definiran glede na to metriko.

Iz (4) je razvidno, da so koeficienti c,s povsem doloCeni s koeficienti aap in bag. To uporabimo v
(2) in dobimo

1 1
P+ —b* - =b5b5 = 0.
Iz ¢lenov nicelnega reda v (3) dobimo
bos = bia (6)

Vet o analiticni konstrukciji metrike v blizini navidezne singularnosti v sinhronem opazovalnem sistemu
lahko bralec najde v E. M. Lifshitz, V. V. Sudakov in I. M. Khalatnikov, JETP 40, 1847, 1961, (Soviet Phys.-
JETP 13,1298, 1961). Splosne znacilnosti metrike so jasne z geometrijskega vidika. Ker kavsti¢na hiperploskev
vedno vsebuje ¢asovne intervale (diferenciale lo¢nih dolzin geodetskih ¢asovnic v tockah, kjer so te tangentne
na kavstiko), ne more biti prostorska. Poleg tega je na kavstiki ena izmed lastnih vrednosti metri¢nega tenzorja
Yop enaka ni¢, kar je povezano s tem, da postane razdalja 0 med dvema sosednjima geodetkama, ki se sekata
v njunem dotikalis¢u s kavstiko, enaka ni¢. Koli¢ina 0 gre proti ni¢ kot prva potenca razdalje [ do preseciica.
Zato gre lastna vrednost metri¢nega tenzorja, z njo pa tudi determinanta, -y, proti ni¢ kot I2.
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Cleni reda ~ ¢ v tej enachi so identi¢no enaki ni¢, ée uporabimo (2) in (4)-(6), ter identiteto Pf;ﬂ =1P,
[glej (92.11))].

Dvanajst koli¢in aqp in bep je med seboj povezanih z eno zvezo (5) in tremi zvezami (6), zato ostane
osem poljubnih funkcij, odvisnih od treh prostorskih koordinat. Izmed teh funkcij so tri povezane z
moznostjo poljubne pretvorbe treh prostorskih koordinat, ena pa s poljubnostjo pri izbiri zacetne
hiperploskve, s katero dolo¢imo sinhroni opazovalni sistem. Zato nam preostane pravilno stevilo (glej
konec § 95) stirih “fizikalno razliénih” poljubnih funkcij.

NALOGA 2. Izratunaj komponente krivinskega tenzorja R, v sinhronem opazovalnem sistemu.

Resitev: Z uporabo Christoffelovih simbolov (97.9) dobimo iz (92.1):

1
Ropys = —Papys + Z(Hozdﬁ,@’y - K’(I’Ynﬁfs):

1
Roapy = 5(“av;ﬂ — Kap),

10 1
_ ol
ROaO,B = 5&”«16 - Zﬁavﬁg:
kjer je Pogys tridimenzionalni krivinski tenzor, ki ustreza tridimenzionalni metriki vq3.
NALOGA 3. Zapisi splosno obliko infinitezimalne pretvorbe iz enega sinhronega opazovalnega

sistema v drugega.
Resitev: Pretvorbo lahko zapisemo kot

t—t+ ¢(w1,m2,az3), % — % + fo‘(ml,x2,az3),

kjer sta ¢ in £¢ majhni kolicini. Pogoj goo = 1 bo gotovo izpolnjen, saj ¢ ni odvisen od t; da bo
izpolnjen pogoj gon = 0, pa mora veljati enacha

aeP _ 09
T8 T Gz
od koder sledi 96
a af ar,l 2 3
€ = s [ 1t foat e, 1)

kjer so f® ponovno majhne koli¢ine (in sestavljajo tridimenzionalni vektor f). Prostorski metri¢ni
tenzor 7y,s preide v

Yap = YaB — Eas8 — EB0 — PRap (2)

[kar brez tezav preverimo z uporabo (94.3)].
Pretvorba torej vsebuje §tiri poljubne funkcije (¢, f*) prostorskih koordinat.

8§98 Einsteinove enacbe v tetradnem zapisu

Dolo¢anje komponent Riccijevega tenzorja (in dobljena formulacija Einsteinovih enacb) za
metriko doloc¢ene oblike v splosnem zahteva dokaj zahtevne ra¢une. Zato je pomembno, da
si ogledamo razli¢ne formule, ki poenostavijo te ra¢une in omogocajo zapis rezultatov v bolj
razumljivi obliki. Med taksne formule §tejemo zapis krivinskega tenzorja v tetradni obliki.
Vpeljemo skupino §tiri linearno neodvisnih koordinatnih vektorjev cetvercev e%a)

(ostevilceni so z indeksom ), ki morajo zadostiti pogoju
eéa)e(b)z' = Tab; (98.1)
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kjer je 145 podana simetricna matrika s signaturo +———; matriko, ki je tej matriki recipro¢na,
ozna¢imo z n® (n%ny = 6%). * Soasno s tetrado vektorjev €(q) vPeljemo tudi tetrado

recipro¢nih vektorjev e(®)? (osteviléeni so z dvignjenim indeksom a), ki so definirani s pogojem
Wty = of 98.2
6i e(b) = 0Oy, ( . )

(a)

torej vsak izmed vektorjev e;’ je pravokoten na tri vektorje eéb) z b # a. Enatbo (98.2)

pomnozimo z ef \ in dobimo (e’(“a)ega))eéb) = e’(“b), od koder je razvidno, da poleg (98.2)
posledi¢no velja tudi enacba

el = aF. (98.3)
Enacbo e%a)e(c)i = 1)y pOMNOZimo na obeh straneh z 1* in dobimo

620,) (nbce(c)i) = 62

Primerjamo z (98.2) in dobimo
b c c
e = Cle)i> Cb)i = e (98.4)

Tetradne indekse dvigamo in spustamo z matrikama . in 7°¢. Tetrade so pomembne zato,
ker lahko z njimi zapiSemo metri¢ni tenzor. Povezava med kovariantnimi in kontravariantnimi

(a)

komponentami Cetverca je e, = gie'!; to pomnozimo z €(a)k> uporabimo (98.3) in (98.4),

pa dobimo
ik = e(a)iel(ga) = nabe§“) 6;(:)- (98.5)

Kvadrat diferencialne dolzine metri¢nega tenzorja (98.5) je

ds? = nab(ega) dmi)(e,(cb) dz®). (98.6)

Matriko 74 si lahko poljubno izberemo. Najbolj obi¢ajna izbira je “Galilejeva” oblika,
torej diagonalna matrika z diagonalnimi komponentami 1,—1,—1,—1. Tedaj bodo zaradi
(98.1) koordinatni vektorji med seboj pravokotni, eden izmed njih bo ¢asovni, ostali trije pa
prostorski. * Poudariti pa moramo, da taksna izbira nikakor ni potrebna in da obstajajo
primeri, pri katerih je iz nekega razloga (na primer zaradi simetrijskih lastnosti metrike) bolj
prikladno izbrati tetrado, ki ni pravokotna. |

*V tem odseku bomo z latinskimi ¢rkami a,b,c,... oznacevali indekse koordinatnih vektorjev; cetverni
tenzorji bodo Se vedno ostevilceni z ¢, k,[,.... V literaturi so indeksi osi obi¢ajno obdani z oklepaji. Da ne bo
zapisovanje preve¢ nerodno, bomo v enacbah oklepaje uporabljali le tedaj, ko se indeksi osi pojavljajo skupaj
z vektorskimi indeksi, izpuscali pa jih bomo pri koli¢inah, ki so po definiciji odvisni le od indeksov osi (na
primer 7,5, pozneje $€ Yabe, Aabe). Vedno bomo sestevali po ponovljenih indeksih obeh vrst.

*Potem, ko smo si izbrali linearne forme dz(® = 61@) dz® za odseke koordinatnih osi v izbranem infinites-
imalnem delu Cetvernega prostora, metriko v tem delu prostora pretvorimo v Galilejevo. Ponovno moramo
poudariti, da forme dz® v splognem niso tocni diferenciali neke funkcije koordinat.

TBolj prikladna izbira tetrade je lahko povezana z opisano poenostavitvijo ds® na obliko (98.6). Na primer
izraz za ds® (88.13) ustreza koordinatnim vektorjem

el” = (Vh,—Vhg), e =(0,e),

pri Cemer je izbira e(®) odvisna od prostorske forme ds?.
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Tetradne komponente cetverca A® (in podobno za éetverni tenzor poljubne stopnje) so
definirane kot “projekcije” na koordinatne Cetverce:

Ay = el Ai, AW =4 =P A, (98.7)

Obratno velja

A=V Ay, Al=el, AW, (98.8)

V istem duhu definiramo operacijo “odvajanja vzdolz smeri a”:

i 0¢
¢,(a) = e(a)@. (989)

Vpeljemo kolicine, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju: *

Yabe = e(a)i;kel('b)el(cc)a (9810)
in njihovo linearno kombinacijo
Aabe = Yabe — Yach = (€(a)izk — e(a)k;z’)eéb)eﬁ;) = (€(a)ik — €(a)k,i)€€b) el(cc)- (98.11)

Zadnja enakost v (98.11) sledi iz (86.12); poudarimo naj, da lahko koli¢ine A, izra¢unamo
s preprostim odvajanjem koordinatnih vektorjev. Inverzni izraz za koli¢ine 4., zapisane z

Aabcu je

1
Yabe = §(>\abc + >\bca - >\cab)- (9812)

Koli¢ine imajo simetrijske lastnosti

Yabe = ~Vbac Aabe = —Aach- (9813)

Nas cilj je poiskati tetradne komponente krivinskega tenzorja. Zaceti moramo z definicijo
(91.6), ki jo zapiSemo za primer kovariantnega odvajanja koordinatnih vektorjev:

_ m
€la)izkil — C(a)islik = €(a)Bmiki;
ali

_ ) k1
R(a)(b)(c)(d) - (6(a)i;k;l - 6(a)i;l;k)e(b)e(c)e(d)'

Ta izraz lahko preprosto zapiSemo s koli¢inami y,p.. ZapiSemo

®) ()

€(a)izk = Vabc€; "€ 5

in po naslednjem kovariantnem odvajanju (po z!) odvode koordinatnih vektorjev ponovno
zapisemo na tak nacin. Kovariantni odvodi skalarne koli¢ine 745, so kar obi¢ajni odvodi. T

*Koli¢ine v4pc se imenujejo Riccijevi koeficienti sukanja (angl. Ricci rotation coefficients).
tUporabno je poznati tudi podobno pretvorbo za poljubni Eetverec in Eetverni tenzor:

Ai;kefa)el(cb) = Aw)p) — Ay,
i k 1 d d
Askaelarelyeley = A vye) — AP o) Vdae + Aw) P Yabe,

in tako dalje.
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Kot rezultat dobimo

Ria)(0)(e)(d) = Yabe,d — Yabde + Yabf (V ea = ¥ ac) + Yage ¥ va = Yagay pes (98.14)

kjer je v skladu s splosnim pravilom v/, = n%yg., ipd.
Ce ta tenzor skréimo po paru indeksov a in ¢ dobimo iskano tetradno komponento Ricci-
jevega tenzorja. Ce jih zapiSemo s koli¢inami v4p., dobimo
1

R(a)(b) = - §(>\abc,c + Abac,c + >\Cca,b + >\ch,a+

1 (98.15)
+ >\Cdb>\cda + >\Cdb>\dca - iAdeAacd + >\Ccd>\abd + Accd)\bad)-

Na koncu naj opozorimo Se na dejstvo, da je naSa konstrukcija povsem neodvisna od
Stiridimenzionalne narave metrike. Zato lahko dobljene rezultate uporabimo tudi za racunanje
tridimenzionalnih Riemannovih in Riccijevih tenzorjev za tridimenzionalno metriko. V tem
primeru bomo seveda namesto s tetrado ¢etvercev imeli opravka s triado tridimenzionalnih

vektorjev, matrika 7,, pa bo morala imeti signaturo + + + (takSen primer bomo obravnavali
v 116).
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Poglavje 12

Polje gravitirajocih teles

8§99 Newtonov zakon

V Einsteinovih enacbah polja sedaj opravimo prehod v nerelativisticno mehaniko. Kot smo
omenili v 87, predpostavka, da so hitrosti vseh delcev majhne, v sebi skriva tudi zahtevo, da
mora biti gravitacijsko polje sibko.

Izraz za komponento gop metri¢nega tenzorja (to je edina komponenta, ki jo potrebujemo)
v opisani limiti smo poiskali v 87: 2

=1+
goo + 2

Za komponente napetostnega tenzorja uporabimo izraz (35.4) le = pctu;uy, kjer je pu gostota.
mase telesa (vsota mirovnih mas delcev na enoto prostornine; izpuscali bomo oznako 0 pri p).
Ker je obravnavano makroskopsko gibanje po¢asno moramo pri éetverni hitrosti u’ zanemariti
vse prostorske komponente in ohraniti le éasovno. Zato je u® = 0 in u® = uy = 1. Izmed vseh
komponent 79 preostane ena sama, in sicer

TO = uc?. (99.1)

Skalar 7' = T} je zato enak tej vrednosti, uc?.
Enacbe polja zapisemo v obliki (95.8):

ki se za ¢t = k =0 glasi .
T
R) = M
Hitro se lahko prepricamo, da so v uporabljenem priblizku vse preostale enacbe identitno
enake nic.

Pri ra¢unanju koli¢ine R) s pomocjo splosne formule (92.8) upostevamo, da so ¢leni, ki
vsebujejo zmnozke kolic¢in Ffd, vedno koli¢ine drugega reda. Cleni, ki vsebujejo odvode po
1% = ct so majhni (v primerjavi s ¢leni, kjer odvajamo po koordinatah z%), saj vsebujejo
dodatne potence 1/c. Zato preostane le Ryg = R = 9I'§,/0z%. Vstavimo

1 ap0900 _ 1 9¢
29 048 T 2 ozo

aN_
00 —
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in dobimo o2
1 1
0 _ _
Fo = Z g2 = 28
Iz Einsteinovih enacb dobimo torej
A¢ = dkp. (99.2)

To je enacba gravitacijskega polja v nerelativisticni mehaniki. Povsem analogna je Pois-
sonovi enacbi (36.4) za potencial elektricnega polja, kjer se namesto gostote naboja pojavlja
gostota mase, pomnozena z —k. Zato lahko takoj zapisemo splosno resitev enacbe (99.2) po
analogiji z (36.8). Glasi se

b =— —_— (99.3)
Ta enacba doloca potencial gravitacijskega polja poljubne porazdelitve mas v nerela-
tivisticnem priblizku.
Potencial polja enega samega delca z maso m je

km
= —— 99.4
R (994
zato je sila F = —m/(0¢/0R), ki zaradi polja deluje na drug delec z maso m/, enaka
kmm/'

To je dobro poznani Newtonov zakon gravitacijske privla¢nosti.

Potencialna energija delca v gravitacijskem polju je enaka njegovi masi, pomnozeni s po-
tencialom polja, podobno kot je potencialna energija delca v elektricnem polju enaka zmnozku
naboja in potenciala polja. Zato lahko po analogiji z (37.1) potencialno energijo poljubne po-
razdelitve mas zapiSemo kot

U= / jgav. (99.6)

Newtonov potencial konstantnega gravitacijskega polja dale¢ stran od mas, ki polje proiz-
vajajo, lahko razvijemo, podobno kot smo to storili v §§40-41 za elektrostati¢no polje. Za
izhodiscée koordinatnega sistema si izberemo teziste mas. Tedaj je integral [ prdV, ki je
analogen dipolnemu momentu sistema nabojev, identi¢no enak nic. V nasprotju z elektro-
staticnim poljem lahko v primeru gravitacijskega polja “dipolne ¢lene” vedno postavimo na
ni¢. Zato ima razvoj potenciala ¢ obliko

M 1 0?2 1
= —kd— +-Dpgm———+ ...}, .
¢ {R0+6 P OXa0X; Ry } (99-7)

kjer je M = [ dV skupna masa sistema, koli¢ina
Dyg = /u(3mam5 - r,‘iﬂ) dv (99.8)

pa je tenzor masnega kvadrupolnega momenta (angl. mass quadrupole moment tensor). * Z
obi¢ajnim tenzorjem vztrajnostnega momenta (angl. moment of inertia tensor)

Tug = / 1(r250g — Tazg) AV

*Tukaj pisemo indekse «, 8 kar spodaj in ne razlikujemo med kovariantnimi in kontravariantnimi kompo-
nentami, saj vse operacije izvajamo v obicajnem Newtonovem (evklidskem) prostoru.
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je povezan preprosto z
D.g = Jyy008 — 3Jag- (99.9)
Dolocanje Newtonovega potenciala podane porazdelitve mase je tema ene izmed vej
matematicne fizike; opise razliénih pristopov bomo v tej knjigi izpustili. Zapisali bomo le
enacbe za potencial gravitacijskega polja homogenega elipsoidnega telesa.

Naj bo povrsina elipsoida podana z enacbo

2 2 2
%+Z—2+i—2:1,a>b>c. (99.10)

Potencial polja v poljubni tocki zunaj telesa je podan z naslednjo enacbo:
o0 z? y? PZ ds
= —muab 1— _ _ 22
¢ ha c/g ( a?+s b—s 02+s> Ry (99.11)

Ry = /(a2 + 5)(b2 + 5)(c% + s),

kjer je £ pozitivni koren enacbe

$2 y2 22

=1. 99.12
a2+§+b2+§+02+§ ( )

Potencial polja v notranjosti elipsoida pa je

o z? y? 22 ds
= —mpab 1- - - — 99.13
¢ mmc/o ( a?+s  b%—s c2+s>Rs7 ( )
ki se od (99.11) razlikuje le v spodnji integracijski meji; opazimo lahko, da je ta izraz
kvadrati¢na funkcija koordinat z, y in z.

Gravitacijsko energijo telesa dobimo po enacbi (99.6), tako da integriramo izraz (99.13)
po prostornini elipsoida. Integral lahko izra¢unamo z obi¢ajnimi postopki * in dobimo

3km b? n c? 1 E B
a2+s b2+s 2+ s R,
3km —3 B EE
S 5 RS
m = a ci4 je masa telesa); prvi ¢len integriramo per partes in konéno dobimo
beu 1 cl g ki dobi
3km? [ d
U=-— 17(7)‘ 0 R—S. (99.14)
S

Vse integrale, ki se pojavljajo v (99.11)-(99.14) lahko izrazimo z elipti¢nimi integrali prve
in druge vrste. Pri rotacijskih elipsoidih pa jih lahko zapiSemo z elementarnimi funkcijami.
Tako je gravitacijska energija splostenega (angl. oblate) rotacijskega elipsoida (a = b > ¢)
enaka )

3km c
U= ———""cos ' -, 99.15
5va? — ¢? a ( )

*Integral kvadratov 2, y? in 2° najlaze izracunamo tako, da nadomestimo z = az’, y = by’ in z = ¢2’, tako
da se integral po prostornini elipsoida poenostavi na integral po prostornini enotske krogle.
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pri raztegnjenem (angl. prolate) pa znasa

3km? a
U=—-——"""_cosh™ ! 2. 99.16
5vVa? — ¢? c ( )

Za kroglo (a = ¢) dobimo iz obeh izrazov U = —3km?/5a, kar bi seveda lahko dobili tudi z
bolj preprostim ra¢unom. *

NALOGA

Dolo¢i ravnovesno obliko homogene gravitirajoce tekocine, ki se kot celota vrti okoli svoje osi.
Resitev: Tekocina je v ravnovesju, Ce je vsota gravitacijskega potenciala in potenciala centrifugalne
sile konstantna na povrsini telesa:

0o,
¢ — 7(3: + y°) = konst,
(© je kotna hitrost; telo se vrti okoli osi Z). Iskana oblika je splosteni (angl. oblate) rotacijski
elipsoid. Polosi bomo dolo¢ili tako, da v pogoj za ravnovesje vstavimo (99.13) in z? odpravimo z
uporabo (99.10). Tako dobimo

(z® + y?) /OO ds 15 ¢’ /Oo ds konst
€T - - 9 = xon
Y o (a2 +s)2V/E+s 2mpka’c  a? [y (a®+s)(c? + )32 ’

od koder sledi, da mora izraz med oglatima oklepajema biti enak ni¢. Z integracijo dobimo

(a% — ¢2)3/2 LT e 2rkp 6

(a®>+22)c ¢ 3c? 0? 25 (4 \ '/ M2ul/3 [ e\4/3
s (3) wom Q)"

(M = %mazﬂ je vrtilna koli¢ina telesa okoli osi Z). Ta enacba dolo¢a razmerje med polosema c/a pri
znanih Q in M. Odvisnost koli¢ine ¢/a od M je enoli¢na; ¢/a monotono naraica z narascajocim M.

Izkaze pa se, da je simetri¢na oblika, ki smo jo nasli, stabilna (glede na majhne motnje) le za zadosti
nizke vrednosti M. T Sistem postane nestabilen pri M = 2,89k /?m>/3u~1/6 (ko je c¢/a = 0,58). Ko
nato M Se povecamo, je ravnovesna oblika splosni elipsoid, pri katerem vrednosti b/a in ¢/a upadata
(z 1 oziroma z 0, 58). Tudi ta oblika naposled postane nestabilna in sicer pri M = 3, 84k/2m?/3,~1/6

(kojea:b:c=1:0,43:0,34).

8100 Srediscno simetricno gravitacijsko polje

Oglejmo si gravitacijsko polje s sredis¢no simetrijo. Taksno polje lahko proizvaja poljubna
srediS¢no simetri¢na porazdelitev snovi; seveda morata biti v tem primeru srediS¢no simetri¢ni
tako porazdelitev snovi kot tudi gibanje snovi, zato mora biti v vsaki tocki hitrost v radialni
smeri.

Sredi§éna simetrija polja pomeni, da je metrika prostora-casa, torej zapis integrala ds?,
enak za vse tocke, ki so od srediSca enako oddaljene. V evklidskem prostoru je ta razdalja

*Potencial polja v notranjosti homogene krogle polmera a je

2
¢ = —2nku <a2 — %) .

fReference na literaturo o tej enaébe najdemo v knjigi H. Lamb, Hydrodynamics, XII. poglavje.
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enaka dolzini krajevnega vektorja, v neevklidskem prostoru, s katerim imamo opravka v pris-
otnosti gravitacije, pa ni nobene koli¢ine, ki bi imela vse lastnosti evklidskega krajevnega
vektorja (na primer, da bi bila njegova dolzina enaka razdalji od sredis¢a in hkrati tudi
dolzini obsega, deljenega z 27). Zato je izbira “krajevnega vektorja” sedaj poljubna.

Ce uporabimo “sferi¢ne” prostorske koordinate r, 6, ¢, potem je najbolj splosen srediséno
simetricen izraz za ds® enak

ds® = h(r,t) dr? + k(r,t)(sin? 0 d¢? + d6?) + I(r,t) dt* + a(r, t) dr dt, (100.1)

kjer so a,h,k,l neke funkcije “radialne dolzine” r in “Casa” t. Zaradi poljubnosti izbire opazo-
valnega sistema v splosni teoriji relativnosti, lahko koordinate poljubno transformiramo, ¢e s
tem ne porusimo srediséne simetrije ds?; to pomeni, da lahko koordinati r in ¢ pretvorimo
po enacbah

r= fl(r,at,)7 l= f2('rlatl)a

kjer sta fi in fo poljubni funkciji novih koordinat " in ¢'.

To moznost izbire izkoristimo za to, da koordinati r in ¢ izberemo na takSen nacin, da bo
~ prvi¢ — koeficient a(r,t) pred drdt v izrazu za ds? enak ni¢, in — drugi¢ — da bo koeficient
k(r,t) enak —r?. * Drugi pogoj pomeni, da je polmer r izbran tako, da je obseg kroga
s srediS¢em v koordinatnem izhodis¢u enak 27 (diferencial locne dolzine kroga v ravnini
6 = 7/2 je enak dl = rd¢). Prikladno je zapisati koli¢ini k in I v eksponentni obliki kot —e*
in ¢®e”, kjer sta A in v neki funkciji spremenljivk 7 in ¢. Dobimo naslednji izraz za ds:

ds? = e”c? dt? — r2(d0? + sin® 0 d¢?) — e dr. (100.2)
Koordinate ct, r, # in ¢ ozna¢imo z z°, z', z? in 3. Od ni¢ razlicne komponente
metricnega tenzorja so

goo=¢", gi=—e", ga=—r’ gz =—r’sin®0.
Ocitno je
GO =V, gl = oA 22— 2 B 2gn2g,
Z uporabno enacbe (86.3) in zgornjih izrazov lahko hitro izra¢unamo koli¢ine I'};. Dobimo
naslednje izraze (Crtica oznatuje odvod po r, pika nad simbolom pa odvod po ct):

! /
A v 9

Pt a3 9, — 7 53 = —sinfcos ¥,
)_\ /
Yy = 56)‘7”, Ly = —re?, P = %e”*)‘,
1 2 (100.3)
My =Tl = Th = cotf, Foo =5
T
LA 1 inZ @e
T, = o 53 = —rsin“fe .

Vse druge komponente so enake ni¢ (razen seveda tistih, ki se od zgornjih razlikujejo za
zamenjavo indeksov k in [).

*Te pogoji casovne koordinate ne dolocajo enolicno. Se vedno jo lahko pretvorimo s transformacijo t = @,
ki ni odvisna od r.
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Enacbe gravitacijskega polja bomo dobili tako, da najprej izracunamo komponente ten-
zorja R} po enacbi (92.8). Preprost racun nam da naslednje enacbe

S = e (i ; %) e (100.4)
Sk = o (lQ - i) T (100.6)
RALFF _eké. (100.7)

Druge komponente tenzorja (95.6) so identicno enake ni¢. Z uporabo (94.9) lahko komponente
napetostnega tenzorja izrazimo z gostoto energije snovi €, njenim pritiskom p in z radialno
hitrostjo v.

Enacbe (100.4)-(100.7) lahko to¢no integriramo v zelo pomembnem primeru srediséno
simetricnega polja v vakuumu, torej izven mas, ki povzrocajo polje. Napetostni tenzor
postavimo na ni¢ in dobimo naslednje enacbe

!
A [V 1 1 _
N 1 1
Y
— — = — =0 100.9
e (7" r2> + 2 ) ( )
A=0 (100.10)

[Cetrte enacbe, torej enacbe (100.5), ne zapiSemo, saj sledi iz drugih treh].
Iz (100.10) takoj razberemo, da A ni odvisna od ¢asa. Sestejemo enacbi (100.8) in (100.9)
in dobimo X + ¢/ = 0, torej
At v = f(b), (100.11)

kjer je funkcija f(t) odvisna le od ¢asa. Ko izberemo diferencial ds? v obliki enacbe (100.2),

imamo $e vedno moznost poljubno transformirati ¢as kot ¢ = f(¢'). TakSna transformacija

je ekvivalentna temu, da k v dodamo poljubno funkcijo ¢asa, zato lahko vedno dosezemo, da

je f(t) v (100.11) enaka ni¢. Zato lahko (ne da bi izgubili splosnost) postavimo A + v = 0.

Opazimo, da je srediS¢no simetri¢no gravitacijsko polje v praznem prostoru vedno stati¢no.
Enacbo (100.9) lahko preprosto integriramo in dobimo

konst
e A= =1 4

(100.12)
"

Zato je v neskonénosti (r — 00) e = e” = 1, kar pomeni, da je dale¢ stran od gravitirajocih
teles metrika vedno Galilejeva. Konstantno lahko preprosto izrazimo z maso, ¢e zahtevamo,
da pri velikih razdaljah, kjer je polje Sibko, velja Newtonov zakon. * 7 drugimi besedami,
veljati mora goo = 1+ (2¢/c?), kjer ima potencial ¢ Newtonovo vrednost (99.4) ¢ = —(km/r)

*Za polje v notranjosti okrogle votline v sredi§¢no simetri¢ni porazdelitvi mora veljati konst = 0, sicer bi
metrika imela singularnosti pri r = 0. Zato je metrika v notranjosti taksne votline samodejno Galilejeva, kar
pomeni, da v votlini ni gravitacijskega polja (natanko tako kot v Newtonovi teoriji).
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(m je skupna masa teles, ki povzroéajo polje). Od tod sledi, da je konstanta enaka —(2km/c?).
Ta kolicina ima dimenzijo dolzine; imenuje se gravitacijski polmer telesa:

2km
= . 100.13
Ty 2 ( )
Tako smo dobili metriko prostora-casa oblike
ds? = (1 - 22) 2 — r2(sin® 0 dg? + d6?) — dr” (100.14)
7 = ~)e r(sin T .
r

To resitev Einsteinovih enacb je nasel K. Schwarzschild (1916). ReSitev popolnoma doloca
gravitacijsko polje v vakuumu, ki ga povzroca poljubna srediS¢no simetriéna porazdelitev
mas. Poudariti moramo, da ta reSitev velja ne le za mirujote mase, temve¢ tudi za mase,
ki se gibljejo, vendar le, ¢e ima gibanje ustrezno simetrijo (na primer sredis¢no simetri¢no
utripanje). Opazimo, da je metrika (100.14) odvisna le od skupne mase gravitirajocega telesa,
podobno kot pri ustrezni nalogi v Newtonovi teoriji.

Prostorska metrika je dolocena z izrazom za diferencialno lo¢no dolzino

dr?

1T
T

di? = + r%(sin® 0 d¢?® + d6?). (100.15)

Geometrijski pomen koordinate r je doloen z dejstvom, da je v metriki (100.15) obseg kroga
s srediS¢em v sredi§c¢u polja enak 27r. Dolzina med dvema tockama 1y in 79, ki lezita na isti

radialni crti, pa je
/T2 dr
1 /1 — TTH

Opazimo §e, da je ggo < 1. Ce to uporabimo v enacbi (84.1) dr = \/goo dt, ki je definicija
lastnega ¢asa, dobimo

>Tr9 —T1. (100.16)

dr < dt. (100.17)

Enakost velja le v neskoncnosti, kjer je £ enak lastnemu casu. Pri kon¢ni oddaljenosti od mas
pride do “upocasnitve” ¢asa v primerjavi s ¢asom v neskonéni oddaljenosti.
Zapisimo $e priblizek za ds?, ki velja pri velikih razdaljah od koordinatnega izhodiséa:

2km

ds? = ds? — =
0 2

(dr? + 2 dt?). (100.18)
Drugi ¢len je majhen popravek k Galilejevi metriki ds%. Pri velikih razdaljah od mas, ki
ustvarjajo polje, je vsako polje videti sredis¢no simetricno. Zato (100.18) doloca metriko pri
velikih oddaljenostih za vsak sistem teles.

Nekaj splosnih stvari lahko povemo tudi o obnasanju sredi§éno simetri¢nih polj v notran-
josti gravitirajo¢ih mas. Iz enacbe (100.6) sledi, da mora v limiti 7 — 0 iti A proti ni¢ vsaj
kot r2; v nasprotnem primeru bi postala desna stran ena¢be neskonéna pri r — 0, zato bi
imel 7 singularnosti v tocki r = 0, kar je iz fizikalnih razlogov nemogoce. Enacbo (100.6)
integriramo upostevajo¢ pogoj Al,—p = 0 in dobimo

sk [7
A=-I {1 S dr}. (100.19)
c’Tr Jo

Polje, v. 1



302 POLJE GRAVITIRAJOCIH TELES 100

Ker iz (100.10) sledi T3) = e™"Typ > 0, mora veljati A > 0, torej
e > 1. (100.20)

Enacbo (100.6) odstejemo od (100.4) in dobimo

2
e 87k (e+p) (1+ %
r (VI+>‘I): oA (T(?_Tll): <v2 )20,
ez

torej v/ + X' > 0. Prir — oo (dale¢ stran od mas) postane metrika Galilejeva, zato v —
0, A — 0. Zaradi pogoja v/ + X' > 0 od tod nujno sledi, da je po vsem prostoru

v+ A<0. (100.21)

Ker je A > 0, mora veljati v < 0, torej
e’ <1. (100.22)

Zgoraj izpeljani neenatbi pomenita, da lastnosti (100.16) in (100.17) prostorske metrike
in obna$anja ur v sredi§¢no simetri¢nem polju v vakuumu veljata prav tako tudi v notranjosti
gravitirajoCih mas.

Ce gravitacijsko polje povzroca krogelno telo s “polmerom” a, potem za r > a velja
TY = 0. Za totke r > a zato sledi iz enacbe (100.19), da je

a
)\:—ln{l—SZ—k T(?r2dr}.
c’T Jo

Po drugi strani na istem obmocju (v vakuumu) velja (100.14), od koder sledi

2k
A=—1In (1 - 2m> . (100.23)
c’r
Ce izenatimo oba izraza, dobimo enaibo
4 a
m=— / 702 dr, (100.24)
¢ Jo

ki izraza skupno maso telesa z njegovim napetostnim tenzorjem.
Za statitno porazdelitev snovi v telesu velja 7Y = ¢, tako da je

4 a
m = —;T/ er?dr. (100.25)
c Jo

Poudariti moramo, da tukaj integriramo po 47r? dr, medtem ko je diferencialna prostornina

za metriko (100.2) enaka dV = 4nr2e*? dr, kjer po enacbi (100.20) velja e*/? > 1. Dobljeno
razliko pripiSemo gravitacijskemu primanjkljaju mase telesa.

NALOGE
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Resitev: Racun z uporabo (92.1) in z I'}; iz (100.13) (ali pa z enacbami, dobljenimi v drugi nalogi
v § 92) nam da naslednje vrednosti za od ni¢ razlicne komponente krivinskega tenzorja:

g _ Roszos _ rg(r—ry)
Roio1 = =, Roe = —%, = — R
T sin® 6 2r
Ry313 r
_ _ 9 _ . 2
Ry212 = Ra303 = —rrysin” 6.

sin?0  2(r—r,)’

Invarianti I; in I iz (92.22) sta
rg \2 rg \2
=G n-)
! 2r3 ? 2r3

(zmnozki, ki vsebujejo dualni tenzor ]*%iklm, so identi¢no enaki ni¢). Krivinski tenzor je tipa D po
razvrstitvi Petrova (z realnima invariantama A1) = \(?) = —r,/2r3). Opazimo, da imajo krivinske
invariante singularnost le v tocki r = 0, ne pa pri r = ry.

NALOGA 2. Doloci prostorsko ukrivljenost te metrike.

Resitev: Komponente prostorskega krivinskega tenzorja P,gs lahko izrazimo s komponentami
tenzorja Pyp (ter tenzorja a3, zato zadostuje, da izratunamo P,g (glej prvo nalogo v § 92). Tenzor
P,s lahko zapisemo z y,3 natanko tako, ko tenzor R;; zapiSemo z g;;. Z uporabo vrednosti v,3 iz
(100.15) tako dobimo

0 _ po _ r_ _Tg
Fj =F) =% Pl=—7%
in PY =0 za a # B. Opazimo, da je Pf, P§ = 3%, P/ <0, medtem ko je P = P2 =0.
Z uporabo enacbe iz prve naloge v § 92 dobimo

Prgrg = (P} + PY)verv00 = — Py v o0,

[4
P‘rd)‘rd) = _P9 Yrr Voo,

Pysog = =P v00V46-

Od tod sledi (glej opombo na strani 264), da je v “ravnini”, ki je pravokotna na radialno smer, Gaussova
ukrivljenost enaka

Pygpoo
Y00 Yo

K= =—-P" >0,
(to pomeni, da je v majhnem trikotniku, ki ga nariSemo v “ravnini” v blizini tocke, kjer radialna
polpremica to ravnino seka, vsota kotov trikotnika veéja od 7). Gaussova ukrivljenost “ravnin”, ki
gredo skozi sredisce, je negativna, K < 0; to pomeni, da je vsota kotov majhnih trikotnikov v teh
“ravninah” manjsa od 7 (vseeno pa to ne velja za trikotnike, ki zajemajo sredisce; vsota njihovih kotov
je vecja od 7).

NALOGA 3. Dolodi obliko rotacijske ploskve, na kateri bi geometrija bila enaka kot v “ravnini”,
ki poteka skozi izhodisce v sredi§¢no simetriénem gravitacijskem polju v vakuumu.

Resitev: Geometrija na rotacijski ploskvi z = z(r) je dolocena (v valjnih koordinatah) z diferen-
cialom dolzine:

di? = dr? + dz? + 12 d¢? = dr?(1+27) + r? d¢?.

To primerjamo z diferencialom dolzine (100.15) v “ravnini” 6 = /2

dr?

2 __ .2 2
di2 =12 d¢ M
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in dobimo

od koder sledi

z=24/rg(r—ry).

Za r = ry ima ta funkcija singularnost — tocko razvejitve. Razlog je v tem, da ima prostorska
metrika (100.15) v nasprotju s prostorsko-casovno metriko (100.14), dejansko ima singularnost pri
r=r,.

Glavne lastnosti geometrije v “ravnini”, ki poteka skozi sredisce, ki smo jih ze opisali v prejsnji
nalogi, lahko dolo¢imo tudi z uporabo tukaj izpeljanega modela.

NALOGA 4. Pretvori diferencial (100.14) v taksne koordinate, da bo diferencial prostorske lo¢ne
dolzine imel konformno evklidsko obliko, kar pomeni, da bo dI? sorazmeren z evklidsko obliko.

Resitev: Vpeljemo p z
r
=[(1+2
' <+4p> ”

2

‘ 1-1e ‘ o

ds? = [ — 22 ) a2 — (1+22) (dp? + p?df? + p?sin? 0 de?).
1+ 4p

in iz (100.14) dobimo

Koordinate p, 8, ¢ se imenujejo izotropne krogelne koordinate; namesto njih lahko vpeljemo izotropne
kartezicne koordinate z,y, z. Pri velikih oddaljenostih p > ry na primer velja

ds? = <1 - %) A dt? - (1 + %’) (dz? + dy? + dz?).

NALOGA Poisci enacbe srediséno simetri¢nega gravitacijskega polja v snovi v sogibljivem opazo-
valnem sistemu.

Resitev:  Uporabimo dve mozni pretvorbi koordinat = in ¢ v formi (100.1). Najprej dosezemo,
da je koeficient a(r,t) pred drdt enak ni¢, nato po radialno hitrost snovi postavimo na ni¢ v vseh
toctkah (zaradi srediséne simetrije drugih komponent ni). Po tem je $e vedno mogoce r in ¢ pretvoriti
s poljubno transformacijo oblike r = r(r') in ¢t = t(¢').

Tako izbrano radialno koordinato in ¢as oznac¢imo z R in 7, koeficiente h, k, | pa z —e”, —e* in
—e” (kjer so A, u, v funkcije spremenljivk R in 7). Diferencial dolzine lahko tedaj zapiSemo kot

A

ds? = ?e” dr? — e* dR? — e(df? + sin® 0 d¢?). (1)
V sogibljivem opazovalnem sistemu so komponente napetostnega tenzorja enake
=€ T}=T;=T5=-p.

Izracun da naslednje enacbe polja: *

. 1. 3. _
o5 H'V'> —e V(ji - S+ ZMZ) —e*, (2)

1
_c—4T2 — c_4p — Z@—A(QVH + 1/2 + QMII +N’2 _ N’X_V’X +MIVI)+
1 . . ..
+ Ze*"(Arﬂrw—Ap—Q}\—,\z —2ji — i),
(3)

*Komponente R;j lahko izratunamo neposredno, ko smo storili v besedilu razdelka, ali pa z uporabo enacbe,
ki smo jih dobili v drugi nalogi v § 92.
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87k 87k _ 3 2 WX L, (. p? _
CTTO—CTG“‘EA(“"W“' - ) e (Mg ) e 4
8k .
SR = 0= Se Qi+ — A~ Vi) (5)

(kjer s ¢rtico oznacujemo odvod po R, s plkO pa odvod po c7).
Splosne zveze za A, p in v lahko preprosto najdemo, ¢e za izhodisce vzamemo enacbe Ti’fk =0, ki
so vsebovane Ze v enactbah polja. Z uporabo (86.11) dobimo naslednji enacbi:
2¢ ) 2p/
, VUV =-— .
p+e p+e

A2 =— (6)

Ce poznamo p kot funkcijo €, lahko enacbo (6) integriramo:

d
>‘+2:“:_2/p_:6+f1( :—2/—+f2

kjer lahko funkciji fi(R) in f2(7) poljubno izberemo zaradi predhodno omenjene moznosti, da lahko

opravimo poljubne pretvorbe oblike R = R(R'), 7 = 7(7').

NALOGA 6. Poisc¢i enacbe, ki dolocajo staticno gravitacijsko polje v vakuumu okoli osno
simetri¢nega telesa, ki miruje (H. Weyl, 1917).

Resitev: Privzemimo, da ima stati¢ni diferencial dolzne v valjnih prostorskih koordinatah z! = ¢,
z? = p, x> = z obliko

ds? = e’c? dt* — e¥ d¢? — e (dp® + dz?),

kjer so v, w in p funkcije spremenljivk p in z; takSen zapis omeji izbiro koordinat do pretvorbe oblike
p=p(p,2"), z=z(p',2') natanéno. Taksna pretvorba pomnozi formo dp® + dz? z enakim faktorjem.

Iz enacb

1
Rg = Zeiup’/,p,p +vp(Vptwy) 20+ (v, +w:)] =0,

1
Ry = Ze_“pw,p,p Fwovy+wp) + 2wz +w:(v: +w:)]=0
kjer spodnja indeksa , p in , z oznacujeta odvajanje po p oziroma po z), ki ju seStejemo, dobimo
P P

p,7p7p + pl7z7z =0,
kjer je
. viw

plpz)=e=".
Funkcija p'(p,z) je torej harmoni¢na funkcija spremenljivk p in z. Splos$no znana lastnost taksnih
funkcij je obstoj konjugirane harmoni¢ne funkcije z'(p, 2), tako da velja p' +iz" = f(p+iz), pri cemer
je f analiti¢cna funkcija spremenljivke p + iz. Ce si p’ in 2’ izberemo kot nove koordinate bo zaradi
konformnosti preslikave p,z — p', 2’ veljajo

e (dp? + dz?) = e (dp? + dz2'?),

v

kjer je p'(p,z') neka nova funkcija. Sotasno velja e¥ = p'’e™"; ¢e zapiSemo w + v = 7 in opustimo

pisanje ¢rtic, lahko ds? zapisemo kot

ds? = e’ dt* — p?e " dg62 — e7 ¥ (dp* + dz?). (1)
Ce zapisemo enacbe R) = 0, R — R3 = 0, R3 = 0 v tej metriki, dobimo
10 ov 0%v
- - = 2
pdp <pap> T2 =Y ®
ov_ wor v _ [(on\* (on? o
0z _papﬁz’ dp —f dp 0z '

Opazimo, da ima (2) obliko Laplaceove enacbe v valjnih koordinatah (za funkcijo, ki ni odvisna od
$). Ce to enacbo resimo, je funkcija v(p,z) povsem dolocena z enacbama (2) in (3). Prvi veliki
oddaljenosti od telesa, ki ustvarja polje, morata funkciji v in v padati proti nic.
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8101 Gibanje v srediS¢no simetricnem gravitacijskemu polju

Oglejmo si gibanje delca v sredis¢no simetricnem gravitacijskemu polju. Kot pri ostalih
primerih gibanja v sredi§¢no simetri¢nem polju tudi tukaj gibanje poteka v eni sami “ravnini”,
ki gre skozi izhodisce; za to ravnino si bomo izbrali ravnino 6 = /2.

Tir delca bomo dolo¢ili z Hamilton-Jacobijevo enacbo:

.08 0S
k 2.2
ComagE ™ =0

kjer je m masa delca (maso telesa v sredis¢u polja pa bomo oznacevali z m'). Uporabimo g%
iz izraza (100.14) in dobimo naslednjo enacbo:

2 2 2
rg>—1 oS ( ) oS 1 [0S 9 9
-2 — ] —(1—-——= - == - =0 101.1
( r <08t AT Y (101.1)
kjer je ry = 2km/ ¢? gravitacijski polmer telesa v sredis¢u polja.
Hamilton-Jacobijeve enacbe se lotimo po obicajnem postopku, z nastavkom oblike

S=—-Et+ Mo+ S.(r), (101.2)

s konstantno energijo & in vrtilno koli¢ino M. Izraz (101.2) vstavimo v (101.1), dobimo
odvod dS,/dr, in ga integriramo:

S, = /\/ o <m202 + Af—j) (1 - %g)*l dr. (101.3)

Izraz za r = r(t) je podan z enacbo (glej Mehanika, §47) 05/0&y = konst., od koder dobimo
o

ot = L dr — (101.4)
mc/(l—r—w[(fﬂf (1 bt ) (1= )7

T mc

Samo tirnico dobimo iz ena¢be 9S/OM = konst, tako da je

¢ = / 2 M dr . (101.5)

Ta integral lahko zapiSemo z elipticnim integralom.

Pri gibanju planeta v privla¢nem polju Sonca vodi teorija relativnosti k izjemno majhnim
popravkom k Newtonovi teoriji, ker so hitrosti planetov zelo majhne v primerjavi s svetlobno
hitrostjo. V integrandu enacbe (101.5) za tirnico je to razvidno iz majhne vrednosti razmerja
re/r, kjer je ry gravitacijski polmer sonca. *

Relativisticne popravke k tirnici je najlaze izracunati tako, da zatnemo z izrazom (101.3)
za radialni del akcije, preden odvajamo po M.

Integracijsko spremenljivko transformiramo. Zapisemo

2 . r
r(r—rg) =1'", torej 7“—59%7"',

*Za Sonce je ry = 3km, za Zemljo pa ry = 0.9 cm.
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tako da postane ¢len z M? pod korenom oblike M?2/r' Y drugih ¢lenih naredimo razvoj po
potencah r4/r'. Do Zelene natancnosti tedaj velja

)2 2 2.2\ 72
1 1 3
S, = / [(25'm + %) + —(@mPm'k + 48" mry) - <M2 ey ; rg)] dr, (101.6)

kjer smo z namenom krajSega zapisa opustili pisanje Crtice pri 7’ in vpeljali nerelativisti¢no
energijo & (ki ne vsebuje mirovne energije).

Popravki v koeficientih prvih dveh ¢lenov pod korenom imajo razmeroma nezanimiv
uCinek: spremenijo zvezo med energijo in vrtilno kolic¢ino delca, ter parametre Newtonove
orbite (elipse). Popravki v koeficientu koli¢ine 1/r? pa imajo pomemben vpliv — ustvarijo
sistematicen (sekularen) premik perihelija orbite.

Tirnica je dolocena z enacbo ¢+ (0S,/0M) = konst. Sprememba kota ¢ po enem obhodu
planeta po orbiti je zato

0
oM
kjer je AS, ustrezna razlika v S,. Koli¢ino S, razvijemo po majhnem popravku koeficienta
1/r% in dobimo

Ag=———AS,, (101.7)

0y _ 3m2027"g2 8Sr(0)

AS, = AS, i EIVR

(101.8)

kjer AS,©) ustreza gibanju po zakljuceni elipsi, ki se ne premakne. Izraz odvajamo po M in
upostevamo, da je

0
A T(U) — Ao —9
8M S ()ZS 71-7
in dobimo
3rm?c?ry? 6k2m2m/?
A¢:2W+W:2W+W

Drugi ¢len je iskani kotni premik Newtonove elipse po enem obhodu, torej premik perihelija
orbite. Ce ga zapiSemo z dolzino a polovice dolge osi in z ekscentri¢nostjo elipse po enacbi

M2

2~ 21 =€)
dobimo *
6mkm’

Sedaj si oglejmo pot svetlobnega zarka v sredi§¢no simetricnem polju. Pot je dolocena z
ikonalno enacbo (87.9)
lka_@b(?_@b =0
dz' Oxk ’
ki se od Hamilton-Jacobijeve enacbe razlikuje le v tem, da je m enak ni¢. Zato lahko tirnico
zarka dobimo kar iz (101.5), ¢e postavimo m = 0; pri tem moramo namesto energije delca

*Numeric¢ni vrednosti premika, dolo¢eni z enacbo (101.9), sta za Merkur in za Zemljo enaki 43.0” oziroma
3.8” na stoletje.
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& = —(0S/0t) pisati frekvenco svetlobe wy = —(99/0t). Poleg tega namesto konstante M
vpeljemo konstanto p, definirano z p = ¢cM/wy. Dobimo

dr
¢:/T2 — (101.10)
p r

T

Ce zanemarimo relativisticni popravek (rg — 0), dobimo r = p/ cos ¢, torej enacbo pre-
mice, ki je od izhodisca oddaljena za p. Relativisticne popravke bomo dobili kot v predhodnem
primeru.

Radialni del ikonala je (glej (101.3)):

_w r2 - p2 )
Pr(r) = c /\/(r—rg)2 r(r—rg)d '

Naredimo enako transformacijo kot ob prehodu iz (101.3) k (101.6) in dobimo

2 2
b= [\ 2y

C T

Integrand razvijemo po potencah rg/r:

_ (0) ’l"gLLIO/ dr
b= 2 [ - ’

kjer ¢r(0) ustreza obiCajnemu ravnemu zarku.
Celotna sprememba k 1, med Sirjenjem zarka od zelo velika razdalje R do tocke r = p, ki
je najblizja sredisScu, in nazaj do velike razdalje R je enaka

Ay = A ©) 4 2790 o1 B
c p

Posledi¢no spremembo polarnega kota ¢ na celotni poti zarka dobimo z odvodom po M =
po/we:

LAy 0AY,0 2R
oM oM pV/R? — p?’

Konéno naredimo limito R — oo in upostevamo, da je pri ravnem zarku A¢ = 7. Dobimo

Ag =

2r
Ap =7+ L.
P
To pomeni, da je pod vplivom privlacnega polja svetlobni zarek ukrivljen: njegova tirnica
je krivulja, ki je konkavna proti srediscu, kot med asimptotama pa se od 7 razlikuje za

_2rg 4km"

p

8¢ (101.11)

z drugimi besedami, svetlobni zarek, ki mimo sredis¢a polja potuje pri razdalji p, se ukloni
za kot 0¢. *

*Za zarek, ki se dotakne povrsine Sonca, je d¢ = 1,75".
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8102 Gravitacijski kolaps kroglastega telesa

V Schwarzschildovi metriki (100.14) gre goo proti ni¢ in g1 proti neskonénosti, ko gre r protiry
(r = ry se imenuje “Schwarzschildova sfera”). To bi nam lahko dalo misliti, da mora obstajati
singularnosti prostorsko-casovne metrike in da je nemogoce, da bi telesa imela “polmer”, ki je
manjsi od gravitacijskega polmera za dano maso. TakSen zakljucek pa bi bil napacen. To je
razvidno ze iz dejstva, da determinanta g = —r*sin? § nima singularnosti pri r = ry, tako da
pogoj g < 0 (88.3) ni prekrsen. Pokazali bomo, da gre tu dejansko le za nezmoznost vpeljave
togega opazovalnega sistema za r < r,.

*

Pravi znacaj metrike prostora-¢asa na tem podro¢ju bomo nasli, * ¢e opravimo transfor-

macijo koordinat naslednje oblike:

CT:icti/f(T)ff, R:ct+/+. (102.1)
- (1—732) f(r)
Tedaj je
_ Ty
ds? = — f? (> dr? — f2dR?) — r2(d6? + sin® 0 d¢?).

Singularnosti pri r = 4 bomo odpravili, ¢e si izberemo taksno funkcijo f(r), da bo f(ry) = 1.
Ce je f(r) = \/rq¢/r, bo novi koordinatni sistem poleg vsega tudi sinhron (¢, = 1). Najprej
si izberemo zgornji znak v (102.1) in dobimo

_ £2 3/2
R—CT:/i(l fr)dr:/ Ldr:gr :
(1-12)r T 3rgl/?

5 2/3
r= <§(R - c7‘)> Tgl/?’ (102.2)

ali

(integracijsko konstantno, ki je odvisna od izbire izhodis¢a za merjenje Casa, postavimo na
ni¢). Diferencial lo¢ne dolzine je

2 4/3
df S(r- CT)] r,2/3(d6° + sin® 0 dg?). (102.3)

w-en)]” [2

2ryg

ds? =2 dr? —

V teh koordinatah singularnosti na Schwarzschildovi sferi [kateri ustreza enatba %(R -
ct) = rg4) ni vec. Koordinata R je povsod prostorska, 7 pa Casovna. Metrika (102.3) ni sta-
cionarna. Kot v vsakem sinhronem opazovalnem sistemu so ¢asovnice geodetke. To pomeni,
da so “testni” delci, ki mirujejo glede na opazovalni sistem, prosto gibajoci delci v danem
polju.

Izbranim vrednostim koli¢ine r ustrezajo svetovnice R—cr = konst (poSevne ravne Crte na
sliki 17). Svetovnice delcev, ki mirujejo glede na opazovalni sistem, so na skici prikazane kot
navpicne ¢rte; ko se delci gibljejo po teh ¢rtah, po konénem intervalu lastnega casa “padejo”
v notranjost polja (r = 0), kjer se nahaja dejanska singularnost metrike.

*Fizikalni pomen Schwarzschildove singularnosti je prvi razlozil D. Finkelstein (1958) z uporabo drugacne
pretvorbe. Metriko (102.3) pa je prvi naSel Lemaitre (1938).
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Slika 17:

Oglejmo si sirjenje radialnih svetlobnih signalov. Ena¢ba ds? = 0 (pri #, ¢ = konst) nam
da odvod d7/dR vzdolz zarka:

dr 1 r
c—— == =44,/2 (102.4)
1/3 ’
W (/o) r

oy

razlicna predznaka ustrezata dvema mejama svetlobnega stozca, katerega vrh je v izbrani
svetovni tocki. Ko je r > r4 (totka a na sliki 17), ukrivljenost teh mej zadosti pogoju
lcdr/dR| < 1, tako da ravna ¢rta r = konst (vzdolz katere velja |cdr/dR| = 1) pade v
notranjost stozca. V podroGju r < r, (toc¢ka a’) pa imamo |cdr/dR| > 1, tako da ¢rta
r = konst, svetovnica delca, ki miruje glede na sredisce polja, lezi zunaj stozca. Obe meji
stozca sekata Crto r = 0 pri konc¢ni razdalji in se ji priblizata vzdolz navpicne c¢rte. Ker
vzrocno povezani dogodki ne morejo lezati na svetovnici, ki je zunaj svetlobnega stozca, na
obmocju r < r, delci ne morejo mirovati. Vse interakcije in signali se tu Sirijo proti srediscu,
ki ga dosezejo po koncénem intervalu casa 7.

Ce bi izbrali spodnje predznake v (102.1), bi podobno dobili “razsirjajo¢” se opazovalni
sistem, v katerem se metrika od (102.3) razlikuje le pri predznaku koli¢ine 7. TakSen opa-
zovalni sistem ustreza prostoru ¢asu v katerem je (v obmogju r < ry) mirovanje ponovno
nemogoce, vsi signali pa se razSirjajo navzven iz sredisca.

Zgornje rezultate lahko uporabimo pri opisu obnaSanja masivnih teles v splosni teoriji
relativnosti.

Pri iskanju relativisti¢nih pogojev za ravnovesje sfericnega telesa ugotovimo, da za telo
z zadosti veliko maso stanje staticnega ravnovesja ni mogoce. * O¢itno se mora tak$no telo
brezmejno kréiti (to je “gravitacijski kolaps”). T

V opazovalnem sistemu, ki ni vezan na telo, in ki je v neskontnosti Galilejev [metrika
(100.14)], polmer srediscno simetricnega telesa ne more biti manjsi od r4. To pomeni, da se
v skladu z uro ¢t daljnega opazovalca polmer sesedajocega se telesa asimptoticno priblizuje
gravitacijskemu polmeru, ko gre t — oo. Hitro lahko poisc¢emo limitno obliko te odvisnosti.

Delec na povrsini sesedajocCega se telesa je ves ¢as podvrzen privlacnemu polju konstantne
mase m, ki je skupna masa telesa. Ko r — rg, postaja gravitacijska sila vedno vecja; gostota
telesa (in z njo pritisk) pa ostajata koncna. Zato bomo sile pritiska zanemarili in dolo¢ili

*Glej Statisticna fizika, prvi del, § 111.
TKljuéne lastnosti tega pojava sta prva opisala J. R. Oppenheimer in H. Snyder (1939).
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casovno odvisnost r = r(t) polmera telesa tako, da bomo obravnavali prosti pad testnega
delca v polju mase m.

Funkcija r(t), ki opisuje padanje v Schwarzschildovem polju, je podana z integralom
(101.4), kjer moramo za povsem radialno gibanje vstaviti M = 0. Ce se padec zacne pri
razdalji g od sredis¢a s hitrostjo ni¢ ob nekem ¢asu tg, je energija delca £ = mc?\/1 — rq/T0,
“razdaljo” r pa bo dosegel ob ¢asu ¢, dolocenim z

re [T
c(t —tg) = /1 -2 : (102.5)
o Tg

Integral divergira kot ryIn(r — ry), ko gre r — r4. Tako dobimo asimptoticno formulo, ki
podaja priblizevanje r k r,:
r — 1y = konst e~ (ct/r9), (102.6)

V zadnji fazi se polmer sesedajoCega se telesa priblizuje gravitacijskemu polmeru z ekspo-
nentno ¢asovno odvisnostjo z zelo kratkim karakteristicnim casom ~ r,/c.

Ceprav gre hitrost sesedanja, ki jo opazujemo od zunaj, asimptoti¢no proti ni¢, hitrost
v padanja delcev, merjena v lastnem ¢asu, nara$ca in se priblizuje svetlobni hitrosti. Po

definiciji (88.10) velja:
(2]
goo \ dt

Komponenti g1 in gop vzamemo iz (100.14), dr/dt pa iz (102.5), pa dobimo

v2 1T
1_0_2:1—é' (102.7)

To

Z vidika zunanjega opazovalca traja priblizevanje k gravitacijskemu polmeru neskonéno
dolgo, merjeno z lastnim Casom (torej s ¢asom v opazovalnim sistemom, ki se sogiblje s
telesom) pa koncéno dolgo. To je razvidno Ze iz zgornjega opisa, lahko pa to preverimo tudi z
neposrednim izracunom lastnega casa 7, z invariantnim integralom

1
dt? 2
cT = / ds = / [CQQOOW —i—gn] dr.

Vzamemo dr/dt za padajoci delec iz (102.5) in dobimo lastni ¢as za padec od ry do r, ki je

1
1 2
T_m:_/‘Cﬁ_ﬁ> dr. (102.8)
C ro T To

Ta integral konvergira, ko gre r — 7.

Telo se bo kréilo tudi po tem, ko bo doseglo gravitacijski polmer (merjeno z lastnim
¢asom) in v kon¢nem casu bodo dosegli sredisce vsi delci; vsak trenutek, ko se del snovi
sesede v srediSce, je prava singularnost prostorsko-Casovne metrike. Tega procesa sesedanja
telesa v notranjosti Schwarzschildove sfere pa mi kot zunanji opazovalec ne moremo videti.
Trenutek, ko povrsina telesa preide Schwarzschildovo sfero, ustreza t = oo; lahko bi rekli,
da se za oddaljenega opazovalca celoten proces kolapsa v notranjosti Schwarzschildove sfere
zgodi “po neskonCnem casu” — to je skrajni primer relativnosti ¢asa. Pri tem ni nobenega
logicnega protislovja. To je povsem v skaldu z zgornjo ugotovitvijo o lastnosti opazovalnega
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sistema, ki se kréi: v tem sistemu noben signal ne izhaja iz Schwarzschildove sfere. Delci
in svetlobni zarki lahko sfero sekajo (v sogibljivem opazovalnem sistemu) v eni sami smeri
— proti notranjosti, ko pa so enkrat tam, ne morejo ve¢ ven. TakSen “enosmerni ventil” se
imenuje dogodkovno obzorje.

Zunanji opazovalec bo poleg kréenja proti gravitacijskemu polmeru videl tudi “ustavljanje”
telesa. Cas §irjenja signalov, ki odidejo s telesa, gre proti neskonénosti: za svetlobni signal
velja cdt = dr/(1 —ry/r), cas Sirjenja signala od r do r¢ > r pa je podan z integralom

o (q _
cAt = / - ro —r +1gln fo—" Tg, (102.9)
s 11— =Ty

ﬁ|§

ki [tako kot integral (102.5)], divergira, ko 7 — r,. Intervali lastnega Casa na povrsini telesa
so skrajsani v primerjavi z intervali casa ¢ oddaljenega opazovalca, po razmerju

Voo =/1 —1y/r;

to pomeni, da ko r — 74, so vsi procesi na telesu za zunanjega opazovalca videti “zamrznjeni”.

Frekvenca spektralne ¢rte, ki jo oddaja telo, in ki jo zazna oddaljeni opazovalec, je
zmanjsana, kar je posledica ne le gravitacijskega rdecega premika temvec tudi Dopplerjevega
premika zaradi gibanja izvora, ki pada proti sredis¢u skupaj s povrsino krogle. Ko je polmer
krogle Ze blizu r, (tako da je hitrost padanja ze blizu svetlobne), ta pojav zmanjsa frekvenco

svetlobe za faktor
v?2 v 1 v?2
,/1——/(1 —)z—m——.
c? + c 2 c?

Zaradi skupnega ucinka obeh pojavov opazovana frekvenca zato pada proti nic, ko gre r — rg,
kot
w = konst (1 - %") . (102.10)

Z vidika oddaljenega opazovalca vodi gravitacijski kolaps k “zamrznjenemu” telesu, ki v
okoliski prostor ne posilja signalov, in ki z zunanjim svetom interagira le preko njegovega
staticnega gravitacijskega polja. Taksno tvorbo imenujemo ¢rna luknja ali kolapsar.

Za konec Se ena opomba o metodologiji. Videli smo, da v sredis¢nem polju v vakuumu
“sistem zunanjega opazovalca”, ki je v neskon¢nosti inercialen, ni popoln: v njem ne moremo
opisati svetovnic delcev, ki se gibljejo v notranjosti Schwarzschildove sfere. Metrika (102.3)
velja tudi v notranjosti Schwarzschildove sfere, vendar tudi ta sistem v nekem smislu ni popoln
V tem sistemu si oglejmo radialno gibanje delca, ki se od sredis¢a oddaljuje. Ko 7 — oo gre
njegova svetovnica proti neskoncénosti, ko pa 7 — —oo se mora ta asimptoti¢no priblizevati
r = 14, ker je v tej metriki znotraj Schwarzschildove sfere mozno le gibanje proti sredis¢u. Po
drugi strani lahko delec pride od r = r, do poljubne dane tocke r > 7, v kon¢nem intervalu
lastnega casa. Merjeno z lastnim Casom se mora delec priblizati Schwarzschildovi sferi od
znotraj preden se lahko za¢ne gibati zunaj nje; vendar ta del zgodovine delca ne more biti
opisan v tem opazovalnem sistemu.

Poudariti moramo, da je vzrok te nepopolnosti formalna obravnava metrike polja, za
katero smatramo, da jo ustvarja tockasta masa. V pravem fizikalnem pojavu, na primer pri
sesedanju razseznega telesa, te nepopolnosti ni: resitev, ki jo dobimo z lepljenjem metrike
(102.3) na reSitev znotraj snovi, bo seveda popolna in bo opisovala celotno zgodovino vseh
moznih gibanj delcev. (Svetovnice delcev, ki se gibljejo na obmocju r > r4 v smeri proti
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srediScu se nujno zacnejo na povrsini sfere, Se preden se ta skréi pod polmer Schwarzschildove
sfere.)

NALOGE

NALOGA 1. Dolo¢i polmer krozne orbite delca, ki se giblje v polju ¢érne luknje (S. A. Kaplan,
1949).

Resitev: Casovna odvisnost = r(t) za delec, ki se giblje v Schwarzschildovem polju je podana z
(101.4), kar lahko v diferencialni obliki zapisemo kot

1 dr
1—ryredt

e o202

(m je masa delca, ry, = 2km'/c? je gravitacijski polmer telesa v izhodis¢u, ki ima maso m'). Funkcija
U(r) igra vlogo “efektivne potencialne energije”. Pri tem imamo v mislih, da pogoj & > U(r) doloca
dopustno obmoc¢je gibanja (podobno kot v nerelativisti¢ni teoriji). Slika 18 prikazuje krivulje U(r) za
razlicne vrednosti M vrtilne koli¢ine delca.

L oo 2¢,\11/2
g, b0 ~ U] 2, (1)

pri Cemer je

u(r)
n"c2
I
. :/\
|
"IM=2nTr g
e r/rg
0.9 i V3nerg
I M:=0
0.8
I
0.7 L
Slika 18:

Krivinski polmeri orbit in ustrezne vrednosti & in M so dolo¢ene z ekstremi funkcije U(r), pri
Cemer minimum ustreza stabilni, maksimum pa nestabilni orbiti. Skupna resitev enach U(r) = &,
U'(r) = 0 nam da

M2 3m2027“2
L= 11—
g m2c*r; M

2
S = Mec —(1—r—9),
Ty r

kjer se zgornji predznak nanaSa na stabilno, spodnji pa na nestabilno orbito. Stabilna orbita, ki je
najblizja izhodiscu, je opisana s parametri

r = 3ry, M:\/gmcrg, & = gmc2.
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L
g
20
15
10
5
: M
\/§ 2 3 m:rg

Slika 19:

Najmanjsi polmer nestabilne orbite je 3r,/2 in ga dosezemo v limiti M — oo, & — oo. Slika 19
prikazuje odvisnost r/ry od M/mecry; zgornja veja ustreza stabilni, spodnja pa nestabilni orbiti. *

NALOGA 2. V primeru gibanja v enakem polju kot v prvi nalogi dolo¢i presek za gravitacijsko
ujetje (a) nerelativisticnega, (b) ultrarelativisticnega delca, ki prihaja iz neskonc¢nosti (Ya. B. Zeldovic¢
in I. D. Novikov, 1964).

Resitev: (a) Pri nerelativisti¢ni hitrosti vs, (v neskonénosti) je energija delca & ~ mc?. Iz slike 18
lahko razberemo, da ¢rta & = mc? lezi nad vsemi krivuljami potencialne energije z vrtilno koli¢ino
manjso 2mcry, torej vsemi tistimi s parametrom trka p manjsim od 2cr,/ve. Vsi delci s taksnimi
vrednostmi p so gravitacijsko ujeti: dosezejo Schwarzschildovo kroglo (asimptoti¢no, ko gre ¢ — c0) in
se ne vrnejo ve¢ v neskonc¢nost. Presek za ujetje je

e\ 2
o= 471'7"3 — ) .
Voo

(b) V enacbi (1) prve naloge dosezemo prehod k ultrarelativisticnemu delcu (ali k svetlobnemu
zarku) z limito m — 0. Vpeljemo $e parameter trka p = c¢M /&y in dobimo:

LAy Py
1—Zecdt r2 r3

Meje radialnega gibanja (obracalis¢a) so dolocene z niclami izraza pod korenom. Meje kot funkcija
parametra p so narisane na sliki 20; obmocja moznega gibanja ustrezajo delu ravnine, ki ni értano.
Krivulja ima minimum v tocki
3v3 3
p = T’I“g, r= Erg.
Pri manjsih vrednostih parametra trka delec ne doseze obracalisca, torej pride do Schwarzschildove

sfere. Presek za ujetje je torej
27

O = —/T7r,.

4 g9

8103 Gravitacijski kolaps krogle prahu

Obravnava poteka spreminjanja notranjega stanja sesedajoCega se telesa (ki vkljucuje tudi
njegovo skréenje pod Schwarzschildov polmer) zahteva reSevanje Einsteinovih enacb gravitaci-

*Za primerjavo naj spomnimo, da je v Newtonovem polju krozna orbita mozna (in stabilnaz) pri poljubni
oddaljenosti od sredis¢a (pri tem je polmer povezan z vrtilno koli¢ino po enacbi r = M2/km'm )
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Slika 20:

jskega polja v snovi. V sredi$¢no simetricnem primeru lahko enacbe polja reSimo splosno, ¢e
zanemarimo pritisk v snovi: p = 0 (R. Tolman, 1934). Ceravno ta priblizek v splosnem ni
dopusten v realnih primerih, je vseeno splosna resitev te naloge metodolosko zelo zanimiva.
Ko smo pokazali v 97, lahko v prasni snovi (angl. dustlike medium) izberemo opazovalni
sistem, ki je tako sinhron kot sogibljiv. * Cas in radialno koordinato v taksnem sistemu
ozna¢imo z 7 in R. Sferi¢no simetriéni diferencial loéne dolzine zapisemo v obliki f

ds? = dr? — R dR? — #2(7, R)(d6? + sin” 0 d¢?). (103.1)

Funkcija r(7, R) je “polmer”, ki je definiran tako, da je 2mr obseg kroga s sredistem v
izhodiscu. Oblika (103.1) enolicno doloca 7, omogoca pa e poljubno transformacijo radi-
alne komponente oblike R = R(R).

Po izracunu komponente Riccijevega tenzorja za to metriko dobimo naslednji sistem Ein-
steinovih enach:

—e ™M g 2ri 472 41 =0, (103.2)

—%(27“” —r'N) + % + A+ ’\; + % =0, (103.3)
—%(27“7“" +r7 ' N) + %2(7"7'").\ + 72 + 1) = Snke, (103.4)
27 — Ar' =0, (103.5)

kjer ¢rtica oznacuje odvajanje po R, pika pa odvajanje to 7.
Enacbo (103.5) lahko takoj integriramo po ¢asu in dobimo

12
A _ ’r‘
=R (103.6)

*Snov se more gibati “brez vrtenja” (glej opombo na strani 288). V obravnavanem primeru je ta pogoj
gotovo izpolnjen, saj se lahko zaradi krogelne simetrije snov giblje le v radialni smeri.

'V tem razdelku je ¢ = 1.

Glej peto nalogo v § 100. Enacbe (103.2)-(103.5) dobimo, ¢e v enacbah (2)-(5) iz naloge postavimo v = 0,
e’ =72, p=0. Opazimo, da druga izmed enacbh (6) v isti nalogi postane v’ = 0, torej v = v(7), e je p = 0.
Ostane nam Se nekaj poljubne izbire v metriki (1) pri izbiri 7: to poljubnost lahko izkoristimo, da postavimo
v na ni¢, kar ponovno dokazuje moznost vpeljave sinhrono sogibljivega opazovalnega sistema.
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kjer je f(R) poljubna funkcija, ki jo omejuje le pogoj 1 + f > 0. Ta izraz vstavimo v (103.2)
in dobimo
2rit 472 — f =0

[Ce izraz vstavimo v (103.3), ne dobimo ni¢ novega]. Prvi integral te enacbe je

T"2 — f(R) + , (103.7)

kjer je F(R) druga poljubna funkcija. Zato je

T:i/\/%.

Funkcijo r(7, R), ki jo dobimo po integraciji, lahko zapisemo v parametriéni obliki

F F .
r= ﬁ(coshn -1), (R)—7= T (sinhn —n) za f >0, (103.8)
F
7":_—2]0(1_‘305’7)’ T()(R)—T:W(n—sinﬂ) za [ <0, (103.9)
kjer je 7o(R) ponovno poljubna funkcija. Ce je f =0, je
9F 1/3
r= (%) w2, g =0 (1010

V vseh primerih dobimo, ¢e vstavimo (103.6) v (103.4) in izlo¢imo f s pomocjo (103.7),

naslednji izraz za gostoto snovi: *
!

8mke =

3 (103.11)

Enacbe (103.6)-(103.11) dolocajo iskano splosno resitev. T Ugotovimo lahko, da je odvisna
le od dveh “fizikalno razlicnih” poljubnih funkcij: ¢eprav se v resitvi pojavljajo tri funkcije
f, F in 79, lahko koordinato R pretvorimo s poljubno transformacijo R = R(R'). To stevilo
ustreza dejstvu, da lahko povsem splosno sredi§éno simetricno porazdelitev snovi podamo z
dvema funkcijama (porazdelitev gostote in radialne hitrosti snovi), medtem ko prosto grav-
itacijsko polje s sredis¢no simetrijo ne obstaja.

Ker se opazovalni sistem sogiblje s snovjo, vsakemu delcu ustreza dolocena vrednost R;
funkcija r(7, R) za to vrednost R doloca gibalni zakon za dani delec, medtem ko je 7 njegova
radialna hitrost. Pomembna lastnost dobljene resitve je ta, da lahko z izbiro poljubnih funkcij,
ki v njej nastopajo, na intervalu od 0 do nekega Ry popolnoma dolo¢imo obnasanje krogle s
tem polmerom; obnaSanje ni odvisno od vrednosti funkcij za R > Ry. Takoj dobimo reSitev

*Funkcije F, f, o morajo zadostiti le pogojem, ki zagotavljajo, da so e, r in € pozitivne koli¢ine. Poleg
zgoraj omenjenega pogoja, da je 1+ f > 0, od tod sledi tudi, da je F > 0. Predpostavili bomo $e, da je F' > 0,
r" > 0; s tem bomo izkljuéili primere, ki vodijo k krizanju krogelnih plasti snovi med njihovim radialnim
gibanjem.

tNe vkljutujejo pa posebnega primera, ko je r = r(7) in ni odvisen od R, zato se enacba (103.5) poenostavi
na identiteto; glej V. A. Ruban, JETP, 56, 1914 (1969); Soviet Phys. JETP, 29, 1027 (1969). Ta primer pa
ne ustreza pogojem kolapsa kon¢nega telesa.
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naloge v notranjosti za poljubno konéno kroglo. Celotna masa krogla je podana z integralom

(glej (100.24))
T(T,Ro) Ry
m = 47r/ er?dr = 47r/ er’r’ dR.
0 r

Vstavimo (103.11) in opazimo, da je F'(0) = 0 (ko je R = 0, mora veljati 7 = 0), in dobimo

_ F(R)
™= ok

, ry = F(Rp) (103.12)

(rq je gravitacijski polmer krogle).

Ce je F' = konst # 0, iz (103.11) dobimo e = 0, tako da regitev velja za prazen prostor, kar
pomeni, da opisuje polje tockaste mase (ki se nahaja v srediscu in je singularnost metrike).
Ce postavimo F = re, f =0in 79 = R, dobimo metriko (102.3). *

Enac¢be (103.8)—(103.10) opisujejo tako kréenje kot razsirjanje krogle (kar je odvisno od
obsega vrednosti, ki jih zavzame parameter 7); obe moznosti sta veljavni resitvi enacb polja.
Pomemben primer obnaSanja nestabilnega masivnega telesa je krcéenje — gravitacijski kolaps.
Resitve (103.8)—(103.10) so zapisane tako, da se telo seseda, ko 7 narasca in gre proti 7p.
Trenutek 7 = 79(R) ustreza prihodu v srediiCe snovi, katere radialna koordinata je R (kjer
mora veljati 7o’ > 0).

Lastnosti metrike v notranjosti krogle v limitnem primeru, ko 7 — 79(R), so enake za vse
tri primere (103.8)-(103.10):

9F\ /3 ) oF\ ' gy
~ (2L _2B N2 (2 _To o \-1/3
T ( 1 ) (to —7)°, e ( 3 > m(m T) . (103.13)

To pomeni, da gredo vse radialne razdalje (v sogibljivem opazovalnem sistemu, ki ga tu
uporabljamo) proti neskon¢nosti, tangentne razdalje pa gredo proti 0 (kot 7 — 7¢). t Zato
gostota snovi narasca preko vseh mej: *
2F'
8rke  —————. 103.14
3F1y' (19 — 7) ( )

Ugotovili smo torej, da se celotna porazdelitev snovi sesede v sredisce, kar je v skladu z
nasimi opazanji v 102. §

V posebnem primeru, ko je 79(R) = konst (tedaj vsi delci dosezejo sredisce socasno), ima
matrika v notranjosti sesedajoce se krogle drugacen znacaj. V tem primeru velja

9F\ /3 ) (2)1/3 F
~ (25 23 A2 2 e 273
T < 3 ) (o —7)%7, e 3 2 [F2/3 /—1+f(T0 )7, (103.15)
4
87Tk€ ~ m

*Primer, ko je F' = 0 (in iz (103.7) sledi r = /f(7 — 70)) ustreza odsotnosti polja; s primerno pretvorbo
spremenljivk lahko metriko spravimo v Galilejevo obliko.

fGeometrija v “ravnini”, ki poteka skozi sredise, je enaka geometriji na stozéasti rotacijski ploskvi, ki se s
casom razteguje vzdolz tvorilk in kréi vzdolz mejnih kroznic.

tDejstvo, da pride do gravitacijskega kolapsa ne glede na to, kaksno maso ima krogla, je pricakovana
posledica tega, da smo zanemarili pritisk. O¢itno je, da je za € — oo privzetek, da je snov praSnata, s
fizikalnega vidika nesprejemljiv; morali bi uporabiti ultrarelativistiéno enacbo p = €/3. Vseeno pa je jasno,
da so splosne lastnosti limitnih zakonov stiskanja v veliki meri neodvisne od enacbe stanja snovi (glej E. M.
Lifshitz in I. M. Khalatnikov, JETP 39, 149, 1960; Soviet Phys. JETP, 12, 108, 1961).

$Primer, ko je 7o = konst med drugim vkljucuje tudi sesedanje povsem homogene krogle — glej naloge.
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torej ko gre 7 — 79, gredo vse razdalje, tako tangentne kot radialne, proti ni¢ kot ~ (79 —
7)2/3: gostota snovi gre proti neskonénosti kot (7o — 7) 2 in v tej limiti postane porazdelitev
homogena.

Naj opozorimo na to, da v vseh primerih trenutek prehoda povrsine sesedajoce se krogle
preko Schwarzschildovega polmera [r(7, Ry) = r,] nima posebnega pomena za notranjo di-
namiko (ki jo opisuje metrika v sogibljivem opazovalnem sistemu). V vsakem trenutku pa
je dolocen del krogle ze pod “dogodkovnim obzorjem”. Tako kot F'(Ry) doloca gravitacijski
polmer celotne krogle (enacba (103.12)), dolo¢a F(R) za poljubno vrednost R gravitacijski
polmer dela krogle znotraj povrsine krogle R = konst; ta del krogle je ob vsakem trenutku
dolocen s pogojem (7, R) < F'(R).

Na koncu bomo pokazali Se, kako lahko s temi enacbami reSimo nalogo, ki smo jo opisali
na koncu 102: konstruirali bi radi ¢imbolj popoln opazovalni sistem za polje tockaste mase.

Konstrukcijo bomo zaceli z metriko v vakuumu, ki lahko vsebuje tako obmocja prostora-
casa, ki se krcijo, kot obmocja, ki se razsirjajo. Enacba (103.8) je taksna resitev, v njej pa
moramo postaviti F' = konst = r,. Izberemo Se

*

1 s

-__ - — L ()32
f (R/Tg)2+1, 70 2r9( f) )
in dobimo
1 2
- (R—2+1> (1 —cosn),
Ty 2 \ry
) 3/2 (103.16)
LN .
rg 2 \rg? T s

kjer parameter 7 te¢e po vrednostih od 0 do w. Tedaj ¢as 7 (pri danem R) monotono pada,
r pa nara$ca od ni¢, doseze maksimuin, in nato ponovno pade na nic.

Na sliki 21 ¢rte ACB in A'C'B’ ustrezajo tocki 7 = 0 (oz. vrednostma parametra n = 27
in 7 =0). Krivulji AOA’ in BOB’ predstavljata Schwarzschildovo sfero r = r,. Med A'C'B’
in A’OB’ je obmocje prostora-casa, v katerem je mo’no le gibanje stran od sredis¢a, med
ACB in AOB pa obmogdje, kjer je dopustno le gibanje proti srediscu.

Svetovnica delca, ki v tem opazovalnem sistemu miruje, je navpic¢na ¢rta (R = konst).
Zacne se pri r = 0 (toc¢ka a), Schwarzschildovo sfero seka v tocki b, najvecjo oddaljenost

{7‘ =7y (5—22 + 1)] doseze ob ¢asu 7 = 0, nato pa delec za¢ne padati proti Schwarzschildovi

sferi, skozi katero gre v tocki ¢, in ponovno pride k » = 0 (tocka d) ob ¢asu

R2 3/2
= rgg <— + 1) . (103.17)

r¢?

Ta opazovalni sistem je popoln: oba konca svetovnice poljubnega delca, ki se giblje v polju,
se nahajata v pravi singularnosti » = 0, ali pa gresta v neskon¢nost. Nepopolna metrika
(102.3) opisuje le obmocje, ki je desno od krivulje AOA’ (ali levo od BOB’), “razsirljiv”
opazovalni sistem pa opisuje obmocje desno od BOB' (ali levo od AOA'). Schwarzschildov
opazovalni sistem z metriko (100.14) opisuje le obmocje desno od BOA' (ali levo od AOB').

*Taksen sistem je prvi nasel M. Kruskal z uporabo drugih spremenljivk (M. Kruskal, Phys. Rev. 119, 1743,
1960). Obliko resitve, ki jo bomo opisali tukaj in v kateri je opazovalni sistem sinhron, je nasel I. D. Novikov,
1963.
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A T B
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Slika 21:
NALOGA

Poisci resitev v notranjosti za gravitacijsko sesedanje prasnate homogene krogle, v kateri snov na
zacetku miruje.
Resitev: Vpeljemo
T =konst, f=—sin?R, F =2aqsin®R,

in dobimo
r=apsin R(1 —cosn), T — 7o =ag(n— siny) (1)

(radialna koordinata R je brezdimenzijska in zavzame vrednosti od 0 do 27). Gostota je tedaj

6
S 2
Smhe a2(1 — cosn)?’ @

in je pri izbranem 7 neodvisna od R, tako da je krogla homogena. Metriko (103.1) lahko zapisemo z
r iz enacbe (1) kot
ds® = dr? — a®(7)[dR? + sin® R(d#? + sin® 0 d¢?)), (3)

a = ap(l — cosn).

Poudarimo naj, da je metrika enaka Friedmannovi resitvi za metriko vesolja, ki je celo napolnjeno z
homogeno prasnato snov (§ 112)— to je povsem pri¢akovano, saj ima krogla, ki jo izrezemo iz homogene
porazdelitve snovi, sredis¢no simetrijo. *

Na zatetku postavljeni pogoj lahko izpolnimo z (1), ¢e primerno izberemo konstanti ag in 79.
Zaradi prikladnosti spremenimo parameter (n — 7 — 7)) in resitev zapisemo v obliki

rosin R 0

= 1 =
! 2sinR0( +eosm), T 2sin Ry

(n + sinn), (4)

kjer je [po (103.12)] gravitacijski polmer krogle enak r, = rysin® Ry. Na zagetku (7 = 0, n = 0) snov
miruje (1 = 0), 27rg = 27r(0, Ry) pa je zacetni obseg krogle. Do kolapsa snovi v sredisce pride ob
Casu 7 = 7rp /2 sin Ry.

Cas t v opazovalnem sistemu oddaljenega opazovalca (Schwarzschildov opazovalni sistem) je z
lastnim ¢asom 7 na krogli povezan preko

dr?

dr? = (1- 1) R

*Metrika (3) ustreza prostoru, ki ima povsod enako pozitivno ukrivljenost. Po analogiji dobimo, ce
postavimo f =sinh® R, F = 2a¢sinh® R, resitev, ki ustreza prostoru, ki je povsod enako negativno ukrivljen.

Polje, v. 1



320 POLJE GRAVITIRAJOCIH TELES 104

kjer imamo z r v mislih vrednost (7, Ro), ki ustreza povrsini krogle. Z integracijo te enacbe dobimo
naslednji izraz za t kot funkcijo nekega parametra :

t cot Ry + tan 2
— =ln—————2 + cot Ry | + ——— (1 +sin 5
g cot Ry — tan o177 sin? Ry (n " ®)

pri Cemer Cas t = 0 ustreza casu 7 = 0). Prehod povrsine krogle onkraj Schwarzschildove sfere
g
r(t, Ry) = ry) ustreza vrednosti parametra 7, doloceni z enacho
g

. r .
cos® n_le _ sin® Ry.
2 To

Ko se priblizujemo tej vrednosti, gre ¢as t proti neskonénosti, kar je v skladu z opombami v § 102. *

8104 Gravitacijski kolaps teles, ki niso okrogla, in vrtecih se
teles

Vsi rezultati v predhodnih dveh razdelkih veljajo izklju¢no za telesa, ki so povsem krogelno
simetri¢na. S preprostimi argumenti lahko pokazemo, da kvalitativna slika gravitacijskega
kolapsa velja tudi za telesa, ki od krogelne simetrije malo odstopajo (A. G. Doroshkevich, Ya.
B. Zel’dovich in I.D. Novikov, 1965).

Najprej si bomo ogledali telesa, ki od krogelne simetrije odstopajo zaradi nesimetri¢ne
porazdelitve snovi, kot celota pa se ne vrtijo.

Ocitno je, da ¢e je masivno srediS¢no simetricno telo gravitacijsko nestabilno, mora to
veljati tudi v primeru majhnega odstopanja od simetrije, zato se bodo tudi takSna telesa
sesedla. Sibko asimetrijo lahko obravnavamo kot majhno motnjo in opazujemo, kaj se z njo
dogaja (v sogibljivem opazovalnem sistemu) med sesedanjem telesa. Motnje z narascajoco
gostoto telesa naraScajo. Vendar Ce je motnja na zacetku sesedanja zadosti majhna, bo
majhna tudi ob tistem casu, ko bo telo doseglo gravitacijski polmer; v 103 smo pokazali,
da ta trenutek nima posebnega pomena za notranjo dinamiko sesedajocega se telesa, gostota
telesa pa je seveda e vedno koncna. |

Ker so motnje v notranjosti telesa majhne, je tudi motnja zunanjega sredis¢no simetricnega
gravitacijskega polja, ki ga telo ustvarja, majhna. To pomeni, da povrsina “dogodkovnega ob-
zorja”, Schwarzschildova sfera, ostane skoraj nespremenjena in ni¢ ne preprecuje sesedajotemu
se telesu, da bi jo preckal (v sogibljivem opazovalnem sistemu).

Zunanji opazovalec ne more dobiti nobene informacije o nadaljnji rasti motnje v notran-
josti telesa, ker noben signal ne more zapustiti obmocja znotraj dogodkovnega obzorja; celoten
potek je za oddaljenega opazovalca “neskon¢no upocasnjen”. Od tod pa sledi, da mora glede
na zunanji opazovalni sistem gravitacijsko polje sesedajocega se telesa postajati stacionarno,
ko se telo asimptoticno priblizuje gravitacijskemu polmeru. Karakteristi¢ni cas za to je zelo
kratek (~ r4/c); predpostavimo lahko, da se v tem Casu v zunanjem prostoru nahajajo le
motnje, ki so nastale predhodno v sredi§¢no simetricnem polju. Vse motnje pa se morajo
s Casom porazgubiti v prostoru v obliki gravitacijskih valov, ki gredo v neskon¢nost (ali pa
preko dogodkovnega obzorja).

*Funkcija r(7, Ro), dolo¢ena z enacbo (4) je seveda enaka funkciji, ki jo izratunamo z uporabo zunanje
metrike in je podana z integralom (102.8). Isto velja tudi za funkcijo ¢(r), doloCeno z enacbama (4) in (5);
enaka je funkciji, podani z integralom (102.5).

fCasovni razvoj motenj v nestacionarnih, neomejenih homogenih porazdelitvah snovi bomo obdelali v § 115
(dobljene enacbe bodo veljavne tako za Sirjenje kot za kréenje). Nehomogenosti nemotene porazdelitve ali
neskon¢ni obseg telesa ne bodo vplivali na zakljucke, do katerih bomo tam prisli.
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V zunanjem gravitacijskem polju porajajoce se ¢rne luknje tudi ne more biti ¢asovno
neodvisnih staticnih motenj. Do takSnega zakljucka pridemo z analizo konstantnih motenj
Schwarzschildove sfere v vakuumu. Analiza pokaze, da v primeru staticne motnje vsaka
motnja (ki v neskoncénosti pada proti ni¢) narasca prek vseh meja v blizini Schwarzschildove
sfere primera brez motnje; * vendar, kot smo Ze dejali, v naSem primeru ni razloga, da bi
pricakovali velike motnje zunanjega polja.

Odklone porazdelitve snovi telesa od krogelne simetrije opiSemo s kvadrupolnim in vi§jimi
multipolnimi momenti porazdelitve; vsak od njih prispeva k zunanjemu gravitacijskemu polju.
Nasa trditev je, da se vse taksne motnje zunanjega polja zadusijo v koné¢nih stadijih (z vidika
zunanjega opazovalca) kolapsa. | Nastajajote gravitacijsko polje érne luknje je ponovno
srediScno simetricno Schwarzschildovo polje, ki ga doloca le celotna masa telesa.

Vprasanje kon¢ne usode telesa po kolapsu pod polmer dogodkovnega obzorja (ki ni opa-
zljivo iz zunanjega opazovalnega sistema) ni povsem jasno. Verjetno lahko tudi v tem primeru
trdimo, da se kolaps konc¢a v pravi singularnosti prostorsko ¢asovne metrike, vendar je ta sin-
gularnost povsem drugacne vrste kot v srediS§¢no simetricnem primeru. To vprasanje pa do
danes Se ni povsem razreSeno.

Oglejmo si primer, v katerem Sibka motnja krogelne simetrije ni povezana s porazdelitvijo
snovi, temvec z vrtenjem telesa kot celote; predpostavka majhne motnje tu pomeni, da mora
vrtenje biti zadosti pocasno. Ze na zacetku lahko trdimo, da zaradi ohranitve skupne vrtilne
koli¢ine telesa M polje ¢rne luknje ne more biti odvisno le od mase telesa. Temu ustreza
dejstvo, da med stacionarnimi (vendar ne stati¢nimi) ¢asovno neodvisnimi motnjami srediséno
simetriCnega gravitacijskega polja obstaja eno, ki ne naraSca prek vseh meja, ko r — r,. Ta
motnja je natanko tista, ki ustreza vrtenju telesa, in jo opiSemo tako, da k Schwarzschildovemu
metricnemu tenzorju g;, (v koordinatah 20 = t, 2! = r, 22 = 0, 2> = ¢) dodamo majhno
izvendiagonalno komponento *

goz = M 20 (104.1)
(glej nalogo v 105). Ta izraz velja (v zunanjem prostoru) tudi ko se telo priblizuje gravitaci-
jskemu polmeru, zato bo gravitacijsko polje pocasi vrtece se ¢rne luknje (v prvem priblizku po
majhni vrtilni koli¢ini M) enako sredis¢no simetricnemu Schwarzschildovemu polju z majhnim
popravkom (104.1). To polje ni ve¢ stati¢no, temveé le stacionarno.

Ce je gravitacijski kolaps mozen za majhne odklone od krogelne simetrije, potem je mogoé:
tudi kolaps enake vrste (s skrcitvijo telesa onkraj dogodkovnega obzorja) tudi na nekem
kon¢no velikem obmocju odmikov od krogelne simetrije; pogoji, ki dolo¢ajo to obmocje, Se
niso poznani. Neodvisno od teh pogojev lahko trdimo, da so z vidika zunanjega opazovalca
lastnosti dobljenega nebesnega telesa (rotacijskega kolapsarja) neodvisne od vseh lastnosti
zacetnega telesa, razen njegove celotne mase m in vrtilne kolicine M. ¥ Ce se telo kot

*Glej T. Regge in J. A. Wheeler, Phys. Rev. 108, 1063 (1957). Poudarimo, da je tu govora o motnjah,
ki izvirajo iz telesa samega. Robni pogoj v neskonc¢nosti izkljucuje primere, pri katerih bi staticna motnja
nastala zaradi zunanjih vzrokov: v tem primeru vi majhne motnje preprosto deformirale Schwarzschildovo
kroglo, brez da bi spremenile njene kvalitativne lastnost, pa tudi prave prostorsko-casovne singularnosti ne
morejo povzroCiti na njej.

fZakon, ki opisuje dusenje, je zapisan v R. H. Price, Phys. Rev. D, 5, 2419, 2439 (1972). Zagetne 2' polne
stati¢ne motnje zunanjega gravitacijskega polje med kolapsom padajo kot 1/t%%2.

1V tem razdelku velja dogovor, da je ¢ = 1.

¥Da ne bo sporazuma, moramo bralca spomniti, da smo iz obravnave izkljucili telesa, ki nosijo naboj, ki ni
kompenziran.
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celota ne vrti (M = 0), potem bo zunanje gravitacijsko polje kolapsarja sredis¢no simetri¢no
Schwarzschildovo polje. *

Gravitacijsko polje vrtece se ¢rne luknje podaja naslednja osno simetricna stacionarna
Kerrova metrike: '

2
ds? = < - %) dt? — % dr? — p? a6~
p (104.2)

2
2
— <7“2 +a%+ % sin? 9) sin? @ d¢? + L;a sin? @ d¢ dt,
P P

kjer smo vpeljali oznaki

2 =r? + a?cos? 0, (104.3)

A:r2—rgr+a2, p
polmer r, pa je ponovno enak r, = 2mk. Metrika je odvisna od dveh konstantnih parametrov,
m in a, katerih pomen je razviden iz mejne oblike metrike pri velikih razdaljah r. Cleni reda
do ~ 1/r so

T rea
goo =1 -2, goz = <=sin’6;
T r
prvi izraz primerjamo z (100.18), drugega pa z (104.1), in ugotovimo, da je m masa telesa,
parameter a pa je z vrtilno koli¢ino povezan z zvezo

M =ma (104.4)

(M = mac v obicajnih enotah). Za a = 0 postane Kerrova metrika enaka Schwarzschildovi v
obic¢ajni obliki (100.14). ¥ Opozorimo naj na to, da je forma (104.2) eksplicitno simetri¢na,
na obrat Casa: ta transformacija ({ — —t) spremeni tudi smer vrtenja, torej predznak vrtilne
koli¢ine (a — —a), tako da forma ds? ostane nespremenjena.

Determinanta metri¢nega tenzorja (104.2) je

—g = p*sin? 6. (104.5)

Komponente kovariantnega tenzorja ¢'* bomo zapisali tako, da bomo z njimi izrazili kvadrat
operatorja cetvernega gradienta:

L0 0 1 rora? o\ A [0\
ik Y Y - 2 2 g 2 -~ e _
T i 0k ~ A (T e p? S 9) (816) p? (8r>

1 /0)\? 1 L Te" 0 \? 2rgra 0 0
2Z\90) ~ Asin?0 2 )\og) T R Aot

*Ta izjava ima moc¢no podporo v Israelovem izreku: izmed vseh stati¢nih reSitev Einsteinovih enacb, ki
so v neskoncnosti Galilejeve in imajo sklenjene enovejne prostorske povrsine goo = konst, ¢ = konst, je
Schwarzschildova resitev edina, ki ima obzorje (goo = 0), na katerem ni singularnosti prostorsko-¢asovne
metrike (dokaz izreka je v W. Israel, Phys. Rev. 164, 1776, 1967).

*To resitev Einsteinove enacbe je leta 1963 odkril R. Kerr v drugacni obliki, na zapis v (104.2) pa sta jo
poenostavila R. H. Boyer in R. W. Lindquist, 1967. V literaturi ni nobene konstruktivne analiti¢ne izpeljave te
metrike, ki bi bila zadovoljiva z vidika fizike, in celo neposredni preizkus te resitve Einsteinovih enacb zahteva
zelo tezavne izraCune. Trditev, da je Kerrova metrika edino polje vrtecega se kolapsarja potrjuje izrek, ki je
podoben Israelovemu (glej B. Carter, Phys. Rev. Lett. 26, 331, 1971).

Do ¢lenov prvega reda po a se metrika (104.2) v primeru, ko je a < 1, od Schwarzschildove razlikuje le po
clenu (2rya/r)sin® 6 d¢ dt, kar je v skladu z nasimi zgoraj zapisanimi opombami o rahlih odklonih od krogelne
simetrije.

(104.6)
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Ko je m = 0, torej v odsotnosti gravitirajoce mase, metrika (104.2) postane Galilejeva.

Izraz )
0

ds? = dt* — —
_l’_

5 dr? — p? d6? — (r* + a®) sin® 6 dg? (104.7)

r a

je enak Galilejevi metriki
ds? = dt? — dz? — dy? — d7?,

zapisani v prostorskih splosc¢enih sferoidnih koordinatah; pretvorbo v kartezi¢ne dosezemo z
enacbami:

x = Vr? + a?sinf cos ¢,
y = V1% + a?sinfsin ¢,

z =rcosb;
ploskve r = konst so splosceni rotacijski elipsoidi:

2 4 .2 2
z° + z
L+ 5 =1
r“+a r
Metrika (104.2) ima navidezno singularnost, tako kot ima Schwarzschildova metrika
(100.14) navidezno singularnost pri r = ry. Medtem ko gresta v Schwarzschildovem primeru
socasno gop proti nic¢, gi1 pa proti neskoncnosti na ploskvi r = ry, sta v Kerrovi metriki ti

ploskvi logeni. Enagba goo = 0 velja, ko je p? = r¢r; veCji izmed obeh korenov te enacbe je

) "9\ _ 9 2 _
r0—2+\/<2> a2cos? (goo = 0). (104.8)

Koli¢ina g11 gre proti neskonénosti, ko je A = 0; vedji izmed obeh korenov te enacbe je

2
Phor = 2+ (%g) —a? (g1 = o). (104.9)
Povr§ini r = rg in r = ry4r, katerih fizikalni pomen je razlozen spodaj, bomo v nadaljevanju
na kratko oznacevali z Sy in Spor. Ploskev Sy, je krogla, Sy pa je splo§éeno rotacijsko telo;
Shor se nahaja znotraj Sy, obe ploskvi pa se dotikata v polih (0 =0 in § = 7).

Kot je razvidno iz (104.8) in (104.9), ploskvi Sy in Spor obstajata le, ce je a < ry/2. Ko je
a > ry/2, se znacaj metrike (104.2) mo¢no spremeni in ima fizikalno nesprejemljive lastnosti,
ki krsijo nacelo vzro¢nosti. *

Dejstvo, da Kerrova metrika nima pomena za a > r,/2, pomeni, da vrednosti

GAmax = %7 Mmax = m;g’ (10410)

podajata zgornjo mejo dopustnih vrtilnih koli¢in kolapsarja. Tej meji se lahko priblizamo
poljubno blizu, enakost @ = apax sama pa je nedovoljena. Ustrezni mejni vrednosti polmerov
povrsin Sy in Spor sta
Ty
5
*Krsitev je razvidna iz obstoja sklenjenih ¢asovnih svetovnic: te omogocajo, da najprej potujemo v pretek-
lost, nato pa v prihodnost. Takoj naj poudarimo, da bi do enake krsitve prislo, ce bi Kerrovo metriko nadaljevali
znotra]j Shor, tudi ¢e je a < ry/2, kar kaze na fizikalno neveljavnost te metrike znotraj Shor (k temu se bomo

vrnili kasneje). Iz istega razloga ploskve, definirane z obema manjsima korenoma kvadratnih enacb goo = 0 in
1/g11 = 0, ki lezijo znotraj Shor, niso fizikalno zanimive; glej B. Carter, Phys. Rev. 174, 1559 (1968).

ro = %9(1 +8inf), rhor = (104.11)
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Pokazali bomo, da je ploskev Sy, dogodkovno obzorje, ki jo delci in svetlobni zarki lahko
preckajo v eni sami smeri, in sicer proti notranjosti.

Najprej bomo pokazali, da povsem splo§no velja lastnost enosmerne prepustnosti svetovnic
gibajocih se delcev za poljubno nicelno hiperploskev (to je taksna hiperploskev, katere normala
v vsaki tocki je nicelni vektor). Naj bo hiperploskev doloéena z enacbo f(z°, 2! 22, 23) =
konst. Normala na hiperploskev je v smeri Cetverca gradienta n' = 9f/0z', tako da za
ni¢elno hiperploskev velja n;n’ = 0. Z drugimi besedami, smer normale lezi v ploskvi sami:
na hiperploskvi velja df = n;dz’ = 0, ta enacba pa je izpolnjena, Ge sta Cetverca dz’ in
n' enaka. Iz lastnosti n;n’ = 0 sledi tudi, da je diferencial loéne dolzine na hiperploskvi v
smeri normale enak ds = 0. To pa pomeni, da je v tej smeri hiperploskev tangentna (v
dani tocki) na svetlobni stozec, ki ga lahko v tej tocki konstruiramo. Zato svetlobni stozci v
vsaki tocki nicelne hiperploskve (na primer v smeri prihodnosti) v celoti lezijo na eni strani
hiperploskve, in so na hiperploskev tangentni vzdolz ene izmed tvorilk stozca. To pa pomeni
natanko to, da lahko svetovnice delcev ali svetlobnih zarkov (ki so usmerjene v prihodnost)
sekajo hiperploskev v eni sami smeri.

Ta lastnosti nicelnih hiperploskev je obicajno fizikalno trivialna: enosmerna prepustnost
teh ploskev preprosto izraza to, da se je nemogoce gibati z nadsvetlobno hitrostjo (najbolj pre-
prost tovrstni primer je hiperploskev x = ¢ v ploskem prostoru-casu). Fizikalno pa ni trivialen
primer, ko nicelne hiperploskve ne segajo v neskoncnost, tako da so njihovi izseki ¢ = konst
sklenjene prostorske ploskve; te ploskve so dogodkovna obzorja v enakem pomenu besede, kot
je Schwarzschildova sfera dogodkovno obzorje v srediséno simetricnem gravitacijskem polju.

Kaj je ploskev Sy v Kerrovem polju? Pogoj n;n’ = 0 za hiperploskev oblike f(r,0) =
konst v Kerrovem polju se zapise

AN Y AN ar\*  (of\*| _

[¢"* vzamemo iz enacbe (104.6)]. Ta enacba ni izpolnjena na Sy, pa¢ pa velja na Sy, (kjer je
0f/00 =0 in A =0).

Nadaljevanje Kerrove metrike v notranjost onkraj obzorja (kot smo storili v 102 in (103)
za Schwarzschildovo metriko) fizikalno ni smiselna. Taksno nadaljevanje bi bilo odvisno le od
dveh parametrov (m in a) tako kot polje zunaj Sy, zaradi Cesar je takoj razvidno, da ne
more biti povezano s fizikalnim vprasanje usode sesedajocega se telesa, po tem ko to precka
obzorje. V sogibljivem opazovalnem sistemu ucinki zaradi odstopanja od krogelne simetrije
nikakor niso zadusSeni, temveé se prav nasprotno povecujejo, medtem ko se telo kréi. Zato ni
nobenega razloga, da bi pricakovali, da je lahko polje onkraj obzorja povsem doloceno le z
maso in vrtilno koli¢ino telesa. *

Oglejmo si lastnosti ploskve Sy, ter prostora med njo in obzorjem (to obmocje Kerrovega
polja imenujemo ergosfera).

Osnovna lastnost ergosfere je ta, da v njej delci ne morejo mirovati glede na opazovalni
sistem daljnega opazovalca: ko r,0,¢ = konst, velja ds? < 0, diferencial ni ¢asoven, kot
bi moral biti za ¢asovnico delca; spremenljivka ¢ izgubi svoj ¢asovni znacaj. Zato togega
opazovalnega sistema ne moremo iz neskonénosti podaljsati v ergosfero; ploskvi Sy bi lahko
rekli tudi meja stacionarnosti.

*Z vidika matematike je to povezano s krsitvijo nacela vzro¢nosti (o Cemer je ze bilo govora), ko podaljsamo
Kerrovo metriko v notranjost Shor-
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Nacin gibanja delca v ergosferi se bistveno razlikuje od gibanja delca znotraj obzorja
v Schwarzschildovem polju. V Schwarzschildovem polju delci ne morejo mirovati glede na
zunanji opazovalni sistem in zato ne more veljati ¢ = konst; vsi delci se morajo gibati proti
srediscu. V ergosferi Kerrovega polja pa ne more veljati ¢ = konst (delci se morajo nujno
vrteti okoli simetrijske osi polja), medtem ko enacba r = konst lahko velja. Poleg tega lahko
delci (in svetlobni zarki) potujejo tako proti vecjim kot proti manjsim r in lahko iz ergosfere
odletijo v zunanji prostor. Prav tako lahko delci iz zunanjega prostora pridejo v ergosfero: cas,
da delec (ali svetlobni zarek) doseze povrsino Sy, ¢e ga merimo z uro oddaljenega opazovalca,
je konCen na celotni povrsini Sy, razen na polih, kjer se Sy dotika Spor; Cas, da dosezemo ti
tocki, je neskoncen, ravno tako kot za vse ostale tocke na Spor. *

Ker se ne moremo izogniti rotacijskemu gibanju delcev v ergosferi, je naravna oblika zapisa
metrike na tem obmocju

2 2
ds? = (ggo — 9i> dt? + g11 dr? + go2 d6? + g33 <d¢ + 98 dt) . (104.13)
933 gs33
Koeficient ¢lena z dt?,
go3” _ A
933 12+ a2+ rgra?sin? 6p?’

goo —

je pozitiven povsod zunaj Sy, (in ni enak ni¢ na Sy); diferencial ds je casovne vrste, e je
r = konst, § = konst in d¢ = —(go3/gs33) dt. Koli¢ina

_ 908 TgdT (104.14)

933 p?(r? +a?) +ryra? sin? 6

ima vlogo “posploSene kotne hitrosti vrtenja ergosfere” glede na zunanji opazovalni sistem
(smer vrtenja je enaka smeri vrtenja telesa v srediscu). T

Energija delca, definirana z —dS5/07, odvodom akcije po lastnem ¢asu delca, sinhro-
niziranem vzdolz trajektorije, je vedno pozitivna (glej 88). Kot smo pokazali v 88, se med
gibanjem delca v polju, ki ni odvisno od ¢asa t, energija &, definirana z —9S/0t, ohranja; ta
koli¢ine je enaka kovariantni komponenti ¢etverca gibalne koli¢ine py = mug = mgo; dz* (kjer
je m masa delca). Dejstvo, da spremenljivka ¢ (¢as merjen z urami oddaljenih opazovalcev)
nima ¢asovnega znacaja v notranjosti ergosfere vodi k zanimivemu rezultatu: na tem obmocju
velja gop < 0 in koli¢ina

dt d¢

£ = 0 3y _ at de
0 = m(goou + go3u®) m<900 d8+903 ds>

je lahko negativna. Ker v zunanjem prostoru, kjer je t Cas, energija & ne more biti negativna,
delec z £y < 0 ne more pasti v ergosfero od zunaj. Taksen delec pa bi lahko nastal ob razpadu

*Cas, v katerem dosezemo doloGeno tocko na Sp, je lahko tudi neskoncen v posebnih primerih, ko sta
energija in vrtilna koli¢ina delca taksna, da postane radialna hitrost enaka ni¢ v izbrani tocki na So.

tPoudariti moramo, da intervali lastnega ¢asa za delce, ki se gibljejo vzdolz roba ergosfere, ne postanejo enaki
nic socasno z gop. To pomeni, da Sy ni ploskev “neskonénega rdecega premika”; frekvence svetlobnih signalov,
ki so poslani z gibajocih se izvirov (izviru tu ne morejo mirovati) in ki jih opazujemo dale¢ stran, ne tezijo
proti ni¢. Spomnimo se, da v sredis¢no simetri¢nem polju ne more biti mirujocih niti gibajocih se izvorov na
Schwarzschildovi krogli (ker na ni¢elni ploskvi ne moremo imeti ¢asovnih svetovnic). Do “neskonénega rdecega
premika” tam pride zato, ker gredo z r — r, proti ni¢ diferenciali lastnega ¢asa d7 = \/goo dt (za izbran dt),
merjeni z urami, ki mirujejo glede na opazovalni sistem.
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telesa, ki vstopa v ergosfero, na dva dela, pri cemer se eden ujame v orbito z “negativno
energijo”. TakSen del ne more ve¢ zapustiti ergosfere in s ¢asom pade onkraj obzorja. Drugi
del pa se lahko vrne v zunanji prostor; ker je £ ohranjena aditivna koli¢ina, mora biti energija
tega dela vecja od energije zacetnega telesa, in tako lahko iz vrtece se ¢rne luknje pridobivamo
energijo (R. Penrose, 1969).

Pred koncem naj omenimo 8e to, da ¢eprav ploskev Sy ni singularnost prostorsko ¢asovne
metrike, je tam singularna Cisto prostorska metrika [v opazovalnem sistemu (104.2)]. Zunaj
So, kjer ima spremenljivka ¢ ¢asovni znacaj, tenzor prostorske metrike izra¢unamo z (84.7),
diferencial prostorske lo¢ne dolzine pa je

2 Asin? 0
di2 =2 ar?2 4+ p2d0? + =207 42 104.15
AT tp +1—7“7“g/,02 ( )
V blizini Sy gredo vzporednice (# = konst, r = konst) v neskonc¢nost po pravilu

2rasin® 0//goo- Razlike v urah [glej (88.5)] gredo prav tako prek vseh mej, ée so sinhro-
nizirane po tej sklenjeni konturi.

NALOGE

NALOGA 1. Lodi spremenljivke v Hamilton-Jacobijevi enacbi za delec, ki se giblje v Kerrovem

polju (B. Carter, 1968).
Resitev: 'V Hamilton-Jacobijevi enacbi

w05 05 _

2 _
Ozt Ok m” =0

(m je masa delca, ki je ne smemo zamesati z maso telesa v srediséu) z ¢g'* iz (104.6) sta ¢as t in
kot ¢ cikliéni spremenljivki; ti zato v akciji S nastopata kot —E&ot + Lo, kjer je & energija (ki se
ohranja), L pa je komponenta vrtilne koli¢ine vzdolz simetrijske osi polja. Izkaze se, da lahko lo¢imo
tudi spremenljivki 8 in 7. Akcijo S zapigemo kot

S = —Et + Lo + S,(r) + Su(0), (1)

in Hamilton-Jacobijevo enacho poenostavimo na dve navadni diferencialni enacbi (glej Mehanika, § 48):

2 2
L
<%> + (a&) Slnem> +a2m2 COS20 = K,

as,\* 1., . ) -
( dr ) A [(r? +a*)& — aL]” + m*? = K, (2)
kjer je K (loCitveni parameter) nova poljubna konstanta. Funkciji Sp in S, nato dolo¢imo z integri-
ranjem.

Cetverec gibalne koli¢ine delca je

. dzt . .08
pl=m—— = g% pr = —g*—.

(3:Ek

Desno stran te enacbe izra¢unamo z uporabo (1) in (2). Dobimo naslednje enacbe:

dt Tera Eo [ 5 o Terad® .,
mE:_pQAL+K<T +a” + p sin“@ |, (3)
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do L TT rera
— 1— g g9 4
"ds T Asin’6 ( p? ) + pZAgO’ (4)

m? dr i = i[(7"2 +a?)& —al)? — é(K +m?r?) (5)
ds p4 0 p4 )
do\* 1 1 L\
2 Yt re 22 20y b -
m <_ds> p (K — a®m* cos® 0) p <a€0 sin § sin0> . (6)

Te integrali so prvi integrali gibalnih enach (enacbe geodetk). Enacbo trajektorije in ¢asovno odvisnost
koordinat vzdolz trajektorije lahko dobimo iz (3)-(6) ali pa neposredno iz enacb

0S/0Ey = konst, 0S/OL = konst, 0S/OK = konst.

V primeru svetlobnih zarkov moramo postaviti m = 0 na desnih straneh enac¢b (3)-(6) in pisati wy
namesto & (glej § 101), na levih straneh pa moramo odvode md/ ds z odvodi d/ d\ po parametru A,
ki se spreminja vzdolz zarka (glej opombo na koncu § 87).

Enacbe (4)-(6) dopuscajo povsem radialno gibanje le vzdolz vrtilne osi telesa, kar je razvidno ze iz
simetrijskih vzrokov. Podobno ugotovimo, da je gibanje v “ravnini” mozno le v ekvatorialni ravnini.
V tem primeru lahko postavimo § = n/2, K izrazimo z & in L z uporabo pogoja df/ds = 0, in
dobimo gibalne enacbe oblike

dp M/ 1\ | rya
s T A ( )+rAEO’ ®
ar\? 1 A
e (40) = Li6% ey - at) - St - 17 4] o)

NALOGA Dolo¢i polmer kroga, ki je najblize srediscu, in je stabilna orbita delca, ki se giblje v
ekvatorialni ravnini v limitnem (a = r,/2) Kerrovem polju (R. Ruffini in J. A. Wheeler, 1969).

Resitev: Postopek je podoben tistemu iz prve naloge v § 102. Vpeljemo “efektivno potencialno
energijo” U(r), doloceno z

[(r? +a®)U(r) — aL]® — Al(aU(r) — L)* + r*m?] = 0

[za & = U je desna stran enacbe (9) enaka ni¢]. Polmere stabilnih orbit dolo¢imo iz minimumov
funkcije U(r): hkrati moramo resiti enacbi U(r) = &, U'(r) = 0 ob pogoju U"(r) > 0. Orbita, ki
je najblize srediscu, ustreza resitvi U" (rmin) = 0; za r < rmin funkcija U(r) nima minimuma. Kot

rezultat dobimo naslednje vrednosti parametrov gibanja:

(a) Ko je L <0 (delec se giblje v nasprotni smeri, kot se vrti kolapsar)
Tmin g 50 5 L 11

rg 2 m 33 mr, 33
(b) Ko je L (delec se giblje v isti smeri kot kolapsar), gre polmer ry,;, proti polmeru obzorja, ko gre
a — ry. Postavimo a = (r4/2)(1 + J) in za § — 0 dobimo

r 1 r 1
Thor _ 21+ v/28), 29" — Z(1 4+ (46)1/3).
Tg 2 Tg 2
Tedaj je

& L 1

D= 2= 1+ (40)V3).

m  mry /3
Poudariti moramo dejstvo, da je Tyin/Thor ves ¢as vecje od 1, kar pomeni, da orbita nikoli ne gre
onkraj obzorja. To je pricakovano: obzorje je nicelna hiperploskev in ¢asovne svetovnice delcev,
ki se gibajo, ne morejo lezati na njej.
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8105 Gravitacijska polja pri velikih razdaljah od teles

Obravnavali bomo stacionarno gravitacijsko polje pri velikih razdaljah od teles, ki polje ust-
varjajo, in dolo¢ili bomo prve ¢lene v razvoju polja po potencah 1/r.

Dale¢ od teles je polje sibko. To pomeni, da je prostorsko ¢asovna metrika skoraj Galile-
jeva, zato lahko poiS¢emo opazovalni sistem, v katerem so komponente metricnega tenzorja
skoraj enake Galilejevim vrednostim:

a5 =1, ghe =0, g{) = —dap. (105.1)

Tenzor g;;, zapiSemo v obliki
0
gin = g% + i, (105.2)
kjer so h;, majhni popravki zaradi gravitacijskega polja.
Pri racunanju s tenzorjem h;; se bomo drzali dogovora, da indekse dvigujemo in spuscamo
z uporabo “nemotene” metrike: hf = g(o)klhik, itd. Lo¢iti moramo med h** in popravki
kovariantnih komponent metri¢nega tenzorja g’*. Slednje dolo¢imo z resitvijo enacbe

gug"™ = (¢5)) + hi)g™ = oF.
Do clenov drugega reda dobimo
g% = g*® — pik 1 piptk, (105.3)
Do enake natancnosti je determinanta metricnega tenzorja enaka
_ 0 Lo Lok
g=¢"(1+h+ 2h 2hkhi), (105.4)

kjer je h = h;.
Takoj moramo poudariti, da zahteva, da je h;; majhen, nikakor ne dolo¢i opazovalnega

sistema enoli¢cno. Ce je ta pogoj zadoSten v nekem sistemu, potem bo zadoscen tudi po

poljubni transformaciji " = z' + ¢, kjer so ¢ majhne koli¢ine. Po enacbi (94.3) se pri tem

tenzor h;, spremeni:

9 0

ork Oz’

Wik = hir — (105.5)

kjer je &' = gl(,‘j)g’“ [ker je 91(12) konstanten, se v tem primeru kovariantni odvodi iz (94.3)
poenostavijo v navadne odvode)].

V prvem priblizku, torej do ¢lenov reda 1/r, dobimo majhne popravke k Galilejevim vred-
nostim z ustreznimi ¢leni v razvoju sredis¢no simetri¢ne Schwarzschildove metrike. Zaradi zgo-
raj opisane nedoloCenosti v izbiri opazovalnega sistema (ki je Galilejev v neskon¢nosti), je de-
janska oblika komponent h;j, odvisna od definicije radialne koordinate . Ce Schwarzschildovo
metriko zapiSemo v obliki (100.14), so prvi ¢leni v razvoju za velike r podani z izra-
zom (100.18). Krogelne prostorske koordinate spremenimo v kartezicne (pri tem piSemo
dr = no dz®, kjer je n enotski vektor v smeri r) in dobimo naslednje vrednosti:

h(l) _ Ty h

00 — _?’

1 r 1
%:—f%%,%gzm (105.6)
kjer je ry = 2km/c?.
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Cleni drugega reda, ki so sorazmerni z 1/, so dveh vrst. Nekateri ¢leni so rezultat
nelinearnosti Einsteinovih enacb, ki delujejo na ¢lene prvega reda. Ker so slednji odvisni le
od mase (in od nobenih drugih lastnosti telesa), bodo ti ¢leni drugega reda odvisni le od mase.
Ocitno jih zato lahko dobimo iz razvoja Schwarzschildove metrike. Tako dobimo

ny) =0, B = (%’)2%%. (105.7)

Ostale clene drugega reda dobimo kot ustrezne resitve lineariziranih enacb polja. Enacbe
bomo linearizirali na bolj sploSen nacin, kot bi tu potrebovali, saj bomo dobljene enacbe
potrebovali tudi kasneje; zato na zacetku ne bomo upostevali, da je polje stacionarno.

Pri majhnih A;; so majhne tudi koli¢ine I‘fcl, saj so to odvodi komponent h;;. Zanemarimo
potence visje od prve in v izrazu za krivnski tenzor (92.1) obdrzimo samo ¢lene med prvima
oklepajema:

1 [ ?hinm, 0h 0h 0?h;
Rikim = 5 k9l i klm - zkml T 9.k Zlm (105.8)
2 \ 0zFoxt = Ox'Ox ox'0xt  0zFox
Za Riccijev tenzor pri isti natancnosti velja
Rik = " Riimi, = 9™ Rigps,
ali 2 271 271 2
1 0°h; 0°h'; 0°h 0°h
o 2 _gtm)o ik d ko_ 1
Rit 2 < g ozt dz™m * okt * 0zt O 8116@:10’“) ' (105.9)

Izraz (105.9) lahko poenostavimo, pri ¢emer si pomagamo s poljubnostjo izbire opazoval-
nega sistema. Za koli¢ine h;; lahko zahtevamo §tiri dodatne pogoje (stiri je Stevilo poljubnih
funkcij £'):

Ol
o =0 YF = hk — oFh. (105.10)

Zadnji trije ¢leni v (105.9) se okrajSajo, preostane le
1 % hiy,
Ry = ——g'm0) _Z 2 105.11
ik 29 oztoz™ ( )
V stacionarnem primeru, ki nas tu zanima, komponente h;; niso odvisne od ¢asa in izraz
(105.11) se poenostavi na R, = %Ahik, kjer je A Laplaceov operator v treh prostorskih
koordinatah. Einsteinove enacbe v vakuumu se zato poenostavijo na Laplaceovo enacbo

AR*F =0 (105.12)

z dodatnimi pogoji (105.10), ki se zapisejo kot

0 1
W(hg - 5hag) =0, (105.13)
0
whg =0. (105.14)

Omeniti moramo, da ti pogoji Se vedno ne doloCijo opazovalnega sistema enoli¢no. Hitro
lahko preverimo, da ¢e h; izpolni enacbe (105.13) in (105.14), potem bodo pogoji izpolnjeni
tudi za h; iz (105.5), Ce so le &' taksni, da velja

AL = 0. (105.15)
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Komponento hgy dobimo kot skalarno resitev tridimenzionalnega Laplaceovega operatorja.
Vemo, da ima ustrezna reitev, sorazmerna z 1/r?, obliko a - V(1/r), kjer je a konstanten
vektor. Tovrstni ¢len v hgy pa lahko vedno izlo¢imo s preprostim premikom izhodis¢a koor-
dinatnega sistema v ¢lenu prvega reda po 1/r. Prisotnost taksnega ¢lena zato pomeni le, da
smo si koordinatni sistem slabo izbrali, torej ta clen ni zanimiv.

Komponente hy, dobimo kot vektorsko resitev Laplaceve enacbe, in so zato oblike

01
oo = Aaf—s -, 105.16
O P 0ub r ( )
kjer je Mg konstanten tenzor. Pogoj (105.14) se glasi
% 1
Aag=———=-=0 105.17
2B 5xedzB 1 ’ ( )

od koder sledi, da je \yg oblike ang + Adag, kjer je a,g antisimetricni tenzor. ReSitev oblike
)\%% lahko izlo¢imo s transformacijo (105.5) z £ = \/r, £ = 0 [ta ustreza pogoju (105.15)].
Zato je edina reSitev, ki ima pravi pomen,

(105.18)

Koncno lahko na podoben, a bolj kompliciran nac¢in pokazemo, da lahko s primerno trans-
formacijo prostorskih koordinat vedno izlocimo koliCine h,g, ki jih dobimo kot tenzorsko
reSitev (simetri¢no v indeksih « in 3) Laplaceve enacbe.

Tenzor a,pg je povezan s tenzorjem celotne vrtilne kolicine Mg, konéni izraz za ho, pa je

) 2k a1 2k ng
Mo = g Masgusy = —aMestz

(105.19)
To bomo dokazali, ¢e izracunamo integral (96.17).

Vrtilna koli¢ina M, je povezana le z hy,, zato lahko pri racunanju predpostavimo, da so
ostale komponente h;;, enake ni¢. Do ¢lenov drugega reda po hyq, iz (96.2) in (96.3) sledi (tu

upostevamo, da je ¢g*°° = —h* = h,g, medtem ko se —g od ena razlikuje le za ¢lene drugega
reda):
S .
Retd = & (ga0gBr _ g10g0By = _ _© T (p i6a — hyodas)-
onk 9070 9 79797 = ~gag; g ta098y = hvodas)

Ko vstavimo (105.19), se drugi ¢len pod znakom za odvajanje okrajsa, prvi pa nam da

jots _ _ € ? 1 ¢ M 3ngn7—6g7.

8t “T9wBoxyr ~  8m 7 r2
S tem izrazom izracunamo integral (96.16) po povrsini krogle s polmerom r (df, = n,r? do):

2

1 1 1
= /(xahﬂo"f—a;ﬂhaOV) dfy = —— /(nan7M57—n5n7Ma7) do = —2(0ay Mgy —0,May) = 5Mag.

c 47

S podobnim izra¢unom dobimo

1 c3 1
E/,YaOﬂO dfv = —m/(hao dfﬂ - hﬂodfa) = 3 afB-
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Obe kolicini seStejemo in dobimo iskano vrednost M,g.

Poudariti moramo, da je v sploSnem, ko polje v blizini telesa morda ni Sibko, M,z skupna
vrtilna koli¢ina telesa in njegovega gravitacijskega polja. Samo kadar je polje Sibko pri vseh
razdaljah, lahko njegov prispevek k vrtilni koli¢ini zanemarimo.

Enaébe (105.6), (105.7) in (105.19) so re§itev nase naloge do ¢lenov reda 1/r2. Kovariantne
komponente metri¢nega tenzorja so

gk = g% + 1Y + 1P, (105.20)
Iz (105.3) dobimo $e kontravariantne komponente (do istega reda natancnosti):
git = gik(0) _ pik(1) _ pik(2) 4 h;(l)hlk(l). (105.21)
Enacbo (105.19) lahko zapisemo tudi v vektorski obliki kot

2k
~n x M, (105.22)

8= 3,2
kjer je M vektor skupne vrtilne koli¢ine telesa. V prvi nalogi v razdelku 88 smo pokazali,
da v stacionarnem gravitacijskem polju deluje na telo “Coriolisova sila”, ki je tak$na, kot bi
delovala na telo v vrtecem se opazovalnem sistemu s kotno hitrostjo

C
= 5V90V x 8.

Zato lahko recemo, da v polju vrtecega se telesa deluje Coriolisova sila na oddaljen delec z
mocjo, ki ustreza kotni hitrosti
Q~° LI P
~ §V Xg= W[ —3n(M - n)]. (105.23)
Na koncu bomo z izrazom (105.6) izracunali Se celotno energijo gravitirajocega telesa z

uporabo integrala (96.16). Ustrezne komponente tenzorja h*! izra¢unamo z (96.2) in (96.3),
in do éelov reda 1/r? dobimo

he =,
B0« — ii(gw aB) = me? 9 (_50‘_5 $a$ﬂ> - m—czno‘rQ.
167k 0z 8t Oz r r3 47
V (96.16) integriramo po krogli s polmerom r in kon¢no dobimo
P* =0, P’=mec, (105.24)

kar je pricakovani rezultat. Rezultat izraza ekvivalentnost “gravitacijske” in “inercijske” mase
(“gravitacijska” masa je tista masa, ki doloca gravitacijsko polje, ki ga proizvaja telo, torej
tista, ki se pojavlja v metri¢nem tenzorju v gravitacijskem polju ali pa v Newtonovem zakonu;
“inercijska” masa je masa, ki doloca razmerje med energijo in gibalno koli¢ino telesa; poseben
primer je mirovna energija telesa, ki je enaka tej masi, pomnozeni z c?).

V primeru konstantnega gravitacijskega polja je mozno izpeljati preprost izraz za celotno
energijo telesa in polja v obliki integrala, izracunanega po prostoru, kjer se nahaja snov.
Zacénemo z naslednjim izrazom, ki velja, kadar so vse koli¢ine neodvisne od z°:

1 0 .
Ry = ——=7—2(V=99"T%;). (105.25)

3
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Koli¢ino RY+/—g integriramo po (tridimenzionalnem) prostoru in uporabimo Gaussovo prav-
ilo. Dobimo

/R\/_dV }[\/_glof‘ dfs.

Z uporabo dovolj oddaljene ploskve pri integriranjem in izrazom (105.6) za g;z dobimo po

preprostih izra¢unih
47k 4drk
/RS\/—g AV = —Zm = =X PO
c

Opazimo tudi, da je ena izmed enacb polja

k 1 drk
0 _ 8Tk o _ ) 5T) = T - T - T - T), (105.26)
C C

in dobimo iskano enac¢bo
1
P’ = mec= E /(T(? — T = T3 —T3)/—gdV. (105.27)

Tako lahko izrazimo celotno energijo snovi in konstantnega gravitacijskega polja (torej celotno
maso telesa) z napetostnim tenzorjem snovi same (R. Tolman, 1930). Spomnimo se lahko, da
smo v primeru sredi$¢no simetriénega polja Ze zapisali podoben izraz za to koli¢ino — izraz
(100.24).

§106 Enacbe gibanje sistema teles v drugem priblizku

Kot bomo videli kasneje (110), sistem teles, ki se gibljejo, seva gravitacijske valove in zato
izgublja energijo. Te izgube se v enacbah pojavijo Sele pri petem priblizku po 1/¢. V prvih
§tirih redih priblizka je energija sistema konstantna. To pomeni, da lahko sistem graviti-
rajocih teles opisemo z Lagrangevo funkcijo, ki bo pravilna do ¢lenov reda 1/¢* v odsotnosti
elektromagnetnega polja, za katerega v sploSnem obstaja le Lagrangeva funkcija do drugega
reda (65). Tu bomo izpeljali Lagrangevo funkcijo za sistem teles do ¢lenov drugega reda.
Dobili bomo torej gibalne enacbe sistema v naslednjem priblizku po Newtonovem.

Zanemarili bomo dimenzije in notranjo sestavo teles; smatrali jih bomo kot “tockasta”.
7 drugimi besedami, omejili se bomo na nicelni priblizek pri razvoju po potencah razmerja
med velikostjo a teles in njihovimi medsebojnimi razdaljami /.

Resevanje zadane naloge bomo zaceli z dolocanjem (v istem priblizku) Sibkega gravitaci-
jskega polja, ki ga ustvarjajo telesa, na razdaljah, ki so velike v primerjavi z njihovimi dimen-
zijami, vendar hkrati majhne v primerjavi z valovno dolzino gravitacijskih valov, ki jih sevajo
telesa (a < r < X ~ lc/v).

Do élenov reda 1/¢? je polje dale¢ od teles podano z izrazom, ki smo ga izpeljali v prejsnjem
razdelku, in ki je bil tam oznacen z hz%); tukaj bomo te izraze uporabili v obliki (105.6). V 105
smo na tihem privzeli, da polje proizvaja eno samo telo, ki se nahaja v koordinatnem izhodiscu.
Ker je polje hl%) reSitev lineariziranih Einsteinovih enach, velja zanj nacelo superpozicije. Zato
dobimo polje dale¢ od sistema telesa tako, da preprosto sestejemo polja vsakega izmed teles;
polje zapiSemo v obliki

hl = — 2<;s (106.1)

=0, h)= c—2¢, (106.2)
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kjer je

= kY

Newtonov gravitacijski potencial sistema tockastih delcev (r, je krajevni vektor telesa z maso
mg). lzraz za razmik z metri¢nim tenzorjem (106.1)-(106.2) je

ds? = <1 + 632¢> A dt? — <1 - —¢> (dz? + dy? + dz?). (106.3)

Opazimo, da se leni prvega reda, ki vsebujejo ¢, pojavljajo ne le v ggp, temvec tudi v gog;
ze v 87 smo povedali, da v gibalni enacbi za delec popravki v g,s vodijo h koliinam, ki so
vi§jega reda kot ¢leni, ki izvirajo iz ggo; zaradi tega lahko s pomocjo primerjave z Newtonovimi
gibalnimi enacbami dolo¢imo le ggp.

Kot bomo ugotovili v nadaljevanju, lahko iskane gibalne enacbe dobimo, ¢e poznamo
prostorske komponente h,p do natanénosti (~ 1/c¢?), s katero so te podane v (106.1); mesane
komponente (ki jih ni v 1/¢? priblizku) so potrebne do ¢lenov reda 1/c®, ¢asovna komponenta
hoo pa do élenov reda 1/c*. Te élene bomo doloéili tako, da se bomo ponovno vrnili k splognim
enacbam za gravitacijsko polje in si ogledali ¢lene ustreznega reda v teh enacbah.

Ker smo zanemarili dejstvo, da so telesa makroskopska, moramo napetostni tenzor snovi
zapisati v obliki (33.4), (33.5). V krivocrtnih koordinatah ta izraz zapiSemo kot

k mec dzt dzk
= ——0(r —r, 106.4
Z\/—_gds az O~ o) (106.4)

[faktor 1/,/—g se pojavi iz podobnega razloga, kot v enacbi (90.4)]; seStevamo po vseh telesih,
ki tvorijo sistem.
Komponenta

3
Too—z\/—&)d o(r —rq)

je v prvem priblizku (za Galilejev g;;) enaka Y. m.c?6(r — ry); v naslednjem priblizku vs-
tavimo g; iz (106.3) in po preprostem izra¢unu dobimo:

2 5¢a Ua2
Tyo = Zmac I+—5 +53 5(r —rg), (106.5)

kjer je v obicajna tridimenzionalna hitrost (v® = dz®/dt), ¢, pa je potencial polja v tocki
ro. (Zaenkrat naj nas ne moti dejstvo, da ¢, vsebuje neskonéno velik del — potencial lastnega
polja delca m,; o tem bomo vet spregovorili v nadaljevanju.)

Pri komponentah napetostnega tenzorja 1Ti,5 in Ty, v tem priblizku zadostuje, ¢e obdrzimo
le prve ¢lene v razvoju izraza (106.4):

Top = Z MqVaaVed(r — Tq),
a

(106.6)
Too = — Z M CUO (T — 1y).
a

V naslednjem koraku moramo izracunati komponente tenzorja R;;. To storimo z uporabo
enacbe Rix = ¢"™Ryimk, kier je Rynie podan z izrazom (92.1). Pri tem moramo imeti v
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mislih, da koli¢ine hqg in hgo ne vsebujejo ¢lenov reda nizjega od 1/ 2, hoo pa nima ¢lenov
reda nizjega od 1/¢3; odvajanje po z° = ct poveca red koli¢in za eno enoto.

Najpomembnejsi éleni v Rgp so reda 1/c?; poleg teh ¢lenov moramo obdrzati e tiste iz
razvoja, ki so naslednjega vi§jega reda 1/c?. Preprost izra¢un nas pripelje do

8?hgo <8h00>2 1 8hgo ( ohg %g)

00 =

10 (0hg 1 Ohe
( dxedzB 4\ 0z® ) 4 0xP \"0x>  0zP

1
Ohg 1 OMa) LNy 4 Lpos
cot \dz®  2¢ ot >+2 00+

Pri teh izracunih Se nismo uporabili nobenega dodatnega pogoja za kolicine h;. To svobodo

izkoristimo in zahtevamo

Ohg 1 Ohe
_— ——a f— 1 .
Ox® 2c¢ Ot 0, (106.7)

zaradi Gesar bodo iz izraza za Ry odpadle vse komponente hy,. V preostalih ¢lenih vstavimo
2 2 1
he = —C—2¢5§, hoo = 3¢ +0 <C—4> :
in do zelene natanc¢nosti dobimo
1 2 2
Ry = EAhoo + EQSAQS - c—4(v¢)2= (106.8)

kjer smo se preselili v tridimenzionalen zapis. Pri racunanju komponent Ry, zadostuje, e
ohranimo le ¢lene prvega reda, ki da od ni¢ razliéen prispevek — 1/c3. Podobno kot zgoraj
dobimo

1 9% 1 ol 1 0%hj N

2c 01028 2000008  2cot0an T 2000

oziroma, upostevajo¢ pogoj (106.7):

ROoz =

1 1 0%
=-A — . 106.
Foa 2 o+ 2¢3 Otoz (106.9)
Z uporabo izrazov (106.5)-(106.9) sedaj zapisimo Einsteinove enacbe
8k 1
Ry, = e <Tzk - igikT> . (106.10)
Casovna komponenta enacbe (106.10) nam da
4 b = 8k 5¢a 3v?
Ahgo + 4¢A¢ Zma ( 3 +2—Cg 5(r —ry);
z uporabo identitete
A(Ve)? = 2A(¢%) — 4pA¢
in enacbe za Newtonov potencial
A =4rk Y med(r —1,), (106.11)
to enacbo zapiSemo v obliki
8k 3v2
2
A <h00 — gb > Zma (1 + — + 2—0(2L> 6(r - I'a). (10612)
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Po opravljenih izra¢unih smo na desni strani (106.12) nadomestili ¢, z
—k
Z Pt

torej s potencialom (v tocki ry) polja, ki ga povzrocajo vsa telesa razen telesa m,. Neskon¢ni

lastni potencial (angl. self-potential) teles v nasi metodi, kjer telesa smatramo kot tockasta,

smo odpravili; s tem smo “renormalizirali” mase teles, zaradi ¢esar so te enake svojim pravim

vrednostim, v katerih je upostevan tudi prispevek polja, ki ga ustvarjajo telesa sama.
Enacbo (106.12) lahko hitro resimo z uporabo znane enacbe (36.9)

1
A- = —47d(r).
~ = —4ri(r)
Dobimo )
2¢ 2¢ 2k mad) mav?2
hoo = — - 4 — . 106.13
00 = "2 Z Ir— Z Ir — 1y ( )
Mesane komponente enacbe (106.10) dajo
167k 1 0%¢
AhOOé = 3 (S(I' — I‘a) — EW (10614)
Resitev te linearne enacbe je
_ 4k Z MaeUga 1 82f
B r—r, ¢ Otdz’
kjer je f reSitev pomozne enacbe
kmyg,
Af=¢=— .
f=0==2
Z uporabo zveze Ar = 2/r dobimo
k
f = -5 ma|r — Iy
32
a
in po preprostem izra¢uni sledi kon¢ni rezultat:
hoa = 5 Z - 7vm (Vg - 1g)aal, (106.15)

kjer je n, enotski vektor v smeri vektorja r — r,.

Izrazi (106.1),(106.13) in (106.15) zadostujejo, da izracunamo Lagrangevo funkcijo do
¢lenov drugega reda.

Lagrangeva funkcija za eno samo telo v gravitacijskem polju, ki ga proizvajajo druga telesa
in ki ga smatramo kot vnaprej podanega, je

1/2
ds v® w2 Uavﬂ
La = —maCE = —maC2 (1 + hOO + 2h0a?a - c_g + haﬂ C2a ) ’
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Kvadratni koren razvijemo in zavrzemo nepomembno konstanto —m,c?.

zahtevane natanc¢nosti zapisemo v novi obliki:

Dobljen izraz do

2 4 00 2
Lazzg§9+7g§a—4nw2(%?—kma -+——mww%ﬂ h?-%%%ﬁ). (106.16)
enacbi moramo upoStevati vrednosti h;; v tocki r,; ponovno moramo zavreci clene, ki
postanejo neskonc¢ni, kar je enakovredno “renormalizaciji” mase mg, ki se pojavlja kot ko-
eficient v L.

Nadaljnji potek izra¢unov je kot sledi. Celotna Lagrangeva funkcija sistema seveda ni
enaka vsoti Lagrangevih funkcij L, za posamezna telesa, temve¢ mora biti sestavljena tako,
da vodi k pravim vrednostim sil f,, ki delujejo na vsako izmed teles pri danem gibanju
preostalih teles. Sile f, izracunamo z odvajanjem Lagrangeve funkcije L,:

OL,
o= (5)...

(tu moramo odvajati po tekoci koordinati r “tocke polja” v izrazih za h;;). Sedaj ni tezko
sestaviti taksno Lagrangevo funkcijo L, iz katere bomo dobili sile f, iz parcialnih odvodov
OL/0r,,.

Preproste vmesne izra¢une bomo izpustili, raje bomo kar takoj navedli konéni rezultat za

Lagrangevo funkcijo:
rk 1k
-pt () m
k k2
- Z Z, mamb Vo Vi + (Vo - Dgy) (Vp - gp)] — Z Z Z, ZZZT;:C’

4c%rgp

(106.17)

kjer je rqp = |rq — 1], Ngp pa je enotski vektor v smeri ry, — 1y, s Ertico ob znaku za sestevanje
pa zahtevamo, da so izpusceni ¢leni z b = a ali ¢ = a.
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Poglavje 13

Gravitacijski valovi

§107 Sibki gravitacijski valovi

Podobno kot v elektrodinamiki tudi v relativisti¢ni teoriji gravitacije konc¢na hitrost Sirjenja
interakcije omogoca obstoj prostih gravitacijskih polj, ki niso vezana na telesa — to so grav-
itacijski valovi.

Oglejmo si §ibko gravitacijsko polje v vakuumu. Kot v 105 vpeljemo tenzor h;, ki opisuje
§ibko motnjo Galilejeve metrike:

gik = 91(2) + hik- (107.1)

Do ¢lenov prvega reda po h;; je kontravariantni metricéni tenzor enak

determinanta tenzorja g;; pa je
g=9g901+h), (107.3)

kjer je h = hg; vse operacije dvigovanja in spuscanja indeksov tenzorja opravimo z nemoteno
metriko ¢(©).

Kot smo pokazali v 105, pogoj, da je h;; majhen, Se vedno dopusca poljubno transformacijo
opazovalnega sistema, oblike z'* = 2% + £, pri éemer je ¢’ majhen; po transformaciji je

by, = hy — 06 _ 0% (107.4)

Uporabimo to moznost poljubne umeritve tenzorja h;; in zahtevajmo dodatni pogoj

ok 1
;ﬁi =0, ¥ =nk- iéfh, (107.5)

zaradi katerega dobi Riccijev tenzor preprosto obliko (105.11):

1
Ry = 50hyt, (107.6)

kjer smo z O oznacili d’Alembertov operator

1 02

0= —glm(0)82/8$l8$m =A— C—Qw
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S pogojem (107.5) 8e vedno nismo povsem dolocili opazovalnega sistema; ¢e nek h;, zadosti
pogoju, potem mu bo zadostil tudi b}, iz (107.4), ¢e so le £ resitev enach

Oet = 0. (107.7)

Enac¢bo (107.6) izena¢imo z ni¢ in tako dobimo enacbe gravitacijskega polja v vakuumu
oblike

ORY = 0. (107.8)

To je obicajna valovna enacba. Gravitacijska polja se v vakuumu §irijo s svetlobno hitrostjo,
tako kot elektromagnetna polja.

Oglejmo si raven gravitacijski val. V takSnem valu se polje spreminja v eni sami smeri v
prostoru; naj bo ta smer so z' = z. Ena¢ba (107.8) postane

2 2
(8 _ 19 )hk:(), (107.9)

0x2  2o2)

resitev pa je poljubna funkcija z argumentom ¢ £ z/c (47).

Oglejmo si val, ki se §iri v pozitivni smeri vzdolz osi . V tem primeru so vse koli¢ine hf
funkcije argumenta ¢ — z/c. Dodatni pogoj (107.5) so sedaj glasi @bll - 1,&? = 0, kjer smo s piko
oznacili odvajanje po ¢. Enacbo lahko integriramo preprosto tako, da kar odvrzemo znak za
odvajanje — integracijsko konstanto lahko postavimo na ni¢, saj nas zanima le spremenljivi
prispevek k polju (podobno kot v primeru elektromagnetnega valovanja). Med preostalimi
komponentami @bf veljajo zveze

Y1 =0, s =3, 5 =3, ¥i = . (107.10)

Kot smo ze omenili, pogoj (107.5) opazovalnega sistema e ne doloc¢i enolicno. Se vedno je
dovoljena transformacija koordinat oblike z'* = 4+ ¢%(t — z/c). S tak$nimi transformacijami
lahko izni¢imo §tiri kolicine: 9, 99, 43 in 93 + v3; iz enacb (107.10) tedaj sledi, da so
enake ni¢ tudi komponente 1, 93, 3 in 9. Preostale kolic¢ine 93 in 93 — 13 ne moremo
postaviti na ni¢ z nobeno izbiro opazovalnega sistema, ker se te komponente ne spremenijo
ob transformaciji & = &;(t — z/c) (kar je razvidno iz (107.4)). Opazimo, da je ¢ = ! enak
nic, zato je wl-‘ = hf.

Raven gravitacijski val je torej dolocen z dvema kolicinama, hgs in hgy — hgs. Drugace
povedano, gravitacijski valovi so precni valovi, katerih polarizacija je dolocena s simetri¢nim
tenzorjem drugega ranga v ravnini yz, katerega vsota diagonalnih elementov, hos + hs33, je
enaka nic.

Obstajata dve neodvisni polarizaciji, pri katerih je ena izmed koli¢in hog ali %(hgg — hs3)
razlicna od ni¢. Ti polarizaciji se lo¢ita ena od druge za vrtez za 7/4 v ravnini yz.

Izratunajmo napetostni psevdotenzor ravnega gravitacijskega vala. Komponente t** so
kolicine drugega reda; izracunali jih bomo tako, da bomo zanemarili ¢lene Se visjih redov.
Ker se zaradi h = 0 determinanta ¢ razlikuje od ¢(°) = —1 le v ¢lenih drugega reda, lahko v
splosni enacbi (96.9) pisemo glf R~ gll’c = —hff. V primeru ravnega vala so vsi ostali od ni¢
tik

razli¢ni ¢leni v vsebovani v ¢lenu

1

1, .
59" 9" " gnp90r gy g = Shi hL*

Polje, v. 1



108  GRAVITACIJSKI VALOVI V UKRIVLJENEM CETVERNEM PROSTORU 339

v zavitih oklepajih enacbe (96.9) (kar lahko hitro pokazemo, ¢e postavimo eno izmed osi
Galilejevega opazovalnega sistema v smeri Sirjenja valovanja). Zato je

4

C pmipgk. (107.11)

27k 1T

Pretok energije v valu je podan z —cgt®® ~ ¢t®®. Pri ravnem valovanju, ki potuje v smeri
osi 2! in pri katerem sta od ni¢ razli¢ni koli¢ini hoz in hos = —hgs odvisni le od razlike t — c/x,

tudi pretok energije poteka v smeri osi 2! in je enak
01 c? 2 1 2
ct” = L6k h23 + Z(hQQ - h33) . (107.12)

Kot zacetni pogoj za poljubno polje gravitacijskega vala moramo izbrati Stiri poljubne
funkcije koordinat: ker je polje precno, obstajata le dve neodvisni komponenti h,g, poleg
tega pa moramo izbrati tudi njuna zatetna Casovna odvoda. Ceprav smo do §tevila &tiri
prisli ob predpostavki Sibkega gravitacijskega polja, ta rezultat ni povezan s predpostavko
samo, zato mora veljati za katerokoli prosto gravitacijsko polje, torej za poljubno polje, ki ni
povezano z gravitirajocimi masami.

8108 Gravitacijski valovi v ukrivljenem ¢etvernem prostoru

Podobno kot smo Sirjenje gravitacijskih valov obravnavali “na ozadju” ravnega cetvernega

prostora, lahko preuc¢imo tudi majhne motnje poljubne (negalilejeve) “nemotene” metrike

gZ(,S). Zaradi poznejSe uporabe bomo potrebne enacbe zapisali v bolj splosni obliki.

Naj bo g;x ponovno oblike (107.1). Poiskati moramo popravek prvega reda Christoffelovih
simbolov, izrazen s koli¢inami h;:

iy 1. ; »
Fk(l )= 5( kst + ik — P, (108.1)

kar lahko preverimo z neposrednim izra¢unom (tako tukaj, kot tudi v nadaljevanju, izvajamo

operacije dvigovanja in spusc¢anja indeksov ter kovariantno odvajanje z uporabo negalilejeve

metrike ggg)). Popravki k krivinskemu tenzorju so

oy 1 . . . . .
R;c(ln)z - 5( kst T Pkt — P’ 50 = Rt — Pl + Pkt - (108.2)

Od tod dobimo popravke Riccijevega tenzorja:
1 :
RWy = Ry, = §(h§;k;l + hiig — hae' s — hyk)- (108.3)
Popravki mesanih komponent Riccijevega tenzorja sledijo iz zveze
Rk(O)l - Rk(l)z — (R(O)zl + R(l)u)(gkl(o) - hkl),

tako da je
Rk(l)i _ gkl(O)R(l)u _ hklR(O)il. (108.4)
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Tocna metrika v vakuumu mora zadovoljiti tocne Einsteinove enacbe R;; = 0. Ker je

(0) (0)

nemotena metrika g, reSitev enacb R;’ = 0, mora za motnjo veljati RE,? =0, ali
hé;k;l + héﬂ;i;l - hik;l;l - h;i;k =0. (1085)

V splosnem primeru poljubnega gravitacijskega valovanja poenostavitev te enacbe v ob-
liko, podobno enacbi (107.8), ni mogoca. To pa lahko storimo v pomembnem primeru valov
z visoko frekvenco, ko sta valovna dolzina A in perioda nihanja A/c majhni v primerjavo s
karakteristicno dolzino L in ¢asom L/c, ki dolo¢ata kako hitro se “polje v ozadju” sprem-
inja. Vsak odvod komponente h;; poveca red te koli¢ine za faktor L/\ v primerjavi z odvodi
nemotene metrike ggg). Ce se omejimo na natancnost do drugega reda [torej na Clene reda
(L/X)? in (L/))], lahko zamenjamo vrstni red odvajanja; razlika

hhg — hbye = R, B — RV RNO),

je namre¢ reda (L/\)°, medtem ko izraza hé;k;l in hﬁ.;l;k oba vsebujeta ¢lene obeh vi§jih redov.
Zahtevamo dodatni pogoj za koli¢ine h;

Prp =0, (108.6)
ki je analogen pogoju (107.5), in dobimo enacbo
hir''y =0, (108.7)

ki je posplositev valovne enacbe (107.8).

Iz razlogov, navedenih v 107, pogoj (108.6) ne doloci koordinat enolicno. Se vedno jih
lahko transformiramo kot z'* = z% +¢?, kjer morajo majhne koli¢ine &’ reiti enacbo §i?k;k = 0.
S temi transformacijami lahko za koli¢ine h;, zahtevamo pogoj h = hg = 0. Tedaj je @bf = hf,
zato veljajo pogoji

hi=0, h=0. (108.8)

Mnozico dopustnih transformacij smo tako skrécili na tiste, za katere velja §fz =0.

Psevdotenzor t** poleg nemotenega dela %) ygebuje tudi ¢lene visjih redov po hp.
Izraz, podoben enagbi (107.11), dobimo, ¢e si ogledamo koli¢ine t**, povprecene po obmoéjih
cetvernega prostora, katerih dimenzije so velike v primerjavi z A, vendar majhne v primerjavi
z L. Taksno povprecevanje (ki ga bomo oznacili z oglatimi oklepaji (...)) ne vpliva na ggg),
izni¢i pa vse koli¢ine, ki so linearne po hitro nihajocih koli¢inah h;;. Izmed kvadratnih ¢lenov
ohranimo le tiste, ki so vi§jega (drugega) rada po 1/A; to so tisti ¢leni, ki so kvadratni po
odvodih hik,l = 8h¢k/8$l

V okviru zadane natanc¢nosti lahko v izpustimo vse clene, ki jih lahko zapisemo kot
cetverne divergence. Integrali tak3nih koli¢in po obmocju cetvernega prostora (torej po
obmocju povprecevanja) lahko namre¢ pretvorimo s pomodcjo Gaussovega izreka, zaradi esa
se njihov velikostni red po 1/\ zmanjsa za eno enoto. Odpadejo tudi tisti ¢leni, ki so enaki
ni¢ zaradi (108.7) in (108.8) po integraciji po delih. Zato integriramo per partes in izpustimo
integrale ¢etvernih divergenc. Dobimo

tik

(hl",ph{n) —(hl”h{pﬂ) =0,

(W by = —(hi'hyy = 0.
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Ugotovimo, da je edini preostali ¢len drugega reda enak

ik(2)\ _ 0_4 nyiz g,k
(t*(2)y = o (ha PE")- (108.9)
Vidimo, da v okviru iste natan¢nosti velja (tz(Z)) =0.

Gravitacijski val ima doloceno energijo, zato je tudi sam vir nekega dodatnega gravitaci-
jskega polja. Tako kot energija je tudi to polje ucinek drugega reda po h;;. V primeru visoko
frekvencnih gravitacijskih valov pa je ta uéinek obéuten: ker je psevdotenzor t** kvadraten v
odvodih koli¢in Ay, imamo opravka z velikimi faktorji A=2. V takénem primeru lahko re¢emo,
da val sam proizvaja “polje v ozadju”, po katerem se Siri. To polje lahko obravnavamo, e
opravimo zgoraj opisano povprecevanje po obmocjih cetvernega prostora, ki so veliko vecja
od A. TakSno povprecevanje zgladi kratkovalovne “gube” in ostane le pocasi spreminjajoca
se metrika v ozadju (R. A. Isaacson, 1968).

Enacbo te metrike dobimo, ¢e najprej razvijemo R;;, pri ¢emer ne ohranimo le lin-
earnih, temveé¢ tudi kvadratne ¢lene po h;: R = Rig) + RZ(,? + Rgi). Kot smo ze omenili,
povprecevanje ne vpliva na ¢lene prvega reda. Zato imajo povprecene enacbe polja (Rjr) = 0
obliko

RY) = —(RY), (108.10)

kjer moramo v Rgi) ohraniti le ¢lene drugega reda po 1/\. Te preprosto dobimo iz (96.7).

Kvadratni ¢leni po h;i, ki stojijo na desni strani te enacbe in imajo obliko ¢etverne divergence,
po povprecenju postanejo enaki ni¢ (v okviru zadane natancénosti), ostane le

; 1, 8k, ;
(R~ S B2 = - k),
ali, ker je pri isti natancnosti (t%#(2)) = 0,
9 8wk , (2
(Rz(k)> = _C—4<t§k)>
Koéno dobimo s pomoéjo (108.9) enacbo (108.10) v obliki
o_ 1.,
Ry = 2 (h;h ). (108.11)

Ce “ozadje” nastane izkljuéno zaradi valov samih, moramo enachi (108.11) in (108.8)
resiti hkrati. Priblizek vrednosti na obeh straneh enacbe (108.11) kaze, da je krivinski polmer
metrike v ozadju, ki je reda L, povezan z valovno dolzino A in z velikostnim redom ustreznega
polja h z zvezo L™2 ~ h?/)\2, oziroma \/L ~ h.

8109 Mocni gravitacijski valovi

V tem razdelku si bomo ogledali resitev Einsteinovih enacb, ki je posplositev §ibkih ravnih
gravitacijskih valov v ravnem Cetvernem prostoru (I. Robinson in H. Bondi, 1957).

Poiskali bomo resitev, pri kateri bodo v ustreznem opazovalnem sistemu vse komponente
metricnega tenzorja funkcije ene same spremenljivke, ki jo bomo imenovali z° (kar Se ne
pomeni nujno, da bo to spremenljivka casovnega tipa). Ta pogoj Se vedno dopusca koordi-
natne transformacije oblike

% — 2%+ ¢ (2°), (109.1)
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2 — ¢°(2?), (109.2)

kjer so ¢', ¢ poljubne funkcije.

Znaca] resSitve je bistveno odvisen od tega, ali lahko vse komponente gg, iznic¢imo z
uporabo treh transformacij (109.1). To lahko storimo, ¢e je determinanta |gqg| razlicna od
ni¢. Ob transformaciji (109.1) velja goo — oo + gagqéﬂ (kjer pika oznacuje odvajanje po z°);
ce je |gag| # 0, potem sistem enacb

oo+ Gapd’ =0 (109.3)

doloca funkcije ¢?(29), s katerimi lahko dosezemo primerno transformacijo. Ta primer bomo
obravnavali v 117, tu pa nas bo zanimala reSitev, za katero velja

|ga[3| =0.

V tem primeru ni opazovalnega sistema, kjer bi bile vse komponente go, = 0. Vseeno pa
lahko s Stirimi transformacijami (109.1)-(109.2) dosezemo, da velja

go1 =1, goo = go2 = go3 = 0. (109.4)

Spremenljivka z° ima v tem primeru “svetlobni” znacaj: za dz® = 0 in dz° # 0, je razmik
ds = 0; na taksen naéin izbrano spremenljivko z° bomo oznaéili z z° = 7. Pod pogoji (109.4)
lahko diferencial razmika zapiSemo v obliki

ds® = 2dz' dn + gap(dz® + g* dz')(da® + ¢° dz?). (109.5)

V tem razdelku imajo indeksi a, b, c, . .. vrednosti 2 in 3; gq,(n) lahko smatramo za dvodimen-
zionalni tenzor. 7 izracunom koli¢in R4, dobimo naslednje enacbe polja:

1 . .
Rop = _Egabgcgbdgd = 0.
Od tod sledi gq.g¢ = 0, ali g¢ = 0, torej g¢ = konst. S transformacijo % + g*z' — z® lahko
metriko preoblikujemo:
ds? = 2dzt dn + gap(n) dz® da. (109.6)

Determinanta —¢g tega metri¢nega tenzorja je enaka determinanti |g,p|, edina od ni¢ ra-
zlicna Christoffelova simbola pa sta

kjer smo vpeljali dvodimenzionalni tenzor Ky = Gap, k2 = g*kge. Vse komponente Riccijevega
tenzorja razen Ryy so identicno enake ni¢. Zato velja enacba
1 1
Roo = —=£8 — —k2kE = 0. (109.7)
2 4
Tri funkcije g22(n),g23(n), g33(n) morajo torej zadostiti eni sami enacbi, zato lahko dve
izmed njih poljubno izberemo. Ena¢bo (109.7) je primerno zapisati drugace. Pri tem bomo
Jap zapisali kot
Gab = _X27ab7 |’Yab| =1 (1098)
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Potem je determinanta —g = |gas| = x?, ko to vstavimo v (109.7), pa po preprostih transfor-
macijah dobimo

N .

X + g (aer™) (ay™)x = 0 (109.9)
(y* je dvodimenzionalen tenzor, ki je reciprocen tenzorju v,). Ce si izberemo poljubne
funkcije y45(n) (ki so med seboj povezane s pogojem |y4| = 1), ta enatba dolo¢a funkcijo
x(1)-

Tako pridemo do re§itve, ki vsebuje dve poljubni funkciji. Hitro vidimo, da je to pos-
plositev primera Sibkega gravitacijskega vala, ki se §iri v eni smeri, ki smo ga obravnavali v
107. TakSen primer dobimo s transformacijo

_t4+xr  , t-x

1= W= (109.10)

in z nastavkom vup = dgp+hap(n) (kjer so hy, majhne koli¢ine, za katere velja pogoj hoo+hss =
0), ter x = 1; konstantna vrednost koli¢ine x je resitev enacbe (109.9), ¢e zanemarimo majhne
Clene drugega reda.

Nayj se Sibek gravitacijski val kon¢ne razseznosti (“valovni paket”) giblje mimo neke tocke
x. Pred prehodom je by, = 0, x = 1; po prehodu imamo ponovno hq, = 0, 0%y /0%t = 0, vendar
¢e upostevamo Clene drugega reda v (109.9), dobimo od ni¢ razli¢tno negativno vrednost za

odvod 0x/0t:
1 [ (0ha)’
8x/8t~—§/< 5 > dt <0

(integriramo po ¢asovnem intervalu, v katerem valovni paket potuje mimo tocke x). Zato je po
prehodu vala y = 1—konst-¢, in po konénem ¢asovnem intervalu y spremeni predznak. Ce ima
x vrednosti ni¢, to pomeni, da ima determinanta metrike g vrednost ni¢ in opravka imamo s
singularnostjo metrike. Ta singularnost pa ni fizikalnega znacaja; povezana je z nezadovoljivo
izbiro opazovalnega sistema, ki ga “pokvari” mimoido¢i gravitacijski val. Singularnosti se
lahko znebimo z ustrezno transformacijo in po mimohodu gravitacijskega vala postane ¢etverni

prostor ponovno raven.
To lahko dokazemo neposredno. Ce spremenljivko 77 merimo od njene vrednosti, ki ustreza
singularnosti, y = 7, tako da velja

ds? = 2dndzt — n?[(dz?)? + (dz?)?).

Po transformaciji
y? + 22
21

nzt =y, ni’ =z, a'=¢-

b

dobimo
ds? = 2dnd¢ — dy? — d7?,

po substituciji n = (t + z)/v/2, £ = (t — x)/V/2 pa konéno dobimo metriko Galilejeve oblike.

Ta lastnost gravitacijskih valov (nastanek navidezne singularnosti), seveda ni povezana s
sibkostjo gravitacijskega vala; velja tudi za splosno resitev enacbe (109.7); prav tako kot pri
pravkar obravnavanem primeru je v blizini singularnosti x ~ 7, torej —g ~ n*.
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8110 Sevanje gravitacijskih valov

Oglejmo si Sibko gravitacijsko polje, ki ga povzro¢ajo poljubna telesa, ki se gibljejo s hitrostmi,
ki so majhne v primerjavi s svetlobno.

Zaradi prisotnosti snovi se bodo enacbe gravitacijskega polja razlikovale od preproste
valovne enaébe oblike Oh¥ = 0 (107.8) v tem, da bodo imele na desni strani ¢lene, ki izvirajo
iz napetostnega tenzorja snovi. Enacbe zapiéemo v obliki

8k k
"zbz - ° ka (1101)

kamor smo namesto hf vstavili bolj primerne koli¢ine

gk =Wk ok,
2
in kjer z Tf oznacujemo pomozne koli¢ine, ki jih dobimo ob prehodu iz to¢nih enacb gravitacije
v primer ibkega polja. Hitro lahko preverimo, da dobimo komponente 7§ in 70 neposredno iz
ustreznih komponent Tik, ¢e obdrzimo le ¢lene, ki so tistega velikostnega reda, ki nas zanima;
komponente Tg vsebujejo poleg clenov iz Tg‘ tudi ¢lene drugega reda iz Rf — %5{9]%.

Koli¢ine 9 ustrezajo pogoju (107.5) 9¢F/0z% = 0. 1z (110.1) sledi, da ekvivalentna

enacba velja tudi za Tf:

otk
ok = 0. (110.2)
Ta enacba tu nadomesca splosni zakon Tzkk =0.

Z dobljenimi enacbami bomo izracunali energijo, ki jo izsevajo gibajoca se telesa v obliki
gravitacijskih valov. Na poti do reSitve moremo dolocCiti gravitacijsko polje v “valovnem
obmocju”, torej pri razdaljah, ki so velike v primerjavi z valovno dolzino izsevanih valov.

Vsi izracuni so naceloma povsem analogni tistim, ki smo jih izpeljali za elektromagnetno
polje. Enac¢ba (110.1) za Sibko gravitacijsko polje je enake oblike kot enatba za zakasnjene
potenciale (62). Zato lahko takoj zapiSemo njeno splosno resitev oblike

4k dv
gk =2 (Tik>t,@ < (110.3)

A R

Ker so hitrosti vseh teles v sistemu majhne, lahko polje pri veliki oddaljenosti od sistema
zapisemo kot (glej 66 in 67)

4k
k __ k
W= —ag / (TZ) n av, (110.4)

kjer je Ry razdalja od izhodisca, ki ga lahko postavimo kjerkoli v notranjosti sistema. V
nadaljevanju bomo zaradi krajSega pisanja izpuscali indeks ¢ — (Rg/c) v integrandu.
Integral bomo izra¢unali s pomocjo enaébe (110.2). Ce izpustimo indeks pri 7/ in lo¢imo
prostorske in Gasovno komponento, lahko (110.2) zapisemo v obliki
O0Tay  OTao 010y 0700

_ — 2 _ . 110.
ox" Ox0 0, oxY  0x0 0 (110.5)

Prvo enacbo pomnozimo z z” in jo integriramo po celotnem prostoru,

s
05 [roatav = [ Fempay [ Qo) y [0 ay
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Ker je v neskoncnosti 7;, = 0, bo prvi integral na desni po pretvorbi z Gaussovim izrekom
postal enak ni¢. Ce vzamemo polovico vsote preostale enaCbe in iste enacbe z zamenjanima
indeksoma, dobimo

10
/Taﬂ dV = —5@/(Ta0$ﬂ+T50$a) dv.

Nato pomnozimo drugo enacbo (110.5) z z®z” in jo integriramo po celotnem prostoru. S
podobno pretvorbo dobimo

% /Tgoxalﬂ dv = — /(Tao.’E’B + 7o) dV.

S primerjavo obeh rezultatov dobimo

102
/Taﬁ v = EB_Q%/TOO dz® dz? dv. (110.6)

Integrale vse komponent 7,5 lahko torej izrazimo z integrali, ki vsebujejo le komponento
Too- Ta komponenta pa je, kot smo ze ugotovili, kar enaka ustrezni komponenti Tpy napetost-
nega tenzorja in jo lahko z zadostno natan¢nostjo [glej (99.1)] zapisemo kot

Too = pc’. (110.7)

To vstavimo v (110.6) in, upostevajo¢ t = x°/c, dobimo izraz za (110.4):

2k 02
_ B

Pri velikih razdaljah od teles lahko valove smatramo za ravne (na zadosti majhnih
obmocjih prostora). Zato lahko pretok izsevane energije iz sistema, na primer v smeri

osi z!, izracunamo z enacbo (107.12). V tej enacbi nastopata komponenti hoz = 3 in
h22 - h33 = ’l,bgg - 1,033. y/ (1108) th lahko zapiéemo kot

2%k
has = ————Dos, hay — haz =
23 SoiRy % 22 s

2k

— 2 (Dyy— D 110.9
3c4R0( 92 — D33) ( )

(pike tu oznacujejo odvode po ¢asu), kjer smo vpeljali masni kvadrupolni tenzor (99.8):
Dop = /u(3x%ﬂ — bapr?)dV. (110.10)

Tako konéno dobimo pretok energije vzdolz osi ! oblike

2
Do — D
( 22 . 33) +D§3

' = i
36mcd R2

(110.11)

Pretok energije v diferencialen prostorski kot v dani smeri dobimo, ¢e ta izraz pomnozimo z
R% do.

Dva ¢lena v tem izrazu ustrezata sevanju valov z dvema razli¢cnima polarizacijama. Za-
pisali bi ju radi v invariantni obliki, ki je neodvisna od izbire smeri sevanja, zato vpeljemo
tridimenzionalen enotski polarizacijski tenzor e,s ravnega gravitacijskega vala, ki doloca od
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ni¢ razlicne komponente hog (v umeritvi, v kateri je hoo = hoo = h = 0). Polarizacijski tenzor
je simetricen in zanj veljajo pogoji

eaa =0, eqpng =0, eqpeqs =1, (110.12)

kjer je n enotski vektor v smeri Sirjenja vala.
S tem tenzorjem lahko zapiSemo jakost sevanja z dano polarizacijo v prostorski kot do v

obliki )
B . )
dI = = (Dageas)” do. (110.13)

Ta izraz je implicitno odvisen od smeri n zaradi pogoja o precnosti: eqgng = 0. Celotno
kotno porazdelitev vseh polarizacij dobimo, ¢e sestejemo (110.13) po polarizacijah, ali (kar je
temu enakovredno) Ce izra¢unamo povpreje po polarizaciji in pomnozimo z 2 (to je Stevilo
neodvisnih polarizacij). Povpre¢je izra¢unamo po enacbi

1
Caf®rs = (nan5n7n5 + (nangdys + nynsdag)—
- (nam,égg + ngnydas + Nansdsy + n5n55a7)— (110.14)
— 0ap0ys + (5a75ﬂ6 + (557(5a5)>

(izraz na desni je tenzor, sestavljen iz enotskega tenzorja in iz komponent vektorja n; ima
zahtevano simetrijo po indeksih, po skréitvi po parih indeksov a,~y in 3,d postane enak ena,
po skalarnem mnozenju z n pa je enak nic).

Rezultat je

k 1

dl = -
36mcd |4

1...2
(Dagnang)?® + iDaﬂ - DagDavngnv] do. (110.15)
Celotno sevanje v vseh smereh, torej energijske izgube sistema na enoto casa (—d€/dt),
dobimo, Ce izra¢unamo povpreéje kolicine dI/do in rezultat pomnozimo z 4w. Povprecje
lahko preprosto izra¢unamo z uporabo enach, zapisanih v opombi na strani *. Dobimo

d€é k ..o

I SN 110.1
It~ B Des (110.16)

Opazimo, da je sevanje gravitacijskih valov pojav petega reda po 1/c. Zaradi tega in
zaradi majhne vrednosti gravitacijske konstante k, je ta pojav obicajno izjemno Sibek.
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Relativisticna kozmologija

8111 Izotropen prostor

Splosna teorija relativnosti omogoca nove pristope k reSevanju nalog, povezanih z lastnos-
tmi vesolja v kozmoloSkem obsegu. Nove presenetljive moznost so povezane z negalilejevim
znatajem prostora-casa (kar je prvi opazil Einstein leta 1917).

Preden se lotimo sistematicne gradnje relativisti¢cnih kozmoloskih modelov, potrebujemo
Se pojasnilo o osnovnih enacbah polja, iz katerih bomo nato izhajali.

Zahteve, opisane v 94 o pogojih, ki dolocajo akcijo gravitacijskega polja, bodo Se vedno
zadoSCene, ¢e dodamo konstanten ¢len k skalarju G, torej zapiSemo

63

Sy = 16k /(G+ 2M)/—g d,

kjer je A nova konstanta (z dimenzijo cm~2). Zaradi te spremembe dobimo v Einsteinovih
enaCbah dodaten ¢len Ag;y:

1 8k
R, — §R9ik = 0—4Tik + Agig.

Ce “kozmologki konstanti” A pripisemo majhno vrednost, prisotnost tega ¢lena ne bo obéutno
vplivala na gravitacijske valove na zadosti majhnih obmocjih cetvernega prostora, bo pa
vodila k novim vrstam “kozmoloskih resitev”, s katerim bi lahko opisali vesolje kot celoto. *
Vendarle danes $e vedno ni tehtnih in prepricljivih razlogov, ne empiri¢nih niti teoreti¢nih, ki
bi terjale taksno spremembo oblike osnovnih enac¢b teorije. Poudariti moramo, da govorimo o
spremembah, ki imajo globok fizikalen pomen: ¢e v Lagrangevo gostoto dodamo konstantni
¢len, ki je na splosno neodvisen od stanja polja, to pomeni, da smo ¢etvernemu prostoru
pripisali ukrivljenost, ki je niti naceloma ne moremo izniciti, in ki ni povezana niti s snovjo,
niti z gravitacijskimi valovi. Zato je obravnava v tem razdelku osnovana na Einsteinovih
enacbah klasi¢ne oblike brez “kozmoloske konstante”.

Vemo, da so zvezde v prostoru porazdeljene zelo neenakomerno; zgoSctene so v locene
sisteme zvezd (galaksije). Ko pa proucujemo vesolje v “velikem obsegu”, moramo zane-
mariti “krajevne” nehomogenosti zaradi zgostitve snovi v obliki zvezd in sistemov zvezd.

*Tako lahko imamo v tem primeru stacionarne resitve, ki jih ni v primeru A = 0. Natanko iz tega razloga je
Einstein vpeljal “kozmolosko konstanto”, Se preden je Friedmann odkril resitve enacb polja, ki niso stacionarne
— glej nadaljevanje.
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Zato moramo gostoto mase smatrati kot povprecno gostoto po obmocjih prostora, katerih
razseznost je veCja v primerjavi z razdaljami med galaksijami.

Resitve Einsteinovih enacb, ki si jih bomo ogledali kasneje (v 111-114), imenovane tudi
izotropen kozmoloski model (A. A. Friedmann, 1922), temeljijo na podmeni homogenosti in
izotropnosti porazdelitve snovi v vesolju. Obstojeci astronomski podatki s taksnim privzetkom
niso v nasprotju *, zato danes verjamemo, da je izotropen model v splosnem zadovoljiv opis
ne le vesolja v preteklosti, temve¢ tudi vecjega dela razvoja vesolja v prihodnosti. Videli
bomo, da je bistvena lastnost tega modela, da ni stacionaren. Nobenega dvoma ni, da je ta
lastnost (“Sirjenje vesolja”) pravilna razlaga pojava rdecega premika, ki je osrednje vprasanje
kozmologije (114).

Homogenost in izotropnost prostora pomenita, da lahko izberemo taksSen svetovni cas, da
bo ob vsakem trenutku metrika prostora enaka v vseh tockah in v vseh smereh.

Najprej si oglejmo metriko izotropnega prostora na splosno in za zdaj zanemarimo
kakrsnokoli ¢asovno odvisnost. Kot prej oznac¢imo tridimenzionalni prostorski metriéni tenzor
Z Yo, kar pomeni, da diferencial prostorske locne dolzine zapisemo kot

dl? = v,5 da® dz”. (111.1)

Ukrivljenost prostora povsem doloca prostorski tridimenzionalen krivinski tenzor, ki ga
bomo oznagili z Pﬂoﬁy 5> da ga bomo laze locili od stiridimenzionalnega tenzorja R};lm. V izotrop-
nem prostoru mora biti tenzor Pg. s ofitno izrazljiv samo z metricnim tenzorjem. Iz simetri-
jskih lastnosti tenzorja nga razberemo, da mora tenzor imeti obliko

Popys = AYor V85 = YasV48), (111.2)

kjer je A neka konstanta. Riccijev tenzor P,g = ngﬁ je torej enak
Pog = 2X\ya8, (111.3)

skalarna ukrivljenost pa je
P =6\ (111.4)

Ukrivljenost izotropnega prostora torej doloca ena sama konstanta. Zato so mozni le trije
razli¢ni primeri prostorske metrike: (1) prostor s konstantno pozitivno ukrivljenostjo (A > 0),
(2) prostor s konstantno negativno ukrivljenostjo (A < 0) in (3) prostor z ukrivljenostjo nic
(A = 0). Slednji prostor je raven, torej evklidski prostor.

Pri proucevanju metrike je koristno zaceti z geometrijsko analogijo: geometrijo izotrop-
nega tridimenzionalnega prostora lahko obravnavamo kot geometrijo izotropne hiperploskve
v namis$ljenem S§tiridimenzionalnem prostoru. TakSen prostor je hiperkrogla; tridimen-
zionalen prostor, ki ustreza hiperkrogli, je tisti s konstantno pozitivno ukrivljenostjo. Enacba
hiperkrogle s polmerom a v §tiridimenzionalnem prostoru xi,x2, T3, T4 se zapise

2 2 2 2 2
I +£E2 +LE3 +LE4 =a,

diferencial lo¢ne dolzine na njej pa lahko zapisemo kot

di* = dz? + do3 + da? + dai.

*V mislih imamo podatke o porazdelitvi galaksij v prostoru in o izotropnosti kozmoloskega mikrovalovnega
ozadja (angl. cosmic microwave background, tudi background radio radiation).
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Spremenljivke x1, z3, z3 naj bomo tri prostorske koordinate, namisljeno koordinato x4 pa
odpravimo s pomocjo prve enaCbe. Tako dobimo diferencial lo¢ne dolzine v prostoru:

(.’L’l dz1 + zodzo + T3 dl‘3)2

2 2 2

di? = da? + da3 + da3 + 5

(111.5)
S tem izrazom lahko preprosto izratunamo konstantno X iz (111.2). Ker vnaprej vemo, da
ima P, obliko (111.3) povsod po prostoru, zadostuje, ¢e ga izracunamo v blizini izhodisca,

kjer velja
Talp

Yo = 0ap + a2

Ker so prvi odvodi kolifin 7,4, in torej tudi koli¢in )‘gv’ v izhodisc¢u enaki ni¢, je racun z
uporabo splosne enacbe (92.8) zelo preprost in dobimo rezultat

1
A= —. 111.6
— (11L.6)
Koli¢ino a lahko imenujemo “krivinski polmer” prostora. Namesto koordinat zi,zs,z3
lahko vpeljemo “sfericne” koordinate r, 8, ¢. Diferencial lo¢ne dolzine zapiSemo kot
2 dr? 202 2 2
di* = + r*(sin” 0 d¢* + d6°). (111.7)

r2

Izhodisce koordinatnega sistema si lahko izberemo v poljubni tocki v prostoru. Obseg kroga
v teh koordinatah je enak 27r, povrsina krogle pa 4mr?. “Polmer” kroga (ali krogle) je

" dr
———— —gasinh™!(r/a
/ NieTr (rie)
in je vecji od r. Zato je razmerje med obsegom in polmerom v tem prostoru manjse od 2.

Drugo primerno obliko dI? v “tiridimenzionalnih krogelnih koordinatah” dobimo, e
namesto koordinate r vpeljemo “kot” x z r = asinx. Tedaj je *

di? = a?[dy? + sin? x(sin?  d¢? + d6?)]. (111.8)

Koordinata x doloca razdaljo od izhodisca, ki je enaka ay. Povrsina krogle v teh koordinatah

je 4ma?sin? x. Ko se gibljemo stran od izhodis¢a, povriina sfere naraica, doseze svojo najvecjo

vrednost 47a? pri razdalji ma/2. Nato ponovno upada in se skréi v tocko na “nasprotnem

polu” prostora pri razdalji ma, ki je najveéja razdalja, ki lahko obstaja v takSnem prostoru

[vse to je razvidno iz (111.7), ¢e upostevamo, da koordinata r ne more biti vecja od a.
Prostornina prostora s pozitivno ukrivljenostjo je

2w s s
V= / / / a® sin? x sin @ dy d0 d¢,
o Jo Jo

* “Kartezi¢ne” koordinate x1, z2, T3, T4 S0 povezane s Stiridimenzionalnimi krogelnimi koordinatami a, 6, ¢, x
7 zZvezami:

1 = asin x sin 6§ cos ¢, T2 = asin x sin 0 sin ¢,

r3 = asinx cosf, T4 = @4 COS X.
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oziroma

V =2n%a3. (111.9)

Prostor s pozitivno ukrivljenostjo je torej zaprt “sam vase”. Njegova prostornina je koncna,
Ceprav nima robov.

Zanimiva, ugotovitev je, da mora biti v zaprtem prostoru celotni naboj enak ni¢. Vsaka
zaprta ploskev v kon¢nem prostoru omejuje na vsaki strani konc¢no obmocje prostora. Zato
je pretok elektricnega polja skozi to ploskev po eni strani enak celotnemu naboju v notran-
josti ploskve, po drugi strani pa celotnemu naboju zunaj te ploskve, vendar z nasprotnim
predznakom. Zato je vsota nabojev na obeh straneh ploskve enaka nic.

Podobno sledi iz izraza (96.16) za Cetverec gibalne koli¢ine v obliki ploskovnega integrala,
da je Cetverec celotne gibalne koli¢ine prostora P’ enak ni¢. Zato definicija ¢etverca celotne
gibalne koli¢ine izgubi pomen, saj ustrezni ohranitveni zakon postane trivialna identiteta
0=0.

Sedaj si bomo ogledali geometrijo prostora s konstantno negativno ukrivljenostjo. Iz
(111.6) sledi, da je konstanta A negativna, e je a imaginaren. Zato lahko vse enacbe prostora
z negativno ukrivljenostjo dobimo iz prej$njih enacb, ¢e a nadomestimo z 2a. Z drugimi
besedami, geometrija prostora z negativno ukrivljenostjo je z vidika matematike geometrija
§tiridimenzionalne psevdokrogle z imaginarnim polmerom.

Konstanta A je sedaj
1

)\:—g,

(111.10)
diferencial prostorske lo¢ne dolzine v prostoru z negativno ukrivljenostjo pa ima v koordinatah
r, 0, ¢ obliko

dr?

di? = .
1+ 5

+ r%(sin® 0 d¢? + d6?), (111.11)

kjer ima lahko koordinata r vrednosti med 0 in co. Razmerje med obsegom in polmerom
kroga je vecje od 2m. Izraz za di?, ki ustreza (111.8), dobimo, ée vpeljemo koordinato x z
r = asinh x (x gre od 0 do c©). Potem je

di? = a*{ dx? + sinh? x(sin® 0 d¢? + d6?)}. (111.12)

Povrsina krogle je sedaj enaka 4ma?sinh?x in ko se oddaljujemo od izhodis¢a (x pri tem
narasca), gre preko vseh meja. Prostornina prostora z negativno ukrivljenostjo je oc¢itno
neskoncna.

8112 Zaprt izotropen model

Za obravnavo prostorsko-casovne metrike izotropnega modela si moramo najprej izbrati opa-
zovalni sistem. Najbolj primeren je “sogibljiv” (angl. co-moving) opazovalni sistem, ki se
v vsaki tocki prostora giblje skupaj s snovjo v tej tocki. Z drugimi besedami, opazovalni
sistem je kar snovi, ki zapolnjuje prostor; hitrost snovi v tem sistemu je po definiciji povsod
enaka ni¢. OCitno je takSen opazovalni sistem smiseln za izotropen model — pri vseh drugih
sistemih bi smer hitrosti snovi vodila k navidezni neenakovrednosti razlicnih smeri v prostoru.
Casovna koordinata mora biti izbrana tako, kot smo opisali v prejinjem razdelku: ob vsakem
trenutku mora biti metrika enaka povsod v prostoru.
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Zaradi popolne enakovrednosti vseh smeri, morajo biti komponente metri¢nega tenzorja
Jgoe €nake ni¢ v izbranem opazovalnem sistemu. Tri komponente gg, bi lahko smatrali kot
komponente tridimenzionalnega vektorja, kar bi vodilo k neenakovrednosti razlicnih smeri,
¢e te komponente ne bi bile enake ni¢. Zato mora ds? imeti obliko ds? = ggo(dz?)? — di?.
Komponenta goo je funkcija, ki je odvisna samo od spremenljivke 2. Zato si lahko vedno

izberemo taksno ¢asovno koordinato, da bo ggpg = 1. Oznacimo jo z ct in dobimo
ds? = 2 dt? — di*. (112.1)

Cas t je sinhroni lastni ¢as v vsaki tocki prostora.

Najprej obravnavajmo prostor s pozitivno ukrivljenostjo; od tu dalje bomo zaradi krajsega
pisanja ustrezni reSitvi Einsteinovih enacb gravitacije reki “zaprti model” (angl. closed
model). Za dl uporabimo izraz (111.8), v katerem je “krivinski polmer” a v splognem funkcija
¢asa. Zato zapisemo ds® v obliki

ds? = 2 dt* — a®(t){ dx? + sin® x(d#? + sin? 0 - d¢?)}. (112.2)

Funkcijo a(t) dolocajo enacbe gravitacijskega polja. Pri reSevanju teh enacb je prikladno
namesto casa vpeljati koli¢ino 7, definirano z zvezo

cdt = adn. (112.3)
S tem lahko ds? zapisemo kot
ds? = a*(n) { dn® — dx? — sin® x(d6* +sin® @ - d¢?)} . (112.4)

Na poti do enatb polja moramo najprej izracunati komponente tenzorja R;; (koordinate

20, 2, 22, 23 so 0, x, 0, $). Komponente metri¢nega tenzorja so

2 2 2 .2 2.2 .2
goo = a°, g1 = —a°, g2 = —a’sin”y, g3z = —a”sin” xsin” 6.
7 njimi izra¢unamo koli¢ine I‘}'d:
! ! !
0 _ a 0o _ a a a o 0 _ pra __
Ly = 2 Faﬂ = —Egaﬂa Foﬂ = ;%a Fao =T =0,

kjer s ¢rtico oznatujemo odvod po 7. (Komponent ['3., ni potrebno eksplicitno izracunati.) S
temi vrednostmi dobimo iz splo$ne enacbe (92.8)

3

R) = —4((1'2 —aa").

a
S pomocjo podobnega simetrijskega razmisljanja, ko smo ga uporabili prej za komponente
Jgoa, lahko tudi tukaj dokazemo, da je Ry, = 0. Pri racunanju komponente Rg upostevamo,
da ce v njih lo¢imo clene, ki vsebujejo le g, (torej samo ng), morajo ti ¢leni biti enaki
komponentam tridimenzionalnega vektorja — Pg, katerega vrednosti poznamo ze iz (111.3) in
(111.6):

2
R§:—P§+...:—¥6§+...,

kjer tocke predstavljaj clene, v katerih poleg g.s nastopa tudi ggp. Izracunamo Se te, in
dobimo

1
RS =——(2° + a'® + aa")op,
a
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tako da je
6
R:R%Jﬁ:—$m+d»

Ker v nafem opazovalnem sistemu snov miruje, je u® = 0,u’ = 1/a, in iz (94.9) sledi
T(? = ¢, kjer je € gostota energije snovi. Te izraze vstavimo v enacbo

8k

1
0 _ 0
Bo =38 ="
in dobimo: Sk 5
™ 2
c—4€ = E(a2 + a, ) (1125)

Tako € kot a sta tu neznani funkciji, zato potrebujemo Se eno enatbo. Namesto prostorskih
komponent enacb polja si bomo izbrali ena¢bo Tg;i = 0, ki je ena izmed §tirih enacb (94.7), ki
so (kot vemo) vsebovane v enacbah gravitacije. To enatbo lahko izpeljemo tudi neposredno
s pomocjo prijemov iz termodinamike.

S tem, ko v enacbah polja uporabimo izraz (94.9) za napetostni tenzor, zanemarimo vse
procese, pri katerih prihaja do disipacije energije in ki vodijo k naraScanju entropije. Ta
priblizek je tu povsem upravicen, saj so dodatni ¢leni, ki bi jih morali zaradi taksnih procesov
dodati k T*;, zanemarljivo majhni v primerjavi z gostoto energije ¢, ki vklju¢uje tudi mirovno
energijo delcev snovi.

Zato smemo pri izpeljavi enaCb polja skupno entropijo smatrati kot konstanto. Sedaj
uporabimo dobro poznano relacijo iz termodinamike dé = T'dS — pdV, kjer so £, S in V
energija, entropija ter prostornina sistema, p in 7" pa sta pritisk in temperatura. Pri konstantni
entropiji velja kar d€ = —pdV. Vpeljemo gostoto energije e = £/V in dobimo

dVv
de = —(6+p)7.

Prostornina V' je po (111.9) sorazmerna s tretjo potenco krivinskega polmera a. Zato je
dV/V =3da/a = 3d(Ina). Sledi

_ A sd(na),
€e+p
z integracijo pa dobimo
d
3ma:—/ 4+ konst (112.6)
p+e

(spodnja meja integrala je konstantna).
Ce je zveza med € in p (“enatba stanja” snovi) poznana, lahko iz (112.6) dobimo € kot
funkcijo spremenljivke a. Nato lahko iz (112.5) dolo¢imo 7 z izrazom

d
—_— / _ da
ay/ %eaz -1
Enacbi (112.6) in (112.7) sta splosna reSitev za metriko zaprtega izotropnega modela.
Ce je snov v prostoru porazdeljena v obliki diskretnih makroskopskih teles, potem lahko

pri racunanju nastalega gravitacijskega polja ta telesa smatramo kot tockaste snovne delce z
dolocenimi masami in ne upostevamo njihove notranje strukture. Ce so hitrosti teles relativno

(112.7)
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majhne (v primerjavi z c), lahko zapisemo e = uc?, kjer je p vsota mas teles, ki se nahajajo v
eni enoti prostornine. Iz istega razloga je pritisk “plina”, ki ga tvorijo telesa, izjemno majhen
v primerjavi z € in ga smemo zanemariti (iz zgoraj povedanega sledi, da pritisk v notranjosti
teles za naSe namene ni pomemben). Sevanja v prostoru ni veliko, zato smemo energijo in
pritisk sevanja prav tako zanemariti.

Ce torej zelimo opisati trenutno stanje vesolja v okviru tega modela, moramo uporabiti
enacbo stanja za “prasno” (angl. dustlike) snov,

EZMC2, p=0.

Z integracijo (112.6) dobimo pa® = konst. To enacbo bi lahko zapisali takoj, saj preprosto
izraza dejstvo, da je vsota M mas vseh teles v celotnem prostoru konstantna, kar za prasno
snov gotovo velja. * Ker je prostornina v zaprtem modelu enaka V = 27243, je konst =
M /272, Velja torej

pa® = konst = % (112.8)
272

Ce enacbo (112.8) vstavimo v (112.7) in izra¢unamo integral, dobimo

a = ap(l — cosn), (112.9)
kjer je konstanta
2kM
ag = —.
07 3

Zvezo med t in n konéno dobimo iz (112.3):
ap .
t = —(n —sinn). (112.10)
c

Enacbi (112.9) in (112.10) dolocata funkcijo a(t) v parametricni obliki. Funkcija a(t) narasca
od ni¢ pri t = 0 (n = 0) do svoje najve¢je vrednosti a = 2ayg, ki jo dosezemo pri t = mway/c
(n = m), nato pa ponovno pada proti vrednosti nic, ki jo doseze ob t = 2mway/c (n = 27).

Ce je n < 1, priblizno velja a = agn?/2, t = agn®/6¢, tako da je

2\ 1/3
a = (9“%0> £2/3, (112.11)
Gostota snovi je
1 8 x 10°
= = . 112.12
P = onke 2 ( )

3 in cas, izrazen v

(kjer je numeri¢na vrednost podana za gostoto, izrazeno v enotah gem™
sekundah). Poudarimo naj, da je v tej limiti funkcija p(t) univerzalna v tem smislu, da ni
odvisna od parametra ay.

Ko gre a — 0, gre gostota p proti neskoncnosti. Ko pa p — oo, postane tudi pritisk visok,

zato moramo pri obravnavi metrike v tem podro¢ju uporabiti nasprotni primer najvecjega

*Da ne bo nejasnosti (do katerih bi lahko prislo, ¢e upostevamo ugotovitev iz § 111, da je cetverec gibalne
koli¢ine celotnega zaprtega vesolja enak ni¢), moramo poudariti, da je M vsota mas teles, ¢e vsako telo
obravnavamo loc¢eno od ostalih in ne upoStevamo medsebojnih gravitacijskih interakcij.
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moznega pritiska (pri dani gostoti energije €). To pomeni, da moramo uporabiti enatbo

stanja
€
p = —

3
(glej opombo na strani 245). Iz enacbe (112.6) tedaj dobimo
3 4 2
ea* = konst = ;Tzl (112.13)
(a1 je nova konstanta), iz enacb (112.7) in (112.3) pa sledita Se zvezi
a=asing, t=—-1(1—cosny). (112.14)
c

Ker je to resitev smiselno obravnavati le pri zelo visokih vrednostih € (torej pri majhnem a),
smemo privzeti, da je n < 1. Tedaj je a =~ ain, t ~ a1n?/2c, in je

a = +/2act. (112.15)

Tedaj je
e 3 45x10°
2 32rkt2 12
(enactba ponovno ni odvisna od parametrov).

Torej gre tudi v tem primeru a proti 0, ko gre ¢ proti ni¢, tako da je vrednost ¢ = 0 singu-
larna tocka prostorsko-¢asovne metrike izotropnega modela (v zaprtem modelu ta ugotovitev
velja tudi v drugi tocki, v kateri je a = 0). Iz (112.15) vidimo, da postane ob zamenjavi
predznaka ¢ koli¢ina a(t) imaginarna, njen kvadrat pa negativen. Vse §tiri komponente g;; v
(112.2) bi tedaj bile pozitivne in tudi determinanta g bi bila pozitivna. Tak$na metrika nima
fizikalnega pomena. To pomeni, da ni fizikalno smiselno metriko analiticno podaljSati onkraj
singularnosti.

(112.16)

8113 Odprt izotropen model

Resitev, ki ustreza izotropnemu prostoru z negativno ukrivljenostjo (“odprt model”), dobimo
po postopku, ki je podoben tistemu iz predhodnega razdelka. Namesto (112.2) imamo sedaj

ds? = ? dt* — a(t) { dx® + sinh® x(d6? +sin? 0 d¢?) } . (113.1)
Ponovno namesto ¢ vpeljemo spremenljivko 7, definirano z ¢dt = a dn; dobimo
ds? = a*(n) { dn* — dx® — sinh? x(d6* + sin® 0 d¢?) } . (113.2)

Ta izraz lahko formalno dobimo iz (112.4), ¢e n, x in a nadomestimo z in, ix in ia. Zato
lahko tudi ena¢be polja dobimo neposredno z enako substitucijo iz enacb (112.5) in (112.6).
Enacba (112.6) ostane enaka:

d
3Ina = —/ € ¥ Py onst, (113.3)
_l’_
namesto (112.5) pa dobimo
8k 3 9
0—26 = E(CL, — CL2). (1134)
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Podobno dobimo namesto (112.7) enatbo
d
n =+ / S (113.5)
a

Za snov v obliki prahu se resitev glasi *

a =ap(coshn —1), t= @(sinhn—n), (113.6)
c
3¢c?
3
= —-ayp. 113.7
pa’ = -ao (113.7)
Enacbi (113.6) dolocata funkcijo a(t) v parametri¢ni obliki. V nasprotju z zaprtim modelom
se tu krivinski polmer spreminja monotono, in sicer naras¢a od ni¢ pri t = 0 (n = 0) k

neskoncnosti, ko gre t — oo (n — o00). Zato gostota snovi pada monotono od neskoncne
vrednosti pri ¢t = 0 (¢e je n < 1, je monotono padanje priblizno podano z isto enacbo (112.12)
kot v zaprtem modelu).

Pri velikih gostotah resitev (113.6)-(113.7) ne velja, zato moramo ponovno uporabiti izraz
p = €/3. Ponovno dobimo enatbo

4.2
c*aj

Sk’

ca = konst =

(113.8)
funkcija a(t) pa je podana z

a =aysinhny, t= a—cl(coshn - 1),
kar nam prin < 1 da

a = +/2ayct (113.9)

[za €(t) velja ista enacba (112.16) kot prej]. Tudi v odprtem modelu ima metrika torej singu-
larnost (vendar ima v nasprotju z zaprtim modelom le eno samo).

Obstaja Se limitni primer obravnavanih re§itev, ki ustreza neskon¢nemu polmer ukrivl-
jenosti vesolja, torej modelu z ravno (evklidsko) metriko. Interval ds? lahko v tak$nem
prostoru-casu zapiSemo kot

ds® = 2 dt? — b2(¢)(dz? + dy? + d2?) (113.10)

*Omenimo naj, da lahko s transformacijo
r = Aesinh y, cr = Ae" coshy,
Ae" = m, tanh xy = %,
izraz (113.2) prevedemo na “konformmno-galilejsko” obliko

ds® = f(r,7)[c* dr® — dr® — r?(d6” + sin® 6 d¢?))].
Ce postavimo A = ag/2, kot v primeru (113.6), dobimo
4
ds®> = (1 - L) [ dr® — dr® — r?(d8® + sin® 6 d¢?)]
2Vc2r2 —r2
(V. A. Fock, 1955). Za velike vrednosti v/¢?72 — r2 (ki ustrezajo n > 1), postane ta metrika galilejska, kar je
pricakovano, saj gre krivinski polmer proti neskonénosti.

V koordinatah 7,0, ¢, 7 snov ne miruje in porazdelitev ni homogena; izkaze se, da je porazdelitev in gibanje
snovi sredi§¢no simetri¢no okoli poljubne tocke v prostoru, ki si jo izberemo kot izhodis¢e za koordinate r, 8, ¢.
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(za prostorske koordinate smo si izbrali kartezi¢ne koordinate z, y, z). Casovno odvisni faktor
pred diferencialom prostorske dolzine ne spremeni dejstva, da je prostorska metrika evklidska,
saj je ob istem ¢asu ¢ ta faktor konstanten in ga lahko z ustrezno koordinatno transformacijo
postavimo na ena. Izracun, ki je podoben tistemu iz prejSnjega odstavka, vodi k naslednjim

enacbam: )
8k 3 /db d
LQE < ) , 3lnb:—/ ¢ + konst.
p+

2T\ dt €

Ce je pritisk nizek, dobimo
pub® = konst, b = konst ¢/3. (113.11)

Pri majhnem ¢ moramo ponovno upostevati izraz p = €/3. Tako dobimo
eb* = konst, b = konstv/z. (113.12)

Tudi v tem primeru ima metriko singularno tocko ob casu ¢t = 0.

Poudarimo naj, da vse izotropne resitve obstajajo le, ¢e je gostota snovi od ni¢ razli¢na;
v praznem prostoru Einsteinove enacbe taksnih reSitev nimajo. * Omenimo naj Se, da so z
matematicnega vidika te reSitve posebni primeri bolj splosne mnozice resitev, ki vsebujejo tri
fizikalno razli¢ne poljubne funkcije prostorskih koordinat (glej nalogo).

8114 Rdeci premik

Poglavitna lastnost dobljenih reSitev je, da niso stacionarne. metrike; polmer ukrivljenosti
prostora je odvisen od ¢asa. Sprememba krivinskega polmera vodi k s spremembi vseh razdalj
med telesi v prostoru, kar je razvidno ze iz zapisa metrike, saj je prostorska razdalja di
sorazmerna z a. Ko se a povecuje, se telesa v prostoru “oddaljujejo” eno od drugega (v
odprtem modelu a narasca prin > 0, v zaprtem modelu pa na intervalu 0 < n < ).

Opazovalcu na enem izmed teles se bo zdelo, kot da se vsa ostala telesa gibljejo v radialni
smeri stran od opazovalca. Hitrost tega “oddaljevanja” ob Casu t je sorazmerna z oddaljenostjo
med telesi.

To teoreticno napoved moramo primerjati s temeljnim astronomskim dejstvom — rdecim
premikom spektralnih ért galaksij. Ce premike razlozimo z Dopplerjevim pojavom, lahko
sklenemo, da se galaksije oddaljujejo, kar pomeni da se vesolje danes giri. |

Oglejmo si Sirjenje svetlobnega zarka v izotropnem prostoru. Pri tem je primerno
upostevati dejstvo, da vzdolz svetovnice svetlobnega signala velja ds = 0. Tocko, iz katere je
svetloba izsevana, si izberemo kot izhodisce koordinatnega sistema y, 8, ¢. Zaradi simetrije je

*Za € = 0 dobimo iz (113.5) a = ape” = ct [enacbi (112.7) pa nimata pomena, saj sta korena imaginarna).
Metriko
ds® = > dt* — ¢*t* { dx” + sinh® x(d6” + sin” 0 dp?) }

lahko s substitucijo r = ct sinh x, 7 = t cosh x pretvorimo v obliko
ds® = ?dr? — dr® — r?(dh® + sin® 0 d¢?),

kar pa je metrika galilejskega prostora-casa.

Sklep, da se telesa oddaljujejo, ko a(t) narasca, je mozen le, ¢e je interakcijska energija snovi majhna v
primerjavi s kineti¢no energijo, ki jo ima snov zaradi oddaljevanja; ta pogoj je za zadosti oddaljene galaksije
vedno izpolnjen. V nasprotnem primeru so medsebojne oddaljenosti dolo¢ene v najvecji meri z njihovo med-
sebojno interakcijo; zaradi tega razsirjanja vesolje nima vpliva ne velikost nebul samih, Se manj pa na velikost
zvezd.
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oCitno, da se bo svetloba Sirila radialno, torej vzdolz ¢rte s konstantnima 6 in ¢. Zaradi tega
v (112.4) ali (113.2) postavimo df = d¢ = 0, in sledi ds? = a?(dn? — dx?). Ce to izenacimo
z ni¢, dobimo dn = *dy, po integraciji pa dobimo

X = £n + konst. (114.1)

Za zarke, ki potujejo stran od koordinatnega izhodisca, si moramo izbrati pozitiven predznak,
za zarke, ki se izhodiscu priblizujejo, pa negativen predznak. V tej obliki enacba (114.1) velja
tako za odprt kot za zaprt model. S pomodcjo enach iz predhodnega razdelka, lahko zapisemo
razdaljo, ki jo zarek prepotuje, kot funkcijo casa.

V odprtem modelu svetlobni zarek, ki je odposlan iz neke tocke, potuje vedno dlje od
te tocke. V zaprtem modelu lahko svetlobni zarek, ki je odposlan iz zaCetne tocke, pripo-
tuje v “konjugirani pol” prostora (kar ustreza spremembi x od 0 do 7), nato pa se pricne
priblizevati izhodis¢ni tocki. Potovanje zarka “okoli prostora” in njegov povratek v zacetno
tocko ustrezata spremembi y od 0 do 2. 1z (114.1) je razvidno, da se ob tem tudi n spremeni
za 2w, kar pa je nemogoce (izjema je tisti primer, ko svetloba odpotuje ob trenutku, ko je
n = 0). Zato se svetlobni zarek ne more vrniti v zatetno toc¢ko po krozni poti “okoli vesolja”.

Svetlobni zarek, ki se priblizuje tocki opazovanja (v koordinatnem izhodis¢u), ustreza
negativni predznak 7 v enacbi (114.1). Ce zarek prispe v to tocko ob t = #(1), mora tedaj
za 1 = no veljati x = 0, zato je gibalna enacba taksnega zarka

X =10 — 1. (114.2)

Od tod je razvidno, da lahko opazovalca v tocki x = 0 dosezejo ob ¢asu 7(n9) le tisti zarki,
ki so odpotovali iz tock, ki so “oddaljene” najvec za x = 1p.

Ta ugotovitev, ki velja tako za odprti kot za zaprti model, je klju¢na. Pomeni namrec,
da ob poljubnem trenutku #(n) in v poljubni tocki v prostoru ne moremo opazovati celotnega
vesolja, temvec le tisti del, ki ustreza pogoju x < 7. Matemati¢no povedano je “vidno
obmocje” prostora presek Stiridimenzionalnega prostora s svetlobnim stozcem. Izkaze se, da
je ta presek koncen tako za odprt kot za zaprt model (koli¢ina, ki je v odprtem modelu
neskoncna, je presek vesolja s hiperploskvijo ¢ = konst, ki ustreza prostoru, kjer vse tocke
opazujemo ob enem in istem Casu). Zaradi tega je razlika med odprtim in zaprtim modelom
manj dramatic¢na, kot bi na zacetku morda pricakovali.

Bolj kot je opazovano obmocje ob danem casu oddaljeno od opazovalca, bolj oddaljenemu
(zgodnejsemu) ¢asu ustreza. Oglejmo si okroglo ploskev, ki je geometrijsko nahajalisce vseh
tock, iz katerih je svetloba odpotovala ob ¢asu t(n — x), in ki jih opazujemo ob Casu t(n).
Povrsina te ploskve je 4ma®(n—x) sin? x (v zaprtem modelu) ali 47a?(n—y) sinh? x (v odprtem
modelu). Ko se ploskev oddaljuje od opazovalca, se povrsina “vidne krogle” povecuje od nié¢
(za x = 0), doseze maksimum, nato pa ponovno upada in doseze vrednost ni¢ pri x = n (kjer
je a(n — x) = a(0) = a). To pomeni, da presek vesolja s svetlobnim stozcem ni le omejen,
temvec tudi zaprt. Zdi se, ko da je sklenjen v tocki, ki je “konjugirana” opazovalcu; vidimo jo
lahko v poljubni smeri v prostoru. V tej tocki je € — oo, zato lahko vsaj naceloma opazujemo
vse razvojne stopnje snovi.

Celotna koli¢ina snovi, ki jo lahko vidimo, je v odprtem modelu enaka

n
Mops = 47r/ pa® sinh® y - dy.
0

Polje, v. 1



358 RELATIVISTICNA KOZMOLOGIJA 114

Vstavimo pa® iz (113.7) in dobimo

3c%ay , .
My = 7(s1nhncosbn - 7). (114.3)

Ta koli¢ina narasca preko vseh meja, ko gre n — oo. V zaprtem modelu je narascanje Mpg
omejeno s celotno maso M; na podoben nacin tu dobimo

M
Mobs = —(n — sinncosn). (114.4)
™

Ko gre n od 0 do m, ta koli¢ina naraste od 0 do M; nadaljnje narascanje M,ps, ki ga ta enacba
napoveduje za 1 > m, ni resni¢no, saj ustreza dejstvu, da bi v vesolju, ki se “kr¢i”, oddaljena
telesa videli dvakrat (zaradi svetlobe, ki “obkrozi vesolje” v obeh smereh).

Sedaj si oglejmo, kako se spremeni frekvenca svetlobe, ko ta potuje po izotropnem vesolju.
Najprej pokazimo naslednje dejstvo. Naj se v neki tocki v prostoru zgodita dva dogodka,
ki sta oddaljena za Casovni interval dt = (1/c)a(n)dn. Ce ob teh dogodkih odpoiljemo
svetlobna signala, ki jo opazujemo v neki drugi tocki v prostoru, potem bo med trenutkoma,
ob katerih zaznamo signala, minil ¢asovni interval, ki ustreza isti spremembi dn kolicine
n kot v zacetni tocki. To sledi iz enacbe (114.1), po kateri je sprememba koli¢ine 1 med
potovanjem svetlobnega zarka od ene tocke do druge odvisna le od razlike koordinate x
med tema toCkama. Ker pa se med potovanjem krivinski polmer a spremeni, sta ¢asovni
interval ¢ med trenutkom, ko odposljemo prvi, in trenutkom, ko odposljemo drugi signal, in
casovni interval med trenutkom, ko sprejmemo prvi, in trenutkom, ko sprejmemo drugi signal,
razli¢na; razmerje med intervaloma je enako razmerju ustreznih vrednosti a.

Od tod med drugi sledi tudi to, da se periode svetlobnega valovanja, merjene v svetovnem
casu t, prav tako spreminjajo vzdolz zarka, in sicer so sorazmerne z a. Zato med potovanjem
zarka vzdolz poti velja

wa = konst. (114.5)

Predstavljajmo si, da ob ¢asu t(n) opazujemo svetlobo, ki jo je oddal vir, katerega oddal-
jenost ustreza dani vrednosti koordinate x. Po enac¢bi (114.1) je trenutek, ob katerem je bila
svetloba, oddana, enak t(n — x). Ce je wy frekvenca svetlobe ob ¢asu, ko je bila ta oddana,
potem iz (114.5) sledi, da je opazovana frekvenca w enaka

a(n —x)

O (114.6)

W = wp

Ker funkcija a(n) monotono nara$ca, velja w < wy, torej frekvenca svetlobe upada. To
pomeni, da so v spektru svetlobe, ki prihaja proti nam, ¢rte zamaknjene proti rdecem v
primerjavi s spektrom iste snovi, ki bi jo opazovali ob obicajnih pogojih. Pojav “rdecega
premika” je v bistvu Dopplerjev efekt zaradi medsebojnega “oddaljevanja” galaksij.

Velikost rdecega premika, ki jo merimo na primer kot razmerje w/wy med zamaknjeno in
nezamaknjeno frekvenco, je (ob danem Casu opazovanja) odvisna od oddaljenosti, na kateri se
nahaja izvor [v enacbo (114.6) moramo vstaviti koordinato x svetlobnega vira]. Pri zadosti
majhnih oddaljenostih lahko razvijemo a(n — x) v potencno vrsto po x in obdrzimo prva dva
clena:
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(¢rtica oznacuje odvod po 7). Omenimo lahko, da je zmnozek ya(n) kar enak razdalji [
od opazovanega izvora. Diferencial “radialne” dolzine je enak dI = ady; pri integraciji
tega izraza se pojavi vpraSanje, kako lahko razdaljo dolo¢imo s fizikalnim opazovanjem. Pri
dolocanju te razdalje moramo vzeti vrednosti a v razlicnih tockah vzdolz integracijske poti ob
razli¢nih ¢asovnih trenutkih (integracija z n = konst bi ustrezala sotasnemu opazovanju vseh
tock na poti, kar je fizikalno nemogoce). Vendarle smemo pri “majhnih” razdaljah zanemariti
spremembo a vzdolz integracijski poti, zato lahko preprosto zapiSemo [ = ax in pri tem
vzamemo vrednost a, ki velja ob ¢asu opazovanja.
Kot konéni rezultat dobimo za relativni frekvencni premik z naslednjo enacbo:

— H
PR (114.7)
wo (&
kjer smo uvedli zapis
!
=t 1de (114.8)
a?(n) o dt

za “Hubblovo konstanto”. Ob danem trenutku opazovanja je ta koli¢ina neodvisna od /. Zato
je relativni premik spektralnih ¢rt sorazmeren z razdaljo od svetlobnega izvora.

Ce si rdeci premik interpretiramo kot Dopplerjev efekt, lahko dolo¢imo ustrezno hitrost v
oddaljevanja galaksije od opazovalca. Zapisemo z = v/c in s primerjavo z (114.7) dobimo

v = HI (114.9)

(to enactbo lahko dobimo tudi neposredno, ¢e izracunamo odvod v = d(ay)/ dt.

Astronomske meritve potrjujejo zakon (114.7), vendar je dolotanje vrednosti Hubblove
konstante otezeno zaradi nedolocenosti pri merjenju kozmoloskih razdalj do oddaljenih galak-
sij. Zadnje meritve so

H~0.8x10" 0=t =025 x 1071757,

114.10
1/H ~ 4 x 10Ys = 1.3 x 10%r. ( )

Ta vrednost je toliksna, da je “hitrost oddaljevanja” vecja za 7bkm/s za vsak dodatni
megaparsek oddaljenosti. *

V enacbo (113.4) vstavimo € = puc? in H = ca’/a? in za odprti model dobimo naslednjo
enacbo:

c? 8k
— =H?— —p. 114.11
" 5 K ( )
Dobljen izraz zdruzimo z enacbo
7_ csinhp _ € eoth !

ag(coshn —1)2  a 2’

cosh = H, |5 (114.12)
2 8k

*En megaparsek Mpc je enak 3.0810%2 m. Hubble je hitrost oddaljevanja ocenil na 500 km/s/Mpc. Kasnejsa
astronomska opazovanja in bolj natan¢no doloc¢anje razdalj v vesolju so pripeljala do med seboj nasprotujocih se
ocen od okoli 60 km/s/Mpc (Allana Sandage), do 80 km/s/Mpc (Wendy Freedman). Razprava Se ni zakljucena.
(Glej “New age of precision cosmology”, Physics World, stran 7?7, julij 1999.) op. prev.

in sledi
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Za zaprti model bi dobili

c? 8k

— =—pu—H* 114.13

3= 3 H : ( )

cos ! = H, [ (114.14)
2 8k ’

S primerjavo (114.11) in (114.13) ugotovimo, da je ukrivljenost vesolja negativna oziroma
pozitivna, ¢e je razlika (87k/3)u — h? negativna oziroma pozitivna. Razlika je enaka ni¢ pri
= p, kjer je
_3H 2
=37
Z vrednostjo (114.10) dobimo py, =~ 10~2%g/cm?. S trenutnim vedenjem o vesolju lahko vred-
nost povprecne gostote snovi v vesolju le zelo grobo ocenimo. Priblizek, dobljen upoStevajoc
Stevilo galaksij in njihovo povpreéno maso, nam da vrednost okoli 3 x 1073 g/cm3. Ta vred-
nost je tridesetkrat manjsa od ug, kar govori v prid odprtemu modelu. Vendar cetudi ne
bi upostevali dvomljive zanesljivosti tega Stevila, moramo vedeti, da ne vkljucuje moznega
obstoja metagalakticne temne snovi, ki bi lahko moéno povecala povprecno gostoto snovi.

Opozorimo naj na neenakost, ki jo lahko dobimo, ¢e poznamo vrednost konstante H. Pri

odprtem modelu velja H = %, od koder sledi

I (114.15)

sinhn(sinhn —7)
H(coshn —1)2 °

t= @(sinhn —n) =
c

Ker je 0 < n < 0o, mora veljati

2 1
— —. 114.1
Vi <t< fi ( 6)

Podobno dobimo pri zaprtem modelu

sinh n(n — sinn)

t= . 114.17
H(1 —cosn)? ( )
Narascajocemu a(n) ustreza interval 0 < n < 7, zato dobimo
2
0<t< o (114.18)

3H'

Sedaj dolotimo jakost I svetlobe, ki prihaja k opazovalcu od izvora, ki se nahaja na
razdalji, ki ustreza neki doloceni vrednosti koordinate x. Gostota pretoka svetlobne energije
v toCki opazovanja je obratno sorazmerna s povrs§ino sfere s sredis¢em v izvoru in ki poteka
skozi polozaj opazovalca; v prostoru z negativno ukrivljenostjo je plo§¢ina povrsine sfere enaka
4ma? sinh? y. Svetloba, ki jo izvor izseva v ¢asu dt = (1/c)a(n — x) dn, bo opazovalca dosegla
v ¢asovnem intervalu

a(n) 1
Ker je jakost definirana kot pretok svetlobne energije na enoto ¢asa, dobimo v izrazu za [
faktor a(n — x)/a(n). Upostevati moramo Se, da je energija valovnega paketa sorazmerna z
njegovo frekvenco [glej (53.9)]; ker se frekvenca med Sirjenjem svetlobe spreminja po pravilu

(114.5), dobimo v I e dodatni faktor a(n — x)/a(n). Zato lahko konéno zapisemo jakost kot

a*(n — x)

I = konst———————.
a*(n) sinh? x

(114.19)
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V zaprtem modelu bi podobno dobili

a*(n—x)

I = konst .
a*(n) sin?

(114.20)
Te enacbi dolocata odvisnost navidezne svetlosti opazovanega predmeta od njegove oddal-
jenosti (pri poznani absolutni svetlosti). Pri majhnih y lahko zapisemo a(n — x) = a(n), od
koder sledi I ~ 1/a%(n)x? = 1/I?, kar je obi¢ajni zakon za upadanje jakosti, po katerem je
jakost obratno sorazmerna s kvadratom razdalje.

Koncno si oglejmo Se problematiko tako imenovanega lastnega gibanja teles. Ko govorimo
o gostoti in gibanju snovi, imamo ves ¢as v mislih povprecno gostoto in povprecno gibanje; v
opazovalnem sistemu, ki smo ga ves ¢as uporabljali, je tako hitrost povprecnega gibanja enaka
ni¢. Dejanske hitrosti teles bodo nihale okoli te povprecne vrednosti. Hitrosti lastnega gibanja
teles se bodo s Casom spreminjale. Pois¢imo zakon, ki opisuje te spremembe. Obravnavajmo
prosto telo in postavimo izhodisée koordinatnega sistema v poljubno tocki na njegovi trajek-
toriji. Tedaj bo trajektorija radialna ¢rta z @ = konst in ¢ = konst. Hamilton-Jacobijeva
enacba (87.6), v katero vstavimo vrednosti g**, se glasi

aS\*> [08\*
— ) — == +m??a*(n) =0. (114.21)
Ix o

Ker x ne nastopa v koeficientih te enacbe (x je torej cikli¢na koordinata), velja ohranitveni

zakon 0S/0x = konst. Gibalna koli¢ina p telesa je po definicije enaka p = 05/0l = 05/adx.
Za prosto telo je torej zmnozek pa konstanten:

pa = konst. (114.22)

Ce vpeljemo hitrost v lastnega gibanja telesa z

dobimo
va

_ v
C2

Zakon o spreminjanju hitrostis ¢asom je podan s temi izrazi. Ko a narasca, hitrost v monotono
upada.

= konst. (114.23)

8115 Gravitacijska stabilnost izotropnega vesolja

Zanimajo nas lastnosti majhnih motenj izotropnega modela, torej vprasanje o gravitacijski
stabilnosti (E. M. LifSic, 1946). Omejili se bomo na obravnavo motenj na majhnih obmo¢jih
prostora, katerih pretna razseznost je majhna v primerjavi s polmerom a. *

V vsakem tak$nem obmocju lahko predpostavimo, da je prostorska metrika v prvem pri-
blizku evklidska, zato metriko (111.8) ali (111.12) nadomestimo z metriko

di? = a®(n)(dz? + dy? + dz?), (115.1)

*Bolj podrobno predstavitev te naloge, ki vkljucuje tudi obravnavo motenj na obmocjih, ki so primerljiva
z a, lahko bralec najde v Adv. in Physics., 12, 208 (1963).
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kjer so z,y, z kartezicne koordinate, merjene v enotah polmera a. Ponovno uporabimo pa-
rameter n kot ¢asovno koordinato.

Ne da bi izgubili na splosnosti bomo moteno polje opisali v sinhronem opazovalnem sis-
temu, zato za spremembe dg;; metriénega tenzorja zahtevamo pogoja dgoo = 0goa = 0. Ce
identiteto g;ru’u* = 1 pod temi pogoji variiramo (in upostevamo, da so nemotene vrednosti
komponente ¢etverca hitrosti enake u® = 1/a, u® = 0), dobimo goou’éu’ = 0, od koder sledi
du’ = 0. Motnje du® so v splosnem od ni¢ razli¢ne, zato opazovalni sistem ni ve¢ sogibljiv.

Motnje tenzorja prostorske metrike oznac¢imo z hog = 07,8 = —0gas. Tedaj je Sy =
—h®8 | kjer indekse tenzorja has dvigujemo z uporabo nemotene metrike 7y,3.

V linearnem priblizku majhne motnje gravitacijskega polja zadostijo enacbi

SRF — —5k5R = @MZ : (115.2)
C

V sinhronem opazovalnem sistemu so variacije komponent napetostnega tenzorja (94.9)
enake:

0TS = —686p, 0T = a(p + €)du®, 6Ty = de. (115.3)
Ker sta de in dp majhni kohéml, lahko zapisemo dp = (dp/ de) de, in dobimo zvezo
0T = — 68 jpéTO (115.4)

Enacbe za §RF lahko dobimo z variacijo izraza (97.10). Ker je nemoten metriéni tenzor
YaB = a25ag, so nemotene vrednosti enake

2a 2a’ g 2a
Kap = ;’)’aﬂ = ?fYaﬂa Ko =

kjer pika oznacuje odvod po ct, Crtica pa odvod po . Motnje koli¢in kg in ng = Hmﬂﬂﬂ SO
1 1. 4
Okiap = hap = a wpr ko = —hVhay + 4 T hey = B = Ehg ;

kjer je hl = Y9V hey. Za evklidsko metriko (115.1) so nemotene vrednosti tridimenzional-
nega tenzorja P? enake ni¢. Variacije §P) izratunamo s pomoéjo enacb (108.3) in (108.4):
oc¢itno lahko 5P§ izrazimo z 07,4 na enak nacin, kot lahko cetverni tenzor dR;; zapiSemo
z 0g;k, pri Cemer moramo vse tenzorske operacije opraviti v tridimenzionalnem prostoru z
metriko (115.1); ker je ta metrika evklidska, se vsi kovariantni odvodi poenostavijo na navadne
odvode po koordinatah z® (pri kontravariantnem odvajanju moramo deliti se z a?). Ce vse
to upoStevamo (in odvode po ¢ spremenimo v odvode po 7), s preprostim izra¢unom dobimo:

1 " ! a'
ORE = =g I+ W2 = 25 = ) = ozl = hd = o,
1
ORY) = ——hn" — —h’
Ty 2a2 2a3
« 1 o] a,By\1

(h = h%). Tako spodnji kot zgornji indeksi, ki sledijo vejici, oznatujejo navadno odvajanje
po koordinati z (v nadaljevanju zaradi enotnosti zapisa pisemo indekse spodaj in zgoraj,
¢eprav to ni potrebno).
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Koncéne izraze za motnjo Kl dobimo, ¢e v (115.4) vstavimo komponente 6T, izrazene z
SRY v skladu z (115.2). Za te enacbe je primerno izbrati enacbe, ki jih dobimo iz (115.4) za
« # [, in enacbe, ki jih dobimo s skréenjem po «, 5. Te so

" QCL’ /
(W35 + W50 = hig = hE0) + e + —hG =0, a#p,
1,5 dp a dp
—(h2T—h2)(1+3— h" +h'—(2+3— | =0. 115.6
2( 7~ ) ( * de) Tt a * de ( )

Motnje gostote in hitrosti snovi lahko dolo¢imo iz poznanega hg z uporabo enac¢b (115.2)
in (115.3). Tako dobimo naslednji izraz za relativno spremembo gostote:

J€ ct 1 ct 2a’
== SRY — ~6R) = ——— (P2 —po 4 224 ). 115.7
e 8mke ( 0 2 > 16mkea? ( ap " Mat a > ( )

Nekatere izmed resitev enatbe (115.6) lahko odpravimo s preprosto pretvorbo opazoval-
nega sistema (ki ne uni¢i pogoja sinhronizma), zato te ne predstavljajo realne fizikalne spre-
membe metrike. Obliko taksnih resitev lahko dolo¢imo z uporabo enac¢b (1) in (2) v nalogi 3
v § 97. Ce vstavimo nemotene vrednosti YaB = a25a5, dobimo naslednji izraz za navidezno
motnjo metrike:

d a’
L ol (fa + 17 ), (115.8)

hg = fon
kjer so fo in f, poljubne (majhne) funkcije koordinat z,y, z.

Ker je obravnavano obmocje majhno in smo zato predpostavili, da je metrika evklidska,
lahko poljubno motnjo v taksnem obmoéju razvijemo v ravne valove. Ce uporabimo z, ¥, z kot
kartezicne koordinate, merjene v enotah a, lahko periodi¢ni prostorski faktor za ravne valove
zapisemo kot €7, kjer je n brezdimenzijski vektor, ki predstavlja valovni vektor, merjen v
enotah 1/a (valovni vektor je k = n/a). Ce imamo motnjo, ki se razteza na obmodju prostora
velikosti ~ I, bodo v razvoju prisotni valovi dolzine A = 2ma/n ~ I. Ce motnjo omejimo na
obmocje velikosti | < a, s tem povzrocimo, da je tevilo n zelo veliko (n > 2m).

Gravitacijske motnje lahko razdelimo na tri vrste. Ta razdelitev se poenostavi na dolocanje
moznih oblik ravnih valov, s katerimi lahko zapiSemo simetri¢ni tenzor h,g. Tako dobimo
naslednje tipe:

1. Z uporabo skalarne funkcije
Q = elaT, (115.9)

lahko tvorimo vektor P = n() in tenzorja

1 1 nan?
Qo =39Q, Pl= (563 - = ) Q. (115.10)
Taksni ravni valovi ustrezajo motnjam, v katerih se poleg gravitacijskega polja spremeni
tudi hitrost in gostota snovi, torej imamo opravka z motnjami, ki jih spremlja goscenje
in redcenje snovi. Tenzor motnje hg lahko zapiSemo kot funkcijo tenzorjev @y in P,f ,
motnjo hitrosti z vektorjem P, motnjo goste pa s skalarjem Q).
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2. 7 uporabo precnega vektorskega valovanja
S =se"™F, s-n=0, (115.11)

lahko sestavimo tenzor (n?S, +n,5%); tej kolicini ne ustreza noben skalar, saj jen-S =
0. Ti valovi ustrezajo motnji, v kateri se poleg gravitacijskega polja spreminja tudi
hitrost snovi, gostota snovi pa je ves ¢as enaka; imenujemo jih lahko tudi vrtilna motnja.

3. Precno tenzorsko valovanje

GP = gle™r, glng =0. (115.12)

(07

Iz te kolic¢ine ne moremo sestavini ne vektorja, niti skalarja. TakSno valovanje ustreza
motnji gravitacijskega polja, v kateri snov ostane pri miru in je enakomerno porazdeljena
po prostoru. Drugace povedano, to so gravitacijski valovi v izotropnem vesolju.

Motnje prve vrste so Se posebno zanimive. Postavimo

hg = APy + p(n)Q3, h = pQ. (115.13)

Iz (115.7) dobimo relativno spremembo gostote:

de ct 9 3d"
—_—= — . 115.14
€ 24rkea?® [n A+m)+ a'u]Q (115.14)
Enacbe, ki dolo¢ajo A in p, dobimo tako, da (115.13) vstavimo v (115.6):
2a’ n?
N+ —XN - —(\ =0
! d 2 d
(243 ) (14352 =o. (115.15)
a de 3 de

Ti enacbi imata naslednja delna integrala, ki ustrezata navidezni spremembi metrike, ki jo
lahko odpravimo s transformacijo opazovalnega sistema:

A = —u = konst, (115.16)

d d 3a’
A= [ Sl =2 [ L2 (115.17)
a a a
[prvo dobimo iz (115.8), ¢e uporabimo fy =0, fo = P,; drugo dobimo z fy = Q, fo =0].
V zgodnjih fazah razvoja vesolja, ko je stanje snovi dobro opisano z enacbo p = €/3, velja
a =~ an,n < 1 (to velja tako v odprtem kot v zaprtem modelu). Enacbi (115.15) se tedaj

zapiseta
2

2 n 3 2n?
>\”+E—?(>\+u):0, X’+Hu’+T(A+u)=0- (115.18)

Ti enacbi lahko preprosto obravnavamo v dveh razliénih mejnih primerih, ki ju loéimo po
razmerju med velikima koli¢inama n in 1/7.

Najprej predpostavimo, da n ni zelo velik (ali da je n zadosti majhen), tako da je nn < 1.
Pri natancnosti, s katero veljata enacbi (115.18), zanju dobimo resitvi

30 2 ) 2 2
A= <1 + %772> , p= —%Cm +C, <1 - %772> : (115.19)
1
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kjer sta C; in Cy konstanti; resitve oblike (115.16) in (115.17) sta izkljuceni (v nasem sedanjem
primeru sta to resitvi, kjer velja A = —p = konst ali A + p ~ 1/n?). Ce de/e izra¢unamo z
uporabo (115.14) in (112.16), dobimo naslednja izraza za motnjo metrike in gostote snovi:

3C
hy = =B+ Go(@Qa + P,

2
0¢ = %(0171+C2T]2)Q za p= gu

Konstanti €'y in Co morata zadostiti pogoju, da je motnja majhna ob ¢asu 79, ko se prvic
pojavi: veljati mora hS < 1 (in zato tudi A < 1 in p < 1) in de/e < 1. Ce te zahtevi
upostevamo v (115.20), dobimo neena¢bi C; < np in Cy < 1.

V (115.20) imamo razlicne ¢lene, ki v razSirjajotem se vesolju narastajo kot razlicne
potence polmera a = a;n. Vendar to narascanje ne vodi k narascanju motnje: ¢e uporabimo
enatbo (115.20) za vrednosti n ~ 1/n, vidimo da zaradi zgoraj dobljenih neenakosti za C; in
Cs motnja ostane majhna tudi na zgornji meji veljavnosti teh enacb.

Sedaj pa predpostavimo, da je n tako velik, da je nnp > 1. Ce resimo (115.18) ob tem
privzetku, ugotovimo da lahko najpomembnejsa ¢lena v A in p zapiSemo kot *

1
n< (115.20)

1 .
A= _E konst - —26”1/7"/3.
2 n

Motena metrika in gostota sta v tem primeru

= By —age, 2 O
n?n € 9
|
za p= % S <<l (115.21)

kjer je C kompleksna konstanta, ki izpolnjuje pogoj |C| < 1. Prisotnost periodi¢nega faktorja
v teh izrazih je povsem pri¢akovana. Privelikem n imamo opravka z motnjo, katere prostorska
periodi¢nost je dolotena z velikim valovnim vektorjem k& = n/a. Tak$ne motnje se morajo
§iriti kot zvocni valovi s hitrostjo

dp c
u = —_— =

d(e/c?) V3’

Zato je casovno odvisni del faze dolocen podobno kot v geometrijski akustiki z velikim inte-
gralom f kudt = nn/ V3. Kot vidimo, se amplituda relativnih sprememb gostote ne sprem-
inja, medtem ko amplituda motnje metrike same upada kot a2 v razsirjajotem se vesolju.

Sedaj si oglejmo poznejse obdobje razsirjanja vesolja, ko je snov Ze tako razredcena, da
smemo zanemariti njen pritisk (p = 0). Omejili se bomo na primer, ko je n majhen, kar

*Faktor 1/5? pred eksponentno funkcijo je prvi ¢len v razvoju po potencah 1/nn. Dobimo ga, ¢e hkrati
obravnavamo prva ¢lena v razvoju [kar je utemeljeno v okviru natancnosti, s katero velja enacba (115.18)].

THitro se lahko prepricamo, da za p = ¢/3 velja nn ~ L/, kjer je L ~ u/+/ke/c?. Povsem normalno je,
da karakteristicna dolzina L, ki dolo¢a obnasanje motenj z valovno dolzino A < a, vsebuje le hidrodinamske
koli¢ine — gostoto snovi €/c? in zvocno hitrost u (ter gravitacijsko konstanto k). Poudariti moramo, da motnja
narasca, ¢e je A > L [v enacbi (115.20)].
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ustreza obdobju razvoja, ko je bil polmer a Se majhen v primerjavi z danasnjo vrednostjo,
snov pa je bila ze zelo razredcena.
Zap=0inn < 1, velja a =~ agn?/2 in (115.15) se zapisejo kot

4 2
,\"+E,\’— %(A+u) — 0,
2

4
W S+ (A ) =0,
i 3

Resitev teh enach je

2 2
A+ =204, )\—u:2n2(01—77+&>.

15 n3

Ce izracunamo d¢/e z uporabo (115.14) in (112.12), dobimo:

2n2C. 1
B = Ci(PY + Q%) + =5 (PL - Q)) ma n< .
C 2n2C! 1
W= gt (B = Q)+ = (P Q) m L <<, (115.22)
ﬁ B Cin*n? N Coyn? 0
e 30 n3 ’

Vidimo, da de/e vsebuje ¢lene, ki narascajo sorazmerno z a. * Vendar ¢e je nn < 1, potem
de/e ne postane velik niti pri n ~ 1/n zaradi pogoja C < 1. Ce pa velja nn > 1, potem
pri 1 ~ 1 relativna sprememba gostote postane velikostnega reda Cn?, medtem ko majhnost
zafetne motnje zahteva le Cin’n? < 1. Cetudi je zacetno naraiCanje motnje pocasno, je
lahko celotno naraséanje obéutno in motnja lahko postane kar velika.

Podobno lahko obravnavamo tudi motnje druge in tretje vrste iz zgornje klasifikacije.
Vseeno pa lahko dobimo zakon za dusenje taksnih motenj brez podrobnih izra¢unov s pomocjo
naslednjih preprostih razlogov.

Ce na majhnem obmodcju snovi (z linearno razseznostjo [) obstaja vrtilna motnja s hitrostjo
v, je vrtilna koli¢ina tega obmoéja enaka ~ (¢/c?)I3 -1 -v. Med razsirjanjem vesolja [ narasca
sorazmerno z a, medtem ko e upada kot a3 (v primeru p = 0) ali kot a=* (v primeru p = ¢/3).
Iz zakona o ohranitvi vrtilne koli¢ine sledi

dv = konst, za p =€/3,

1
ov~—, za p=0. (115.23)
a

V zadnjem primeru (motnje v obliki gravitacijskih valov) upostevamo, da mora gostota
energije gravitacijskih valov med razsirjanjem vesolja upadati kot a=*. Po drugi strani lahko
to gostoto zapisemo z motnjo metrike kot ~ k2(h3)2, kjer je k = n/a valovni vektor motnje.
Od tod sledi, da amplituda tovrstnih motenj upada kot 1/a.

*Bolj podrobna analiza, ki uposteva tudi majhen pritisk p(e), pokaze, da lahko pritisk zanemarimo le, ¢e je
izpolnjen pogoj upn/c K 1 (kjer je u = ¢4/ dp/ de hitrost zvoka, ki je majhna); hitro se da pokazati, da je tudi
v tem primer ta pogoj enakovreden pogoju A/L > 1. Zato tudi tu pride to narascanja motnje, ¢e je A/L > 1.
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8116 Homogen prostor

Predpostavki homogenosti in izotropnosti prostora povsem dolo¢ita metriko prostora (do
predznaka ukrivljenosti natanéno). Veliko ve¢ svobode pa ostane, ¢e predpostavimo le ho-
mogenost prostora brez dodatnih simetrij. Oglejmo si, kakSne metri¢ne lastnosti lahko ima
homogen prostor.

Obravnavali bomo metriko prostora ob izbranem c¢asu ¢. Predpostavili bomo, da je
prostorsko-casovni opazovalni sistem sinhron, tako da je ¢ isti sinhronizirani ¢as v celotnem
prostoru.

Homogenost zahteva, da imajo vse tocke v prostoru enake metricne lastnosti. Ta koncept
lahko natan¢no definiramo, ¢e obravnavamo mnozico koordinatnih transformacij, ki prostor
pretvorijo samega vase, in torej ohranjajo metriko: ¢e je diferencial locne dolzine pred trans-
formacijo enak

di? = fyag(a;l, 22, 2%) da® da?,

potem je po transformaciji diferencial iste loéne dolzine enak

1 42 43
x't ) da' da'P,

di* = Yap (z'
z enako funkcijsko odvisnostjo tenzorja 7,s od novih koordinat. Prostor je homogen, ce
dopusca mnozico transformacij (grupo gibanja, angl. group of motion), s katero lahko
poljubno izbrano tocko preslikamo na polozaj poljubne druge tocke. Ker je prostor tridi-
menzionalen, lahko razli¢ne transformacije te grupe oznacimo s tremi neodvisnimi parametri.

Zato lahko v evklidskem prostoru homogenost prostora izrazimo z invariantnostjo metrike
ob vzporednih premikih (translacijah) kartezi¢nega koordinatnega sistema. Vsak vzporeden
premik je opisan s tremi parametri, komponentami vektorja premika izhodisca koordinatnega
sistema. Te transformacije ohranijo enake vse tri neodvisne diferenciale (dz, dy, dz), s
katerimi tvorimo diferencial lo¢ne dolzine.

V splosnem primeru neevklidskega homogenega prostora transformacije iz grupe gibanja
ponovno ohranjajo tri neodvisne linearne diferencialne forme, ki pa jih ne moremo zapisati
kot totalne diferenciale kaksnih koordinatnih funkcij. Te forme zapiSemo kot

el® da?, (116.1)
kjer latinski indeks (a) oznacuje tri neodvisne vektorje (koordinatne funkcije); te vektorje
imenujemo sestav (angl. frame).

S formami (116.1) lahko zapiSsemo prostorsko metriko, ki je invariantna za izbrano grupo
gibanja:

di2 = (el dz®) (e da?), (116.2)

zato je metricni tenzor enak
_ (a) ,(0) 116.3
’Yab - nabea eﬂ ) ( . )

kjer so koeficienti 74, ki so simetri¢ni v indeksih a in b, lahko odvisni od c¢asa.

Tako smo dobili “triadno” predstavitev prostorske metrike z uporabo trojice koordinatnih
vektorjev; vsa pravila, izpeljana v § 98, veljajo tudi za to predstavitev. Izbiro baznih vektorjev
narekujejo simetrijske lastnosti prostora in v sploSnem trije bazni vektorji niso pravokotni
(tako da matrika -4, ni diagonalna).
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Tako kot v § 98 lahko poleg trojice vektorjev e(aa) vpeljemo recipro¢no trojico e?‘a), tako

da velja

ef‘a)eg’) =0, e‘("a)e(a) = 03. (116.4)
V tridimenzionalnem primeru lahko zvezo med obema trojicama vektorjev zapiSemo eksplic-
itno:
ey =~ x e®, e = e® x e, ey = eV x e, (116.5)
v v v
kjer je

v =e®] = ) . 6@ x &)

o

ker e(,) in e(® smatramo kot karteziéna vektorja s komponentami € 0ziroma e(aa). Deter-

minanta metricnega tenzorja (116.3) je
v = nv?, (116.6)

kjer je n determinanta matrike 74y.
Invariantnost diferencialnih form (116.1) pomeni, da je

el (z) dz® = el (z') da'®, (116.7)
(a)

kjer so ey’ na obeh straneh enacbe iste funkcije starih oziroma novih spremenljivk. Enatbo
poOmnozZimo z e(ﬂa) (z'), zapisemo dz'® = %’f”p—f dz®, in s primerjavo koeficientov istega diferen-
ciala dx® dobimo
92" 8
ore ‘@

(z')el® (z). (116.8)

(07

Te enacbe so sistem diferencialnih enacb, ki doloc¢ajo funkcije z’ g (z) za izbrani sestav. *

Enac¢be (116.8) bodo integrabilne, ¢e identi¢no zadostijo pogojem
82$15 82$lﬂ
92927 0z10z°"

Izratunamo odvode in dobimo

def, (') Defyy (@) 9ei (@) _ det (x)
ey o) = )| D @l o) = o o) (P52 - ).

Obe strani enatbe pomnozimo z ey (m)e?c) (m)e(ﬂf ) (z') in odvajanje preselimo z enega faktorja
na drugega z uporabo (116.4). Na levi strani tako dobimo

oc (@) oell ()

e((sd) (xl) - e(ﬂc) (ml)e((sd) (ml) 920 - '8

B B
Dy | 2@ oy Pl
B o0 (c) o0

*Za transformacijo oblike z'” = 2 + £°, kjer so ¢ majhne kolicine, dobimo iz (116.8) enacbe

8
9 _ 1% @
ox~ oxy

Tri linearno neodvisne resitve teh enacb, 55 (b =1,2,3), dolo¢ajo infinitezimalne transformacije grupe gibanja
prostora. Vektorji 55)) se imenujejo Killingovi vektorji. (Glej opombo na strani 271.)
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Na, desni strani dobimo enak izraz, zapisan s spremenljivko z. Ker sta z in 2’ poljubna, se
morata izraza poenostaviti na konstante:

aeﬁf) 8e(ﬂC) o B

0P oze | C@C®)

= C . (116.9)

Konstante C€, se imenujejo strukturne konstante (angl. structure constants) grupe. Ce
pomnozimo (116.9) z e?c), dobimo Se drugacen zapis:

de, Oe]
a () B “7(a) c
) Gpa ~ Ab) DB — C ab€(p)- (116.10)

To so iskani pogoji za homogenost prostora. Izraz na levi strani (116.9) je enak definiciji
kolicin A% (98.11), ki so torej konstante.
Iz definicije je razvidno, da so strukturne konstante antisimetri¢ne v spodnjih indeksih:

Cawb = —C . (116.11)

Zapisemo lahko Se dodatni pogoj zanje, ¢e upoStevamo, da lahko (116.10) zapiSsemo v obliki
komutacijskih relacij

(X, Xp] = XoXp — Xp X = Cu X, (116.12)
za linearne diferencialne operatorje *
o« O
X, = () gpa- (116.13)
Zgoraj omenjeni pogoj sedaj sledi iz identitete
[[X(M Xb]a XC] + [[X(N XC]7 Xa] + [[X67 Xa]7 Xb] =0

(to je Jacobijeva identiteta) in se lahko zapise v obliki

CupC%e + C%Cq + C€qChy, = 0. (116.14)

Veliko enostavneje je namesto konstant C¢y, s tremi indeksi uporabljati skupino koli¢in z
dvema indeksoma, ki jih dobimo z dualno transformacijo:

CCup = eapgC%, (116.15)

kjer je eqpe = €€ enotski antisimetricni simbol (velja dogovor ejo3 = +1). S temi konstantami

lahko komutacijsko relacijo (116.12) zapisemo kot

e Xy X, = CYX,. (116.16)

*V matematicni teoriji zveznih grup (Liejevih grup) se operatorji X,, ki zadostijo pogojem oblike (116.12),
imenujejo generatorji grupe. Omenimo pa naj (da se bomo izognili nejasnosti), da sistemati¢ne teorije obic¢ajno
izhajajo iz operatorjev, definiranih s Killingovimi vektorji:

o« O
Xa = f(a)a?
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Lastnost (116.11) je ze vsebovana v definiciji (116.15), lastnost (116.14) pa lahko zapisemo
kot

epeg Ce4C? = 0. (116.17)
Omenimo naj $e, da lahko definicijo (116.9) za koli¢ine C* zapisemo v vektorski obliki:
1
C% = _——el® .V x el (116.18)
v

pri ¢emer ponovno izvajamo vektorske operacije tako, ko ¢e bi bile koordinate =% kartezi¢ne.
Izbira treh vektorjev sestava v diferencialni formi (116.1) (in s tem tudi izbira operatorjev
X,) seveda ni enoli¢na. Uporabimo lahko poljubno linearno transformacijo s konstantnimi

koeficienti:
e = Abeg). (116.19)

Koli¢ine 74, in C® se obnasajo kot tenzorji proti taksnim transformacijam.

Strukturne konstante morajo zadostiti samo pogojem (116.17). Med dopustnimi konstan-
tami obstajajo ekvivalentne mnozice [ekvivalentne so v tem smislu, da so razlike med njimi
povezane s transformacijami vrste (116.19)]. Klasifikacija razlicnih homogenih prostorov se
poenostavi na dolocanje vseh neekvivalentnih mnozic strukturnih konstant. To lahko storimo
z uporabo “tenzorskih” lastnosti koli¢cin C®® z uporabo naslednje preproste metode (C. G.
Behr, 1962).

Nesimetri¢ni tenzor C® lahko razcepimo na simetri¢ni in antisimetri¢éni del. Prvega
oznacimo z n, drugega pa zapisemo z njegovim “dualnim vektorjem” a,:

C% = p 4 ey, (116.20)

Ko ta izraz vstavimo v (116.17), dobimo pogoj

nab

ap = 0. (116.21)
S pomoéjo transformacij (116.19) lahko simetriéni “tenzor” n® diagonaliziramo: naj bodo
n1, ny in ng njegove lastne vrednosti. Enacba (116.21) pomeni, da “vektor” a; (Ce obstaja),
lezi v smeri ene izmed glavnih smeri tenzorja n?, in sicer tiste z lastno vrednostjo 0. Ne da bi
izgubili na splosnosti, lahko zapisemo aj, = (a,0,0). Tedaj se (116.21) poenostavi v an; = 0,
kar pomeni, da mora biti ena izmed koli¢in a in n; enaka ni¢. Komutacijske zveze (116.12)
se zapiSejo kot:
(X1, Xo] = —aXs + n3 X3,

[XQ,X?,] == ’rLle, (11622)
[X3,X1] = n2X2 + CI,X3.

Edina preostala prosta izbira je sprememba predznaka operatorjev X, in poljubna trans-
formacija velikosti teh operatorjev (torej mnozenje s konstanto). To omogoca, da sotasno
spremenimo predznak vseh n, in da naredimo koli¢ino a pozitivno (e je od ni¢ razli¢na).
Dosezemo lahko tudi, da so vse strukturne konstante enake £1, Ce je vsaj ena izmed koliCin
a, ny in n3 enaka ni¢. Ce pa so vse te tri koli¢ine od ni¢ razliéne, potem transformacija skale
ohranja razmerje a?/nang. *

*Strogo vzeto bi morali v skladu s “tenzorskimi” lastnostmi kolicin C*° v definicijo (116.15) vstaviti faktor
V1 (glej opombe v § 83, ki opisujejo, kako mora biti definiran antisimetri¢ni enotski tenzor za poljubne
koordinatne transformacije). Tu se ne bomo spuscali v te podrobnosti: za naSe namene zadostuje, da lahko
zakon o transformaciji strukturnih konstant razberemo neposredno iz (116.22).
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Tako dobimo naslednji seznam razlicnih vrst homogenega prostora; v prvem stolpcu
so zapisane rimske Stevilke, s katerimi oznacujemo vrste prostora po Bianchijevi razdelitvi

(L. Bianchi, 1918): *

Vrsta a nW n@ pB
I 0 0 0 0
11 0 1 0 0
VII 0 1 1 0
VI 0 1 -1 0
IX 0 1 1 1
VIII 0 1 1 -1
\Y 1 0 0 0
v 1 0 0 1
VII, a 0 1 1
[l(a=1), VI, (a#1) a 0 1 -1

Prva vrsta je evklidski prostor; vse komponente prostorskega krivinskega tenzorja so enake
ni¢ (glej enacbo (116.24) spodaj). Poleg trivialnega primera Galilejeve metrike spada sem Se
casovno odvisna metrika, ki jo bomo obravnavali v naslednjem razdelku.

Vrsta IX vsebuje kot posebni primer prostor s konstantno pozitivno ukrivljenostjo. Do-
bimo ga, ¢e v formi (116.2) zapisemo 7, = dq5/4), kjer je A pozitivna konstanta. Ce namrec
uporabimo (116.24) z C'' = C?2 = C33 = 1 (to so strukturne konstante za vrsto IX), dobimo
P(a)(b) = %(5,11), in sledi

Pag = Paymelel) = 2270,

kar je natanko Riccijev tenzor prostora s pozitivno konstantno ukrivljenostjo [glej (111.3)].
Na podoben nacin lahko dobimo prostor z negativno konstantno ukrivljenostjo kot posebni
primer vrste V. Postavimo 74, = dgp/A in izracunamo P,y iz (116.24) z C»B =-0C*?=1,
in dobimo
Payby = —20ah, Pap = —2XVag,

kar ustreza negativni konstantni ukrivljenosti.

Koncno pokazimo, kako se Einsteinove enacbe v vesolju s homogenim prostorom poenos-
tavijo v sistem navadnih diferencialnih enac¢b, ki vsebujejo le funkcije ¢asa. Najprej razpiSemo
prostorske komponente vektorjev in tenzorjev Cetvercev vzdolz triade baznih vektorjev pros-
tora:

Ry = Rage?a)e(ﬁb), Roa) = Rgaef‘a), ul® = uo‘e&“),
kjer so sedaj vse kolicine funkcije ene spremenljivke (¢asa t); tudi skalarne kolicine, kot sta
gostota energije € in pritisk snovi p, so funkcije Casa.

Po (97.11)-(97.13) lahko Einsteinove enatbe v sinhronem opazovalnem sistemu zapisemo
s tridimenzionalnima tenzorjema r.g in Pyg. Za prvega velja

K(a)(b) = Tabs HEZ)) = ﬁachb (116.23)

“Parameter a zavzame vse pozitivne vrednosti. Ustrezne vrste prostorov v resnici ustrezajo
enoparametricnim druzinam razliénih grup. Daj jih vse Stejemo kot vrsti prostora VI oziroma VII je stvar
dogovora.
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(pika oznacuje odvajanje po t). Komponente P lahko zapisemo s kolicinami 7y, in s

strukturnimi konstantami grupe z uporabo (98.15). Po tem, ko nadomestimo simbole s tremi

indeksi A\j, = Cj. s simboli z dvema indeksoma C? in enacbe nekoliko preoblikujemo *,

dobimo

1
P =3 {267 Cou + CCog + CYCa — Ca(Cha + Ct) + 84[(C10)? - 20YCyyl |
(116.24)
Tu je po splosnem pravilu

Cab = nacCCba Cab = nacndeCd-

Omenimo naj Se, da se Bianchijeva identiteta za tridimenzionalni tenzor P,s v homogenem
prostoru zapise kot

P¢Cy + P40, = 0. (116.25)
Konéni izrazi za triadne komponente Riccijevega Getvernega tenzorja so: |
1 1
o_ L@ _1 0 (a)
Ry = =550 ~ 7% ")
L
R}, = —yébima —8hC%), (116.26)
w _ 1 (b) _ p®)
Ry = =5 =Wk = Pa))-

Poudarimo naj, da lahko Einsteinove enatbe nastavimo, ne da bi pri tem vilo potrebno ek-
splicitno zapisati bazne vektorje kot funkcije koordinat.

8117 Raven anizotropen model

Izotropen model je zadovoljiv opis poznejsih stopenj razvoja vesolja, kar pa Se ne pomeni, da
je primeren tudi za opis zgodnjih obdobij razvoja v blizini ¢asovne singularnosti. To vpraSanje
bodo obravnavali v § 119, v tem in naslednjem razdelku pa si bomo predhodno ogledali re§itve
Einsteinovih enacb, ki imajo prav tako ¢asovno singularnost, ki pa je bistveno drugacne vrste
kot Friedmannova singularnost.

Poiskali bomo resitve, v katerih so ob primerni izbiri opazovalnega sistema vse komponente
metri¢nega tenzorja odvisne samo od ene same spremenljivke, casa z° = ¢ f. Podoben nalogo
smo obravnavali ze v § 109, kjer pa smo si ogledali le primer, ko je determinanta |g,5| = 0.
Kot smo pokazali v § 109, lahko v tak§nem primeru postavimo gg, = 0, ne da bi izgubili na
sploSnosti.

S transformacijo spremenljivke ¢ po predpisu y/goo dt — dt, lahko postavimo goo na ena,
tako da dobimo sinhron opazovalni sistem, v katerem velja

goo =1, goa =0, gap = —7Yap(?). (117.1)

*Pri ¢emer uporabimo pravili

Naalbener e = neave, eavse™ = 8508 — 9205

tKovariantni odvodi HEW, ki so vsebovani v R2, se transformirajo po ena¢bah zapisanih v opombi na
strani 293.
Zaradi krajSega pisanja bomo v § 117 in § 118 postavili ¢ = 1.
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Sedaj lahko uporabimo Einsteinove enacbe oblike (97.11)-(97.13). Ker kolicine 44 in
zato tudi komponente tridimenzionalnega tenzorja k.5 = Yo niso odvisne od koordinat z%,
je Roo = 0. Iz istega razloga je P, = 0, zato se enacbe gravitacijskega polja v vakuumu
poenostavijo v

K2+ %mgmg =0, (117.2)
1 By. _
ﬁ(ﬁ”a) =0. (117.3)
1z enacbe (117.3) sledi
VAKE = 2)\8 (117.4)

kjer so )\g konstante. Skr¢imo po indeksih « in S in dobimo
RE =21 = =)o (117.5)
84

od koder sledi v = konst - 2. Ne da bi izgubili na splosnosti lahko konstanto postavimo na
ena (s preprosto spremembo skale koordinat z%); tedaj je A& = 1. Enacbo (117.4) vstavimo
v (117.2) in dobimo zvezo

AGAG = 1, (117.6)

kar je zveza med konstantami /\f,.
Nato spustimo indeks § v enacbah (117.4) in jih zapiSemo kot sistem navadnih diferen-
cialnih enach:

2
= Z\mp- (117.7)

Skupino koeficientov A\, lahko smatramo kot matriko neke linearne transformacije. Z ustrezno
transformacijo koordinat z!, 22, 23 (ali, kar je ekvivalentno, s transformacijo koli¢in 918, 928,
g3p) lahko to matriko naredimo diagonalno. Njene lastne vrednosti (korene karakteristicne
enaCbe) oznalimo z py, p2, p3, in predpostavimo, da so vse realne in razlicne (drugacni

j/a 5

primeri so obravnavani kasneje); enotski vektorji vzdolz ustreznih glavnih osi so n®, n®,
n(®). Regitev enacb (117.7) lahko potem zapisemo kot
YaB = t2p1n&1)n(ﬂl) + t2p2n&2)n(;) + t2p3n&3)n(ﬂ3) (117.8)

(kjer smo koeficiente potenc ¢ postavili na ena z ustrezno spremembo skale koordinat). Kon¢no
si izberemo smeri vektorjev n), n®, n®) kot smeri nasih osi (imenujemo jih z, y, z), in
zapisemo metriko v njeni koncni obliki (E. Kasner, 1922):
ds? = dt? — 21 dz? — %P2 dy? — 2P A2 (117.9)
Stevila p1, p2 in p3 morajo zadostiti dvema pogojema:
pLt+pat+ps=1, pi+ps+p3=1 (117.10)
[prva sledi iz —g = t2, druga pa iz (117.5)].

Vsa tri §tevila p1, pa, p3 ofitno ne morejo imeti iste vrednosti. Obstajata dva primera, v
katerih sta dve Stevili enaki, in sicer trojici 0,0,1 in —1/3,2/3,2/3. V vseh ostalih primerih so
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stevila py, pe in p3 razliéna, eno mora biti negativno, drugi dve pa pozitivni. Ce jih uredimo
kot p1 < p2 < p3, morajo njihove vrednosti lezati na intervalih

<o 0gm<l Zep<t (117.11)
3 37 3

Metrika (117.9) ustreza ravnemu homogenemu prostoru, ki pa je anizotropen. Njegova
prostornina naras¢a (z naradcajo¢im ¢) sorazmerno s t; linearne razdalje vzdolz dveh osi (y in
%) narastajo, upadajo pa vzdolz tretje osi (x). Cas t = 0 je singularnost regitve; v tej tocki
ima metrika singularnost, ki je ne moremo odpraviti z nobeno transformacijo opazovalnega
sistema, pri kateri bi bile invariante Stiridimenzionalnega krivinskega tenzorja enake ni¢ v
neskoncnosti. *

Metrika (117.9) je to¢na resitev Einsteinovih enacb v praznem prostoru. V blizini singu-
larnosti, pri majhnih ¢, pa je to le priblizna resitev (do ¢lenov najvisjega reda po 1/t), tudi
Ce je snov enakomerno porazdeljena po prostoru. Kako in kako hitro se tedaj gostota snovi
spreminja, je dolo¢eno z gibalnimi enacbami snovi v danem gravitacijskem polju, medtem
ko je povratni ucinek snovi na polje zanemarljiv. Ko gre { — oo, gre gostota snovi proti
neskonénosti, kar je v skladu s fizikalno naravo singularnosti (glej tretjo nalogo).

8118 Nihajoci nacin priblizevanja k singularnosti

7 uporabo modela vesolja s homogenim prostorom vrste IX bomo raziskali ¢asovno singu-
larnost metrike, ki ima nihajo¢ znacaj (V. A. Belinski, E. M. LifSic, I. M. Khalatnikov, 1968).
V naslednjem razdelku bomo videli, da ima takSna re§itev zelo sploSen pomen.

Zanimalo nas bo obnaSanje modela v blizini singularnosti (ki si jo izberemo kot izhodisce
za merjenje ¢asa t = 0). Podobno kot v Kasnerjevi resitvi iz § 117 prisotnost snovi ne vpliva
na kvalitativne lastnosti tega obnaSanja. Zaradi preprostosti bomo zato najprej privzeli, da
je prostor prazen.

Privzamemo, da so koli¢ine 7, (t) v (116.3) diagonalne. Diagonalne elemente oznaé¢imo
z a?,b?,c%; tri vektorje opazovalnega sistema e!, e, e® ozna¢imo z 1, m in n. Prostorsko
metriko lahko tedaj zapiSemo kot:

Yap = @*lalg + bPmamg + *nang. (118.1)
Za prostor vrste IX so strukturne konstante enake

cll=c®2=c%=1 (118.2)

*Edina izjema je primer p; = p2 = 0, p3 = 1. Pri teh vrednostih imamo opravka z ravnih prostorom-casom;
s transformacijo ¢sinh z = ¢, tcosh z = 7 lahko metriko (117.9) naredimo galilejsko. Omenimo naj $e ¢lanek,
v katerem so podane razli¢ne to¢ne reSitve Einsteinovih ena¢b v praznem prostoru, ki so odvisne od veéjega
Stevila parametrov. B. K. Harrison, Phys. Rev., 116, 1285 (1959).

Resitev vrste (117.9) obstaja tudi v primeru, ko je parameter prostorski; zadostuje, da na ustrezen nacin
spremenimo predznak, na primer:

ds? = 2?1 dt? — da® — 2P dy? — 278 d2P

V tem primeru pa obstajajo tudi reSitve drugacne vrste, ki jih dobimo, ko ima karakteristicna enac¢ba matrike
M2 v enacbah (117.7) kompleksne ali veckratne korene (glej prvo in drugo nalogo). Ce je t casovni parameter,
te reSitve niso dopustne, ker determinanta g v tem primeru ne bi izpolnila potrebnega pogoja g < 0.

tBazni vektorji, ki ustrezajo tem konstantam, so

1= (sin:c3, —cos z® sinalcl,O)7 m = (cos:c3,sinar;3 sinacl,O), n = (0, cos zt, 1).
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(in Clyz =C%1 =C%p =1).
Iz (116.26) lahko razberemo, da so pri teh konstantah in diagonalni matriki 7,5, komponente
R?a) Riccijevega tenzorja identi¢no enake ni¢ v sinhronem opazovalnem sistemu. Po (116.26)

so tudi izvendiagonalne komponente P@®) enake ni¢. Ostale komponente Einsteinovih enacb
nam dajo naslednji sistem enacb za funkcije a, b, c:

(abe) 1 2 2\2 4
abc 202022 (b7 — )" —aT),
(abc): 1
— = o [(a? — )% —bY, (118.3)
(abe)- 1 2 32\2 4
abc 202022 [(a® = %)" =,
i b ¢
-+-4+-=0. 118.4
a + b + c ( )
nacbe .3) ustrezajo enaCbam = = = 0; enacba .4) ustreza enacbi
Enacbe (118.3 j bam R,y = R{y = Rj3 =0 ba (118.4 bi

R} =0]
Casovni odvodi v sistemu enacb (118.3)-(118.4) se dajo zapisati bolj enostavno, ¢e namesto
funkcij a, b, ¢ v enatbe vstavimo njihove logaritme «, 5, y:

a=e* b=c’ c=¢, (118.5)
namesto ¢ pa spremenljivko 7:
dt = abedr. (118.6)

Tedaj se sistem glasi:

2677 = (a® = *)? = b, (118.7)

1
5(0[ + ,6 + 7),7',7' = Ol,’rﬂ,’r +aryr+ /B,T’Y,Tu (]‘188)

kjer indeks , 7 pomeni odvod po 7. Ce sestejemo enacbe (118.7) in nadomestimo vsoto drugih
odvodov na levi z (118.8), dobimo:

1
arBr+arys+ By = (0’ +b'+ " 2% — 2" — 27cY). (118.9)
Ta enacCba vsebuje samo prve odvode in je torej prvi integral sistema enacb (118.7).
Enacb (118.3)-(118.4) ne moremo tocno resiti v analiti¢ni obliki, lahko pa si podrobno
ogledamo njihovo kvalitativno obnaSanje v blizini singularnosti.

Koordinate zavzamejo vrednosti na obmocjih 0 < z! < 0<2?<2m 0<2®<4r. Prostor je zaprt in ima
prostornino

V= /\/'_ydwl da” da® = abs/sin ¢' de" de® dz® = 167 abe.

Ce je a = b = ¢, je to prostor s konstantno pozitivno ukrivljenostjo s krivinskim polmerom 2a.
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Najprej opazimo, da bi bil sistem to¢no resljiv, ¢e enacbe (118.3) oziroma (118.7) ne bi
imele desnih strani, in sicer bi imeli

a~tP, b~tPm, c~ P, (118.10)
kjer so p;, py, in p, Stevila, povezana z zvezo
P+ Pm+pn =D +Po+ph=1 (118.11)

[kar ustreza Kasnerjevi resitvi (117.9) za homogen raven prostor]. Eksponente smo oznagcili z
DI, Pm, Pn, ne da bi predpostavili, kako so urejeni po velikosti; obdrzali bomo zapis pi1, p2, p3
iz § 117 za trojico §tevil, urejenih po vrsti kot p; < ps < p3, ki lezijo na intervalih (117.11).
Ta stevila lahko zapiSemo v parametriéni obliki kot

B u 1+ _u(l+u)
pi(u) = m&0—1+u+uw mW)—1+u+uT

14u+u?
Vse razlitne vrednosti pi1, p2, p3 (v pravilnem vrstnem redu) dobimo, ¢e parameter u tete po
vseh vrednostih 4 > 1. Vrednosti za « < 1 lahko zapiSemo s tistimi za v > 1, saj velja

n(5) =me. v (5) =mto 2 () =m, (11813

U

(118.12)

Slika 22 prikazuje grafe koli¢in py, p2, ps kot funkcij spremenljivke 1/u.

Predpostavimo, da so desne strani enacb (118.7) majhne na nekem ¢asovnem intervalu,
tako da jih lahko zanemarimo in dobimo resitev, podobno Kasnerjevi, (118.10). To ne more
veC veljati, ko gremo proti ¢ = 0, saj morajo nekateri izmed ¢lenov narascati. Na primer
¢e negativni eksponent sodi k funkciji a(t) (tako da je p; = p1 < 0), tedaj dobimo motnjo
Kasnerjevega obmoéja zaradi ¢lenov a*; ostali ¢leni upadajo skupaj z ¢.

1
p3
0.8
2
0.6 3
p2
0.4
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.2
P1 1
-0.4 -

Slika 22:

Ce na desnih straneh enacb (118.7) obdrzimo le ¢lene a*, dobimo sistem enach

1 1

fm,mvzwﬁzfm. (118.14)
Resitev teh enacb opisuje spreminjanje metrike od “zacetnega” stanja, ko je ta opisana z
enacbami (118.10) z dolo¢eno izbiro eksponentov (veljati pa mora p; < 0); naj bodo p; = py,
Pm = p2 in p, = p3, tako da je

azTaT -

a=1t"", b=t"? c=1{"
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(predfaktorje v teh izrazih lahko postavimo na ena, ne da bi s tem izgubili na splosnosti
spodnjih rezultatov). Ker je abc = ¢,7 = Int + konst, lahko zacetne pogoje za (118.14)
zapisemo kot
ar=p1, Br="p2 Yr=Dps

Prva izmed enacb (118.14) ima enako obliko kot enacba za enodimenzionalno gibanje
delca v polju eksponentne potencialne stene, kjer igra a vlogo koordinate. Po tej analogiji
zaCetnemu Kasnerjevemu obmocju ustreza prosto gibanje s konstantno hitrostjo o = p;. Po
odboju od potencialne stene se bo delec ponovno prosto gibal z obrnjeno hitrostjo: « , = —py.
Iz enacb (118.14) razberemo Se, da je a, + f,, = konst, in a; + v, = konst, od koder sledi

Br=p2+2p1, vr=ps+2p1. (118.15)
Sedaj dolo¢imo «, (3 in 7y, nato pa s pomocjo enacbe (118.6) $e ¢. Dobimo

e* ~ e 1T B~ e(p2+2P1)T’ ¢Y ~ eP3t+2p1)7

¢ Z e(1+2p1)7',

’ ’ ’
an~tP, be~tPm o~ tPn

oziroma

kjer so
,__ pl p _p2=2p|, _ p3— 2|

— , 2 = 2 = . 118.16
PET 0 P = g T 1] ( )

Posledica motnje je torej to, da se iz enega Kasnerjevega obmocja preselimo v drugega, pri
Cemer se negativna potenca cCasa t preseli iz ene smeri 1 k drugi m: ce je veljalo p; < 0, je sedaj
pl, < 0. Ob tem premiku doseze funkcija a(t) maksimum, funkcija b(¢) pa minimum: koli¢ina
b(t), ki je poprej padala, zatne narascati, narasc¢ajoca funkcija a(t) pa zacne padati, medtem
ko c(t) ves ¢as upada. Sama motnja [¢leni a* v (118.7)], ki je naraicala, zaéne upadati in se
zadusi. Nadaljnje spreminjanje motnje vodi na podoben nacin k naraSCanju motnje zaradi
¢lenov b* v (118.7), k novemu premiku Kasnerjevega obmocja, in tako naprej.

Pravilo za premik eksponentov (118.16) lahko preprosto opiSemo s parametrizacijo
(118.12): ce je

p=pi(u), pm=p2(u), pn=ps(u),

potem je
p=p2(u—1), pp=pi(u—1), p,=ps(u—1). (118.17)

Vecji izmed dveh pozitivnih eksponentov ostane pozitiven.

Ta proces seljenja iz enega Kasnerjevega obmocja v drugega je klju¢ za razumevanje
obnaSanja metrike, ko se priblizujemo singularnosti.

Zaporedni premiki (118.17) z izmenjavo negativnega eksponenta med smerema 1 in m se
nadaljujejo tako dolgo, dokler se celostevilski del zaCetne vrednosti u ne “izrabi” in postane
uw manjsi od ena. Vrednost u < 1 se preslika v u > 1 v skladu z (118.13); v tem trenutku je
eden izmed py, p;, negativen, p, pa postane manjse Stevilo izmed obeh pozitivnih (p, = p2).
Pri nadaljnjem zaporedju premikov se bo negativni eksponent izmenjeval med smerema n in 1
ali pa med smerema n in m. Pri poljubni (iracionalni) zatetni vrednosti za u se bo ta proces
premikanja nadaljeval brez konca.
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V toc¢ni reSitvi bodo eksponenti py, p2 in p3 izgubili njihov dobesedni pomen. Omenimo
naj, da zaradi tako nastale razmazanosti v definiciji teh Stevil (in s tem tudi parametra
u), Cetudi je ta majhna, ni smiselno obravnavati posebne primere (na primer racionalne)
vrednosti parametra u. Zato obravnavamo le tista obnasanja, ki so znacilna za splo$ni primer
z iracionalno vrednostjo u.

Razvoj modela, ko se priblizujemo singularnosti, je torej sestavljeno iz zaporedij nihanj,
med katerimi razdalje vzdolz dveh prostorskih osi nihajo, medtem ko te monotono padajo
vzdolz tretje; prostornina upada po zakonu, ki je blizu ~ ¢t. Ko preidemo iz enega zaporedja
v drugega, se smer, vzdolz katere razdalje monotono upadajo, preseli iz ene smeri v drugo.
Vrstni red teh premikov ima asimptoticno znacilnosti nakljuénega procesa. Tudi vrsti red
dolzin zaporednih serij nihajev (torej Stevilo Kasnerjevih dob v vsaki seriji) * ima stohasti¢ni
znacaj.

Zaporedne serije nihanj se zgostijo, ko se pribliZujemo singularnosti. Neskoncno Stevilo
nihljajev se zgodi med koné¢nih svetovnim ¢asom ¢ in trenutkom ¢ = 0. Primerna spremenljivka
za opis takSnega Casovnega razvoja ni Cas t, temveé njegov logaritem Int¢. S to spremenljivko
se opis celotnega proces priblizevanja singularnosti raztegne v —oo.

Pri tu opisani resitvi smo nalogo poenostavili Ze na zacetku s tem, da smo predpostavili,
da je matrika 74, (t) v (116.3) diagonalna. Prisotnost izvendiagonalnih komponent tenzorja
Nep D€ spremeni nihajoci znacaj resitve ali zakon (118.17) za premike eksponentov p;, p,, in
pr med zaporednimi Kasnerjevimi obdobji. Pojavi pa se nova lastnost: premike eksponentov
spremlja sprememba smeri osi, katerim pripisemo eksponente. f

§119 Casovna singularnost v splosni kozmoloski resitvi Ein-
steinovih enacb

Poudarili smo ze, da cetudi Friedmannov model zadostuje za opis trenutnega stanja vesolja, to
Se ne pomeni, da je ta model primeren za opis zgodnjih obdobij razvoja vesolja. Vprasamo se
lahko celo, v kaksni meri je obstoj casovne singularnosti potrebna splosna lastnost kozmoloskih
modelov, in ali se morda ne pojavi zaradi specifiénih predpostavk, na katerih temeljijo poenos-
tavljeni modeli (izpostavimo naj predpostavke o simetriji). Poudariti moramo, da kadar gov-
orimo o singularnosti, mislimo na fizikalno singularnost, torej prostor, kjer postanejo gostota
snovi in invariante krivinskega tenzorja neskoncne.

Ce bi bil obstoj singularnosti neodvisen od teh predpostavk, bi to pomenilo, da singu-
larnost ni le lastnost posebnih resitev, temvec je tudi lastnost splosne resitve Einsteinovih
enaCb. Pogoj, da je neka resSitev sploSna, je povezan s Stevilom “fizikalno poljubnih” funkcij,
vsebovanih v reSitvi. V splosni reSitvi mora biti Stevilo taksnih funkcij zadosti veliko, da

*Ce je “zacetna’ vrednost parametra u enaka uo = ko + zo (kjer je ko celo stevilo, zo < 1), je dolzina
prve serije nihajev ko, zaCetna vrednost za drugo serijo pa bo u1 = 1/zo = k1 + x1, etc. Hitro pridemo do
ugotovitve, da so dolzine zaporednih serij podane s ¢leni ko, k1, k2, . . . iz razvoja up v neskonéni (za iracionalni

ug) zaporedni ulomek:

o + g + —————
T T e+ !

k2+ﬁ
Zaporedje vrednosti naslednjih ¢lenov v takSnem razvoju je statisticno porazdeljeno.

tO tem in drugih podrobnosti obnasanja homogenih kozmologkih modelov te vrste lahko bralec veg izve v
V. A. Belinskii, E. M. Lifsic, I. M. Khalatnikov, Adv. in Physics 19, 525 (1970); Adv. in Physics 31, 639
(1982).
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lahko poljubno dolo¢imo zacetne pogoje ob poljubno izbranem ¢asu [4 v praznem prostoru, 8
v prostoru, zapolnjenem s snovjo (glej § 95)]. *

Seveda je iskanje tocne resitve za celotni prostor in za vse Case obsojeno na neuspeh. Za
nase namene pa zadostuje, ¢e poiScemo resitev le v blizini singularnosti.

Lastnost singularnosti Friedmannove resitve je to, da gredo prostorske razdalje proti nic¢
v vseh smereh po enakem zakonu. Tovrstna singularnost seveda ni zadosti splosna, temvec
je znacilna za skupino resitev, ki vsebujejo le tri fizikalno poljubne funkcije koordinat (glej
nalogo v § 113). Omenimo Se, da taksne resitve obstajajo le v prostoru, zapolnjenem s snovjo.

Singularnost nihajoCe vrste, ki smo jo opisali v prej$njem razdelku, je splosna — obstaja
reSitev Einsteinovih enacb s taksno singularnostjo, ki vsebuje zadostno mnozico poljubnih
funkcij. Na kratko bomo opisali konstrukcijo taksne resitve, ne da bi se spuscali v racunske
podrobnosti. f

Kot v homogenem modelu (§ 118) je priblizevanje singularnosti sestavljeno iz zaporednih
serij Kasnerjevih obdobij, ki se izmenjujejo. Med vsakim obdobjem imajo vodilni ¢leni (po
1/t) v prostorskem metri¢cnem tenzorju (v sinhronem opazovalnem sistemu) obliko (118.1),
kjer so funkcije ¢asa a, b, c podane z (118.10), vektorji 1, m in n pa so sedaj poljubne funkcije
prostorskih koordinat (in ne ve¢ dolocene funkcije kot v homogenem modelu). Tudi p;, pp,
in p, so sedaj funkcije (in ne ve¢ §tevila), ki pa so Se vedno povezane z zvezo (118.11).
Tako sestavljena metrika zadosti enacbama Rg =01in Rg = 0 za polje praznega prostora
(do vodilnih ¢lenov natanéno) na doloéenem konénem ¢asovnem intervalu. Enacbe RY = 0
nam dajo tri zveze (ki ne vsebujejo Casa), ki jih morajo izpolnjevati sicer poljubne funkcije
prostorskih koordinat, ki so vsebovane v 7,5. Te zveze med seboj povezujejo deset razlicnih
funkcij: po tri komponente vsake izmed treh vektorjev I, m in n, in eno funkcijo ¢asovnih
eksponentov (ker so funkcije p;, py, in p, Ze povezane z dvema pogojema (118.11)). Ko
dolo¢amo stevilo fizikalno poljubnih funkcij, moramo upostevati, da sinhroni opazovalni sistem
dopusca transformacije treh prostorskih koordinat, ki ne vplivajo na ¢as. Zato ima metrika
skupaj 10 — 3 — 3 = 4 poljubne funkcije, kar je ravno stevilo, ki je potrebno za splosno resitev
polja v vakuumu.

Do zamenjave enega Kasnerjevega obdobja z drugim pride (tako kot v homogenem mod-
elu) zato, ker so v treh izmed Sestih enacb Rg = 0 c¢leni, ki s padajofim t narascajo hitreje
kot ostali ¢leni, in torej igrajo vlogo motnje, ki Kasnerjevo obdobje unici. Te enacbe imajo v
splosnem obliko, ki se od (118.14) razlikuje za faktor, ki je odvisen od prostorskih koordinat,
(1-V x1/1-m x n), na desni strani enacb (kjer je izmed treh eksponentov py, py, in p, negativen
p). ¥ Ker pa je (118.14) sistem navadnih diferencialnih enaéb po ¢asu, ta razlika nikakor
ne vpliva na njihovo resitev ali na zakon o premikih Kasnerjevih eksponentov (118.17), ki je
posledica te resitve, niti na druge zakljucke, do katerih smo prisli v § 118.

*Poudarimo naj, da za sistem nelinearnih enacb, kot so Einsteinove enacbe, pojem splosne resitve ni povsem
nedvoumen. Naceloma lahko obstaja ve¢ kot le en sam sploSen integral, pri tem pa vsak izmed integralov
ne pokriva celotne mnogoterosti moznih zacetnih pogojev, temvec le neko kon¢no obmocje. Obstoj splosne
resitve, ki ima singularnost, Se ne izkljucuje moznosti obstoja drugih splosnih resitev, ki singularnosti nimajo.
Na primer brez dvoma obstaja splosna resitev brez singularnosti, ki opisuje stabilno izolirano telo, ki nima
prevelike mase.

fTe lahko bralec najde v V. A. Belinski, E. M. Lifsic, I. M. Khalatnikov, Adv. in Physics. 31, 639 (1982).

#V homogenem modelu je ta faktor enak kvadratu strukturne konstante C'! in je torej po definiciji kon-
stanten.

5Ce za poljubne funkcije v resitvi zahtevamo dodatni pogoj 1-V x 1 = 0, nihljaji izginejo, tako da se
Kasnerjevo obdobje razteza vse do ¢asa t = 0. Vseeno pa taksna resitev vsebuje eno funkcijo manj, kot jih
potrebujemo v sploSnem primeru.

Polje, v. 1



380 RELATIVISTICNA KOZMOLOGIJA 119

Splosnost reSitve se ne zmanjsa, e je prisotna tudi snov: snov vpliva na metriko preko
§tirih novih funkcij koordinat, ki jih potrebujemo, da dolo¢imo njeno zacetno porazdelitev
gostote in tri komponente njene hitrosti. Napetostni tenzor snovi Tf vodi k dodatnim ¢lenom
v enacbah polja. Ti ¢leni so visjega reda po 1/t kot vodilni ¢leni (v kar se lahko prepricamo
po analogiji z ugotovitvami iz tretje naloge v § 117 za ravni homogeni model).

Obstoj singularnosti v ¢asu je torej izjemno splosna lastnost reSitev Einsteinovih enacb.
Priblizevanje k singularnosti je pri tem v splosnem nihajoce. * Poudariti moramo, da taksno
obnasanje ni povezano s prisotnostjo snovi (in torej ni odvisno od njene enacbe stanja),
temvec je znacilnost prostora-casa samega. Monotona, izotropna singularnost, ki je tipi¢na za
Friedmannovo resitev, in je odvisna od prisotnosti snovi, je torej le posebnost. Ko govorimo
o singularnostih v kozmoloskem smislu, imamo v mislih singularno tocko, ki jo dosezemo
v celotnem prostori in ne le v nekem omejenem obmocju, kot pri gravitacijskem kolapsu
kon¢nega telesa. Splosnost nihajoce reSitve pa namiguje na to, da je singularnost, ki jo doseze
koné¢no telo med kolapsom onkraj dogodkovnega obzorja v sogibljivem opazovalnem sistemu,
tudi taksne vrste.

Ves cas smo imeli za smer priblizevanja singularnosti tisto smer, pri kateri cas upada;
ker pa so Einsteinove enacbe simetricne glede na obrat ¢asa, bi se singularnosti lahko prav
tako priblizevali v smeri naraStajocega Casa. Dejansko pa zaradi fizikalne neenakosti med
prihodnostjo in preteklostjo obstaja velika razlika med tem primeroma ze pri sami formu-
laciji naloge. Singularnost v prihodnosti ima lahko fizikalen pomen le, ¢e jo dosezemo pri
poljubnih zacetnih pogojih, ki veljajo ob nekem trenutku. O¢itno ni nobenega razloga, da bi
bila porazdelitev snovi in polja v danem obdobju razvoja vesolja natanko taksna, da bi bilo
zadosceno pogojem, da dobimo neko posebno resitev Einsteinovih enach.

Kar se tice singularnosti v preteklosti, nam obravnava, ki temelji le na enacbah gravitacije,
tezko da splosen odgovor. Verjamemo lahko, da je resitev, ki ustreza nasemu vesolju, povezana
z nekimi globokimi fizikalnimi zahtevami, ki jih ne bomo mogli poiskati z uporabo obstojece
teorije gravitacije. TakSne zahteve bomo morda nasli pri nadaljnjih sintezah fizikalnih teorij.
Mozno bi bilo celo, da prava resitev ustreza celo neki posebni (na primer izotropni) vrsti
singularnosti.

Konéno moramo omeniti Se nekaj. Veljavnost Einsteinovih enacb ni samo po sebi nikakor
omejena na obmodcju majhnih razdalj in velikih gostot snovi: enacbe v tej limiti ne vodijo k
nobenim notranjim protislovjem (za razliko na primer od klasi¢nih enacb elektrodinamike).
V tem smislu je obravnava singularnosti prostorsko-casovne metrike z uporabo Einsteinovih
enacb povsem pravilna. Vendar pa ni nobenega dvoma, da postanejo v tej limiti pomembni
kvantni pojavi, o njih pa ne moremo reci ni¢ v okviru obstojece teorije. Le prihodnja sinteza
teorije gravitacije in kvantne teorije bo lahko pokazala, kateri izmed rezultatov klasi¢ne teorije
ostanejo smiselni. Vseeno pa ni nobenega dvoma, da ima Ze sama prisotnost singularnosti v
reSitvah Einsteinovih enacb (tako kar se tiGe kozmoloskih vpraSanj, kot pri kolapsu kon¢nih
teles) globok fizikalen pomen. Ne smemo pozabiti, da med gravitacijskim kolapsom dosezemo
izjemno visoke gostote, ki pa so Se vedno brez dvoma pravilno opisane s klasicno teorijo
gravitacije — ze to zadostuje, da lahko govorimo o fizikalno “singularnem” (nenavadnem!)
pojavu.

*Dejstvo, da v splosni resitvi Einsteinovih enacb obstaja singularnost, je prvi pokazal R. Penrose leta 1965
z uporabo topoloskih metod, ki zal ne omogocajo, da bi dolo¢ili analiticne znacilnosti singularnosti. Te metode
so predstavljene v knjigi R. Penrose, Structure of Space-Time, W. A. Benjamin, N.Y., 1968, kjer najdemo tudi
izreke, dobljene z njihovo uporabo.
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